Siete ejemplos y un destino
Luis A. Nuiez
Esc. de Fisica Universidad Industrial de Santander
Bucaramanga Colombia

Mediante 7 ejemplos, inspirados en las recetas Richard H. Enns, 2005, Computer Algebra Recipes for
Mathematical Physics, Birkhauser Boston, presentamos estrategias de resolucion de ecuaciones

diferenciales ordinarias utilizando manipulaciéon simbdlica.

> restart: with(plots):
Supongamos un muro de adobe que en su cara externa lo calienta el Sol. ;cémo se puede modelar el

calentamiento del Sol?

| Ejemplo 1: La ecuacion del calor tiene la forma

> EcCalor:=diff(T(x,t),t)-kappa*diff(T(x,t),x,x)=0;
62
— T(x, t)] =0

EcCalor .= — T(x,t) — K ( »

ot .

donde x representa el coeficiente de difusion

| La solucion de esta ecuacion puede ser escrita como
> T(x,t):=T[0] *exp(-a*sqrt (omega/kappa) *x) *cos (omega*t-b*sqrt

(omega/kappa) *x) ;
—-a 9)C
/ [/ ®
T, e * cos(—(ot+b x]
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:Entonces
> ecl:=simplify(EcCalor);

. .
ecl = -T,e “ o|2sin|-wr+b | — x
K
i+ b /wx]bz—sin —oi+b /"’x]Jzo
K K

> collect(ecl, {cos,sin});

—a;gx ® —a)gx
< o7, (az—bz)cos -ot+b | — x| —e * 07, (2ab—1)sin| ~o¢
K
+b mx)ZO
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:Necesariamente a=Db=1/sqrt(2)

> aa := evalf(1/sqrt(2)); bb:
aa :

ab + cos

-C

= aa;
=0.7071067810
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bb = 0.7071067810 )

jPara calcular el coeficiente de difusion http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal diffusivity
[> kappa[arcilla]:=2.7*10"(-7);
= 2.700000000 10” (6)

arcilla *
> periodo:=24*60%60; frec:=evalf (2*Pi/periodo);
periodo := 86400
frrec = 0.00007272205218 (7

> T:=eval (T(x,t),{a=aa,b=bb,T[0]=13,kappa=kappa[arcilla] ,omega=frec})

4

T =13 ¢ 100470093 006 (0.00007272205218 1 — 11.60476053 x) 8)

> Temp:=plot(23.0,x=0..0.5,color=blue,linestyle=3):
> animate(plot, [T+23.,%x=0..0.5],t=0..periodo, frames=50, thickness=2,
background=Temp) ;

t =86400.
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| que pasa si la pared es de madera? kappa= 8.2*10%*(-8)

[> restart: with(plots):

Supongamos un muro de madera que en su cara externa lo calienta el Sol. ;como se puede modelar el
calentamiento del Sol?




| La ecuacion del calor tiene la forma
> EcCalor:=diff(T(x,t),t)-kappa*diff(T(x,t),x,x)=0;
2

0 0
EcCalor :ZET(x,t)—K (g T(x, t)]ZO &)

[ donde d representa el coeficiente de difusion

| La solucion de esta ecuacion puede ser escrita como
> T(x,t):=T[0] *exp(-a*sqrt (omega/kappa) *x) *cos (omega*t-b*sqrt

(omega/kappa) *x) ;
-a Bx
T t6)=Te VX —ot+b | 2 x] (10)
K
—or+b | 2 x] a2—cos( an
K

COS

0

:Entonces
> ecl:=simplify(EcCalor);

IR AL I
b m[ —mt+b/2x
K
-0t+ b Bx]lf—sin -0t+ b 2x]]=0
J oK J oK

> collect (ecl, {cos,sin});

-a gx —-a Bx
VR o1, (@@= b) cos| ~or+ b /ﬂx]—e VR e, (2ab—1)sin[—0)t 12)
K
+b | BxJZO
K

jNecesariamente a=b=1/sqrt(2)
[> aa := evalf(l/sqrt(2)); bb:= aa;
aa =0.7071067810

bb :=0.7071067810 13)

ecl =-T e 2 sin ab + cos

0

-€ Cos

:Para calcular el coeficiente de difusion http://en.wikipedia.org/wiki/Thermal diffusivity
> kappa[madera] :=8.2*10"(-8);
= 8.200000000 107 (14)

madera

> periodo:=24*60*60; frec:=evalf (2*Pi/periodo);
periodo = 86400

fiec == 0.00007272205218 (15)

> T:=eval (T(x,t),{a=aa,b=bb,T[0]=13, kappa=kappa[madera],omega=frec});
T =13 ¢ 2107770992 005 (0.00007272205218 £ — 21.05770992 x) (16)

> Temp:=plot(23.0,%x=0..0.5,color=blue,linestyle=3):
> animate(plot, [T+23.,%x=0..0.5],t=0..periodo, frames=50, thickness=2,
background=Temp) ;




t =86400.
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Ejemplo 2: Una cuerda de piano

> restart: with(plots): #assume(v>0,L>=0):

Otra vez, consideremos una cuerda vibrante de extremos fijos en x= 0 y en x =L. Entonces, una vez mas
la ecuacion de la oscilacion de la cuerda vibrante es

> ecl :=diff(u(x,t),x,x)=(1/c"2)*diff(u(x,t),t, t);

2
a—z u(x,t)
0’ il
ecl = —5 u(x,t) = 5 an
ox c
jProcedemos de la misma forma, mediante el método de separacion de variables
[> pdsolve(ecl,u(x,t),HINT=X(x)*T(t));
d’ d’
(u(x, t) =X(x) T(t)) &where kdz T(t)=_c, T(1) c2, ?X(X) =_¢ X(x)] (18)
L

:Y ademads le pedimos que la integre
> pdsolve(ecl,u(x,t),HINT=X(x)*T(t), INTEGRATE) ;




(u(x, 1) = X(x) T(¢)) &where H{T(t) = CI e/:” + 2 e_‘/?m}, {X(x) (19)
= C3 e/?x+_c74 e XH

[Nos quedan cuatro constantes que deben ser resueltas de las condiciones iniciales y de las condiciones de
| frontera. Antes de determinarlas veamos como queda la solucion
> sol:=pdsolve(ecl,u(x,t),HINT=X(x)*T(t), INTEGRATE,build);

[c x [c ct
c X ¢ ct -1 1
1 _C3_C1€/ 1 n € C3 (2 n C4 Cle

sol =u(x,t)=e (20)
/| _C ct / ¢ X
e ! e !
4 2
+
¢ X ¢ ct
ol e‘/ 1

;empezamos con un cambio de variable de C1 a -k”*2

> u:=simplify(subs(_c[1]=-k"2,rhs(sol))) assuming k>0;

u= C3 Cle*' 9 4 3 coe i 4 g cpékler T 1)

+ 4 2o klert )

| (cOmo se veria la solucion completa?
> u2:=expand(convert(u,triqg));
u2:= _C3 Clcos(ckt)cos(kx)— C3 Clsin(ckt)sin(kx) (22)

—1 C4 C2sin(ckt)cos(kx) —1 _C4 C2cos(ckt)sin(kx)
+ _C3 _C2cos(ckt)cos(kx)+ _C3_C2sin(ckt)sin(kx)
+1 C3 Clsin(ckt)cos(kx)—1 _C4 Clcos(ckt)sin(kx)
+ _C4 _Clcos(ckt)cos(kx)+ _C4_Clsin(ckt)sin(kx)
+1 C3 Clcos(ckt)sin(kx)+1 C4 Clsin(ckt)cos(kx)
+ C4 C2cos(ckt)cos(kx)— C4 C2sin(ckt)sin(kx)
—1 C3 C2sin(ckt)cos(kx)+1 _C3 C2cos(ckt)sin(kx)

;Si el extremo x=0 est4 fijo entonces es claro que
> u3d:=subs({cos(k*x)=0},u2);

u3:=- C3 Clsin(ckt)sin(kx) —1 _C4 C2cos(ckt)sin(kx) 23)
+ C3 _C2sin(ckt)sin(kx) —1_C4 _CIcos(ckt)sin(kx)
+ C4 Clsin(ckt)sin(kx)+1 _C3 Clcos(ckt)sin(kx)
— C4 _C2sin(ckt)sin(kx) +1_C3 _C2cos(ckt)sin(kx)

=Imponemos las condiciones de frontera u(x=0,t) =0 y luego u(x =L,0) =0 => k=n*Pi/L y luego la
| velocidad inicial = 0
> u4:=subs({cos(k*x)=0,sin(c*k*t)=0,k=n*Pi/L},u3);

(24)



n
L

~

ud =-1 _C4 _C2 cos( <

+1 C3 CI cos( anT” ] sin[ nmx

B~

:factorizando
> ub:=factor(u4);

L

tj sin[ nrx j 1 ¢4 CI cos[

j +IC3C2COS( cnml ] sin[ nnxj

C”Lmjsin[”ij 24)

us :Icos[ anm j sin( nmx ) (CI+ C2)( C3— C4) (25)

| Construimos los términos que se pueden expresar como una serie

[> u6:=A[n]*select (has,u5,{sin,cos});

J sin( ”z” j (26)

sin(nma/L) cos(nmect/L).

Tt

u6:=An cos( cn

2/)(:17, t) - Zfzozl Ay

=ZC¢ le;) =(e; |f) =

| Entonces

F(x) = 5

n=1

2
i do

\ff dz f(z) cos(nz) = con =y,  si

I
o

f(CU) =Cy)=Qp si

1=2n

\/—f dz f(z) sen(nz) =cyp_1 =byp si i=2n-1

ao 1+ Z [an cos(nx) -+ bnsen(nx)]

Entonces vamos a suponer que la forma inicial alguna forma inicial del pulso. Para ello evaluamos para t=

| 0

> f :=piecewise(x<= L/2, 2*h*x/L, x>L/2, -2*h*x/L +2*h);
2hx 1
< —1L
L ¥=7
= 27
! L YR = =
L 2 0o F
jValedecir
[> L:=1; h:=0.1; c:=5;
L=1
h=0.1
c=5 (28)



> plot(£f(x),x=0..1);
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:Por cierto si queremos hacer que MAPLE nos muestre como luce una ecuacion hacemos algo asi
> ec20:=Int(f*sin(n*Pi*x/L),x=0..L)=Int(subs(t=0,u6)*sin(n*Pi*x/L),h x=
0..L);

1

1
02x x < 5 1
ec20 = i sin(nmx) dx= A cos(0) sin(nnx)2 X (29)
S02x+02 o <x 0

0
jcon lo cual utilizando la ortogonalidad de las funcinones senos y cosenos
> ec2:=int (f*sin(n*Pi*x/L),x=0..L)=int (subs(t=0,u6)*sin(n*Pi*x/L), x=

0..L);

5 0.01013211836 (-3.141592654 cos (1.570796327 n) n + 2. sin(1.570796327 n))
ec2 =

2
n

(30)

1
— — (001013211836 (-3.141592654 cos (1.570796327 n) n + 2. sin(3.141592654 n)
n




. 1 A (cos(nm)sin(nn) —nmn)
— 2.sm(1.570796327 n))) = - 3
nmw

_y despejamos 4,

[> A[n]:=solve(ec2,A[n]) assuming n::integer;
4 = 0.04052847344 (2.sin(1.570796327 n) — 1. sin(3.141592654 n))

n' 2
n

| con lo cual

> u7:=Sum(u6,n=1..25);
25

u’z = z
n=1
1
—-(0.04052847344 (2. sin(1.570796327 n)
n

— 1.sin(3.141592654 n)) cos(5Snmt) sin(nmwx))
> #L:=1: h:=2: c:=5:

[4,3],scaling = constrained);

(€2Y

(32)

> animate(value(u7),x=0..L,t=0..160, frames=500,thickness=2,tickmarks=



0.00 ‘
0.5 1

:una forma mas general de la posici'on inicial
> p:=8;
p=38 33)

> fp/:=piecewise(x<= L/p, h*x/(L/p), x>L/p, -h*x/(L-(L/p)) +h*L/(L-
(L/p)));

1
0.8 x x < g
Jp = | (34)
~0.1142857143 x + 0.1142857143 <x

)
> plot(£p(x),x=0..1);




0.09;
0.08;
0.07;
0.06;
0.05;
0.04;
0.03;
0.02;

0.01

>
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X

:Repetimos los calculos anteriores a ver como queda la funcion
> u6p:=Ap[n]*select (has,u5,{sin,cos});
ubp = Ap cos(5nmt) sin(nmx) (35)

> ec3 :=int (fp*sin(n*Pi*x/L),x=0..L)=int (subs(t=0,u6p)*sin(n*Pi*x/L),
x=0..L);
3 0.01013211836 (-3.141592654 cos(0.3926990817 n) n + 8. sin(0.3926990817 n) )

ec3 =

2
n

(36)

1
— —(0.001447445481 (-21.99114858 cos (0.3926990817 n) n
n

+ 8.5in(3.141592654 n) — 8.s5in(0.3926990817 n))) =

1 4p, (cos(nm) sin(nm) —nm)

2 nm
> Ap[n] :=solve(ec3,Ap[n]) assuming n::integer;

1 R
Ap = —-(4.000000000 102" (1.244301977 10° cos (0.3926990817 ) n 37
n n2




+ 4.631825536 10'® sin (0.3926990817 n) — 5.789781924 10" sin(3.141592654 n) ) )

> u7p:=Sum(u6bp,n=1..25);
25

1 i
wip= > —-(4.000000000 107° (1244301977 10” cos (0.3926990817 1) n (38)

n=1n
+ 4.631825536 10" sin(0.3926990817 1) — 5.789781924 10" sin(3.141592654 1) )

cos(5nmt)sin(nmx))

> animate(value(u7p),x=0..L,t=0..260, frames=500,thickness=2,
tickmarks=[4,3],scaling = constrained);

0.00

—_—

:Si suponemos una forma inicial del pulso mas general, de la siguiente manera
> ff:=h*x"3*(L-x)/L"4;

F=0.1x (1 —x) (39)
> plot(ff(x),x=0..1);
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> u6f:=Af[n]*select (has,u5,{sin,cos});
ubf = Af, cos(5nmt)sin(nmx) (40)

> ec4:=int (ff*sin(n*Pi*x/L),x=0..L)=int (subs(t=0,u6f)*sin(n*Pi*x/L),
x=0..L);

1
ecd = - —(0.0003267763643 (31.00627668 n sin (3.141592654 n) (1)
n

+59.21762641 n” cos (3.141592654 n) — 56.54866776 sin(3.141592654 n) n

1 Af, (cos(nm)sin(nm) —nm)
— 24.cos(3.141592654 n) +24.) ) = - —

2 nm
> Af[n] :=solve(ec4,Af[n]) assuming n::integer;

1 ] .
Af, = - —(6.535527286 10'% (3.100627668 10” n” sin(3.141592654 n) 42)
n

+-5921762641109nzcos(3l4159265410 —-56548667761095h1C114159265411)n

— 2.400000000 10° cos (3.141592654 ) + 2.400000000 10° ) )



> u7f:=Sum(u6f,n=1..25);

25
1 i .
wif= > [ — (6535527286 10"'% (3.100627668 10” #° sin (3.141592654 n) (43)
n

n=1
+5.921762641 10° n* cos (3.141592654 n) — 5.654866776 10° sin(3.141592654 n) n
— 2.400000000 10° cos (3.141592654 n) + 2.400000000 10° ) cos(5nm ¢) sin(nmx)))

> animate(value(u7f),x=0..L,t=0..260, frames=500,thickness=2,
tickmarks=[4,3],scaling = constrained);

0.01 A
0.00 ‘ ‘
0.5 1
X
-0.01 1

[> restart: with(plots): assume(v>0,L>0):

Ejemplo 3: Esta vez la cuerda (con los extremos fijos en x=0 y x=L) le vamos a imprimir un perfil de
| velocidades g(x) y una amplitud inicial f(x)
[> £(x):=0: g(x):=piecewise(x<L/4,4*v*x/L,x<L/2,(4*v/L)*(L/2-x),x<L,0)

4

(44)




4]\:x x < %L~
g(x) =47 4v (%L~ —x) 1 (44)
- x < 7L~
0 x < L~

:Notese que se le imprime una velocidad a una parte de la cuerda
> u:=N->Sum(sin(n*Pi*x/L)*(a[n]*cos(n*Pi*c*t/L)+b[n]*sin(n*Pi*c*t/L)
) ,n=1..N);
N

t t
u:=N—>n_lsin[ nztxj (ancos[’”zc j+bnsin(n7zc ]) 45)

En este caso, supondremos que para la parte temporal la expansion en series de Fourier completa
incluyendo coeficientes pares e impares. Los cuales son las proyecciones de la funcion u(x,t) a lo largo de
| los vectores base. Entonces para t=0 la forma inicial de u(x,0) es
[> a[n]:=simplify((2/L)*int (£(x)*sin(n*Pi*x/L),x=0..L));

a, =0 (46)

[ mientras que para un perfil de velocidades para t=0 tendremos que es el coeficiente bn el que interviene

| (por qué?
> b[n] :=simplify((2/(n*Pi*c))*int(g(x)*sin(n*Pi*x/L),x=0..L));

8L~v~(sin(%nn)—2sin(%nnj)
b, = - — 7)
nm c

:S iguiendo el mismo procedimiento uno desarrolla la serie hasta 25 términos
> sol:=u(25);

. nmx . 1 . 1 . nmcet
25 vy =
] SSm( - )L v (sm( 2 nnj 2sm(4 nn)jsm( - )

3 3
n=1 nm c

sol =

(48)

[ Evaluando las constantes que caracterizan al problema, tendremos
> sol2:=subs ({L=20,v=5,c=1},s0l): vel:=diff(sol2,t):
| graficamos el perfil de velocidades en t=0

[> plot([subs({L=20,v=5,c=1},g(x)),eval(vel,t=0)],x=0..20,color=[blue,
red],thickness=2,scaling=constrained,tickmarks=[4,4]);




0 10 20

> animate(sol2,x=0..20,t=0..50, frames=100,thickness=2,scaling=
constrained, tickmarks=[4,3]);
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10 20
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[> restart: with(plots):

| Como 7, la utilizan los ingenieros para indicar intensidad, un imaginario puro lo vamos denotar por j

;> interface(imaginaryunit=j):

Ejemplo 4: La ecuacion del Telegrafista

Consideremos al ecuacion del Telegrafista (http://en.wikipedia.org/wiki/Telegrapher's_equations). Uno de
los casos que esta ecuacion describe es el de lineas de trasmision pero también describe la propagacion de

un pulso de calor en materiales, cuando se considera una descripcion relativista.

Su derivacién va mas o menos asi. Consideremos un voltage variable V(x,?), una inductacia L, una
capacitancia C, una resistencia R, y una pérdida G. Entonces, la variacion de voltaje en la linea puede ser
| descrita como:

[> eql:=diff(V(x,t),x)=-R*I(x,t)-L*diff(I(x,t),t);

ad ad
eql :ZaV(x,t)Z—Rl(x,t)—L (E)t](x’t)) (49)

[Es decir, la caida de voltaje en la linea se debe a dos factores: la resistencia y la inductancia.

| Por otro lado, la variacion de la intensidad viene dada por:
> eq2:=diff (I(x,t),x)=-G*V(x,t)-C*diff (V(x,t),t);

(30)



a ad
eq2 = ™ I(x,t)=-GV(x,t) — C (at Vi(x, t)) (50)

:Derivando esas ecuaciones, respecto a x y respecto a ¢ respectivamente, tendremos
> eq3:=diff(eql,x); eqé4:=diff(eq2,t);

6(13:2('?22 Vix,t)=-R ((,?xl(x,t)) —L( i I(x,t)j

X Ox Ot
L _ (2 i
eqd = % 07 I(x,t)=-G ( Y V(x, t)) C [ o V(x, t)) (51)

[ Estamos buscando una ecuacion diferencial para V(x,t), por lo tanto debemos eliminar /(x,z), para ello lo
| despejamos de la ecuacion (7) y (8b) para sustituirlos en la ecuacion (8a).

> eqg5:=subs({eq2,eq4},eq3);
2

eq5:=§xz V(x,t)z—R(—G V(x, 1) —c(; V(x,t)jj —L (—G (gt V(x,t)j (52)

62
—C(atzV(x,t)j]

:Acomodando un poco, tenemos la ecuacion del telegrafista.
> TE:=collect(eq5,diff(V(x,t),t));

15— O V(ix,t)=(CR+GL) 0 Vix,t) | +LC & Vixt) | + RGV(x,1) (53)
= X, = Y X, R X, X
ax” (at ) (azz j

Es claro que si no hay resistencias ni pérdidas, el voltage cumple con una ecuacion de onda, en la cual el
1

JIc

voltage se propaga con una velocidad ¢ :=

> WE:=eval (TE, {R=0,G=0});

02 02
WE:=—5 V(x,t)=LC | —5 V(x,1) (54)
Ox or

y, curiosamente, si no existe inductancia ni pérdida, lo que obtenemos es la ecuacion de difusién con un

coeficiente de difusion d .= ——

A RC
[> DE:=eval (TE, {L=0,G=0});
62 0
DE=—V(x,t)=RC| —V
7 Vs =RC ( o Vi t)) (55)

Procedemos igual que en el primer caso, vamos a intuir una solucion y la ajustamos (mediante unas
| variables) al problema. Es decir a las condiciones de borde e iniciales.
[> ansatz:=V(x,t)=exp(-k*t)*f(alpha*x+beta*t);
ansatz ==V (x, t) = e_klf((x x+Bt) (56)

Ajustaremos tres constantes arbitrarias: &, o, y .

Esta estrategia de uso de la intuicion puede apoyarse en la capacidad de MAPLE para probar si una
| funcién es o no solucion para una determinada ecuacion.
> eqg6:=pdetest (ansatz,TE);




eq6:=-e " (cLDP (/) (ax+PBt)B +CLf(ax+B1) ¥ —2CLD(f) (ax (57)
+Bt)Bk—Cf(ax+PBt)Rk+CD(f)(ax+Pt)RB—GLf(ax+Pt)k

+GLD(f) (ox+Bt)B+RGf(ox+PB1) —DD(f) (ax+PBr) o)

por inspecci'on si hacemos una eleccion inteligente de las constantes, entonces podemos simplificar
apreciablemente esta ecuacion.

R
Sip= B y G= RC tendremos

i JLC L
> beta:=alpha/sqrt(L*C): G:=R*C/L: k:=R/L: ansatz2:=ansatz;
Rt

ansatz2 =V (x,t) =e L f

ax+ 2! ] (58)

Nan

Note que solo nos queda una constante arbitraria. Procedemos entonces a probar si V(x,?) es solucion, o
| mejor, qué necesitamos para que esa forma funcional de V(x,#) sea solucion.
[> pdetest(ansatz2,TE);
0 (39

i bingo ! Tenemos solucion de la ecuacion del telegrafista, una ecuacion diferencial, lineal, de segundo
| orden que describe las variaciones de voltage a lo largo de una linea de trasmision

Ejemplo 5: Volvamos a la ecuacion de difusion para una barra de longitud L=3 y coeficiente de difusion
d=2. El sistema se mantiene a temperatura constante (0 grados) en sus extremos y se le aplica perfil de
temperatura inicial 7'(x,0)= g(x).
> restart: with(plots): d:=2: L:=3:
> pde:=diff(T(x,t),t)=d*diff(T(x,t),x,x);

de = 0 T =2 o T 60
ple= g T) =25 T (60)

| Igual que antes, para la cuerda vibrante, resolvamosla por separacion de variables

> sol:=pdsolve (pde,HINT=X(x)*Y(t), INTEGRATE,build);
2

ct
sohz]an):_cs(ec”)z_cze[7rx+-—Cj(e 1) €2 (61)

c X
-1
€

[ De un solo envion, le hemos propuesto a MAPLE una solucion por separacion, le pedimos que la integre
y, que finalmente nos la presente la solucion armada.

| Sin perder generalidad, podemos imponer particularizamos algunas de las constantes:
> T:=subs({_C3=1, Cl=A, C2=B,_c[l]=-k"2},rhs(sol));
7 \2
_i24\2 2 e ¥1) B
T=(e™") 4e kx+7< )

-k2 x

(62)
€

[ Hemos impuesto C3=1 y renombramos C/ y C2, como A y B respectivamente. Ademas hemos

rebautizado _c, = K




| Acomodando un poco mas
> T2:=simplify(T,symbolic);
T2 = 4 X —2k0) 4 pok(x+2k1) (63)

:Si queremos satisfacer las condiciones de frontera, entonces 7(0,¢) = 0, entonces B= -4, con lo cual
> T3:=evalc(subs(B=-A,T2));

2k .
T3:=214e sin(kx) (64)
[ Tal y como dijimos, en el otro extremo también lo conservamos a 0 grados. Entonces
1 1
A=- 5 I y adicionalmente & := 3" T

> k:=m*Pi/L: T4:=subs(A=1/(2*I),T3);
2 2.2

aﬂln t 1
T4 :=¢ sin(3m1tx) (65)

[ La solucién general tendra la forma

2, 2
2m m i m

T(z,t)=>"_, Cn =g ) sin(—ﬂx)
? m=1 3
En general, para un perfil genérico de temperatura inicila, 7(x,0)=g(x) , tendremos que calcular los
coeficientes como lo hicimos en el caso de la cuerda vibrante. Es decir, a partir de la proyeccion del perfil
a lo largo de las funciones base. Esto es

2n

(1

c = gx) sm[?mnx) x

0
Si suponemos un perfil inicial de temperatura
T(x,0)=5sen(4mx) —3sen(8mx) + 2sen(107x),
| entonces sobreviven Unicamente algunos términos de la serie,
[> T5:=5*eval (T4,m=12)-3*eval (T4,m=24)+2*eval (T4,m=30);

2 2 2
T5:=5¢ 2" BT in(8wx) +2e % “sin(10 T x) (66)

> animate (T5,%x=0..L,t=0..0.025, frames=100, numpoints=500,thickness=2,
labels=[“x","T“]);

sin(4nx) —3e




_8,

Claramente, como conservamos los extremos a 0 grados, vamos enfriando la barra, hasta que alcanza la
temperatura de los extremos.

Consideremos ahora un perfil diferente. Supongamos que la barra inicialmente se encuentra a 25 grados,
| entonces g(x) = 25 y los coeficientes seran
> C[m] :=(2/L)*Int (25*sin(m*Pi*x/L),x=0..L);

2 (1
Cm::? 2551n(3m71:x) X 67)

:Integrando
[> C[m] :=(2/L)*int (25*sin(m*Pi*x/L) ,x=0..L) assuming m::integer;
S50 (-1+(-H)"M)

mT

C =

m

(68)

:con lo cual la temperatura sera descrita por la serie infinita (infinita hasta el t¢émino m=20 :-))
> Temp:=Sum(C[m] *T4,m=1..20);




—§m2n2t
20 50(-1+(-1)")e sin[?mnx)

Temp:= > | - (69)
m=1 mT
jevaluéndola
[> Temp:=value(Temp);
2 50 2
—67131‘ ) 1 -— Tt )
100 e s1n(?nxj 100 e_znztsin(nx) 20¢ s1n(—nx)
Temp = (70)
n 3 n T
82
e " tsin lﬂ',x “18n% s .
100 3 100 e sin(3 7 x)
_|_
7 T 9 T
2 3
e _TCZZsin 1 T e_ ’ n2tsin 13 T
— — X
L 100 3 Y 100 3
11 n 13 T
_378 2
5072 ¢ e " tsin l—nx
N 20 e sin(5 7 x) n 100
3 . 17 .
-TEe o
. 100 [§] SiH(TTEx)
19 n

:ymiréndola
> animate(Temp,x=0..L,t=0..2, frames=50,thickness=2,numpoints=500,
labels=[ le" , IITII] ) ;
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20
T 15

10

X

| Miren que pasa cuando aumento los términos de la expansion de Fourier m=50

[> Temp:=Sum(C[m]*T4,m=1..50); Temp:=value(Temp) : anJ.mate(Tem ’
0..2,frames=100, thlckness 2 ,numpoints=500,labels=["x","T"]
2.2

-— m Tt
50| 50 (-14+(-1)")e ’ sm(%mnx)

Temp = z

m=1 mT

0..L,t=

.
14




25

20

T 15

10

[om=100
[> Temp:=Sum(C[m]*T4,m=1..100) ; Temp:=value (Temp) :animate (Temp,x=0..L,
t=0..2, frames=200,thickness=2,numpoints=500,labels=["x","T"]);
—3m21t2t 1
100 50 (-1+(-1)")e ﬁn[g—nznx)

Temp = ZS

m=1 mT
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[ Obsérvese el fendmeno de Gibbs en los extremos.
(Que pasaria le damos un pulso de calor en algin segmento de la barra ?

| Para ello utilizaremos la distribucion de Heaviside,
> TT:=5;LL:=4;d:=1;

T =5
LL =4
d=1 (71)

> Heaviside(x -L/LL);plot(%,x=0..L);Heaviside(x -(L/LL+d));plot(%,x=
0..L);

.. 3

Heaviside| x — 7




0.8 1

0.6 1

0.4
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.. 7
Heaviside (x —
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0 | 2

X
> Heaviside(x -L/LL)-Heaviside(x -(L/LL+d));plot(3%,x=0..L);

Heaviside (x — ij — Heaviside (x — Zj
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X

g(x) =25 Heaviside [x — ij —25 Heaviside(

x— —

4

25* (Heaviside(x -L/LL)-Heaviside(x -(L/LL+d)));plot(%,x=0..

/)
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:Los nuevos coeficientes seran
[> C[m]:=(2/L)*Int(g(x)*sin(m*Pi*x/L),x=0..L);
2 .. 3 . 7 (1

C =— 25 Heaviside| x — — | — 25 Heaviside| x — — | | sin| - m tx | dx

m- 3 4 4 3

0

:integrando
[> C[m]:=(2/L)*int (g(x)*sin(m*Pi*x/L),x=0..L) assuming m::integer;

1 7
SOcos(Imnj - SOCOS(Ean

mT mTl

C =

m

:con lo cual la temperatura serd descrita por la serie infinita (infinita hasta el t¢émino m=20 :-))
> Temp:=Sum(C[m]*T4,m=1..40);

1 7
40 SOcos(Zmnj SOCOS(—mTC) 2 52

12 g mnr (1 )
sin| —mmx
m=1 mTm mT 3

Temp =

:evaluéndola
> Temp:=value(Temp) ;

(72)

(73)

(74)
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;y mirandola

> animate(Temp,x=0..L,t=0..2, frames=50,thickness=2,numpoints=500,

labels=["x","T"]);
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_Supongamos ahora que calentamos puntualmente el medio de la barra. Para ello utilizamos la distribucion
| delta de Dirac
> Dirac(x-L/2);plot(%,x=0..L);

3
Di - =
mrac (X B j




0.5 1

-0.51

-1-

jIgual que siempre calculamos los coeficientes
[> g(x):=Dirac(x-L/2); C[m]:=(2/L)*Int(g(x)*sin(m*Pi*x/L),x=0..L);

g(x) = Dirac (x - %)

2 (. 3y . (1
C = 3 Dlrac(x— Ej sm(? m Ttx) dx (76)
70
> C[m]:=(2/L)*int(g(x)*sin(m*Pi*x/L),x=0..L) assuming m::integer;
2 (1
C = ?sm(jmn) 77
[> Temp:=Sum(C[m]*T4,m=1..50);
50 I )
2 1 gmm r 1
Temp = —sinf —mm|e sin| — mmx (78)
m=13 2 3

> Temp:=value (Temp) ;

(79)



2 - (49 2 2
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3 3 3
2738 o 3362 5
2 "9 ™t (37 2 "9 ™t (4l
+?e s1n(Tnxj+?e sm(Tnx)
2 2 2 S5l (13 2 R g
-I-?e_“orE tsin(lSnx)-l-?e ’ sin(Tnxj—l-?e ’ sin[TTcx)
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1922 5 2450 2
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2 g™t (7 2 T ™t 11 2 _s0x2: .
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> animate (Temp,x=0..L,t=0..2, frames=100, thickness=2, numpoints=500,
labels:[ lell , llTII] ) ;

(79)
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Ejemplo 6: Ahora vamos a considerar el caso bidimensional.

> restart: with(plots):

El problema ser4 calcular el potencial (;eléctrico?) en una region (x > 0, 0 <y < a) sin cargas eléctricas,
con las siguientes condiciones de frontera

*) V(0.y)=V0

) V(x,0)0=0 y V(x,a)=0

| La ecuacion de Laplace es
> pde:=diff(V(x,y),x,x)+d%ff(V(x,y),yéy)=0;

pde = 2 v(x,y) + 2 V(%) =0 (80)
0x ay

;Iguale que los casos anteriores, le pedimos a MAPLE todo
> sol:=pdsolve (pde,HINT=X(x)*Y(y), INTEGRATE,build);

K C3 si C2
sol =V(x,y)=_C3 sin( [ y) Cl e/_lx—l- - sm(?” - (81)

€




+_C4cos(\/_7y) CI e/?x_k —C4COS<\/IJ;) 2
1 /:x

€

Como siempre (ya ahora mas) nos sobran varias constantes que debemos ajustar con las condiciones de

frontera. Otra vez, renombramos la constante _c,

[> sol:=simplify(subs(sqrt(_c[1])=k,rhs(sol)));
sol = (_C3sin(ky) CIe* + C4cos(ky) CIe* + C3sin(ky) C2 (82)

+ C4cos(ky) C2) e ke

[ si tenemos V(x,0)= 0 tenemos que anular los términos

cos (ky). Adicionalmente, como V' (x, a) = 0 tendremos que los términos sin(ky) = 0, con cual k= nr
a
[> sol2:=subs({cos (k*y)=0,exp(2*k*x)=0,k=n*Pi/a},sol);
nmx
: T )
sol2 = C3 sm( LD 4 ] (2e © (83)
;Acomodando
> sol3:=A*op(2,s0l2)*op(4,s0l2);
nmx
sol3 :=Asin[nny]e “ (84)
a
:Los coeficientes se pueden calcular haciendo x=0y utilizando la ortogonalidad de las funciones seno
[> A:=(2/a)*int (VO*sin(n*Pi*y/a),y=0..a) assuming n::integer;
210 ((-1)"—1
4= - ((-1) ) (85)
T n
:y la serie la cortamos (modestamente) en 100 términos
[> a:=1: V0:=2: V:=sum(sol3,n=1..100);
po 8 sin(93my)e™™ 8 sin(95my)e ™ 8 sin(97my) e’ (36)

3 TT 95 TC 97 T

L8 sin(9my) ™™ 8 sin(87my)e ™ 8 sin(89my) e

99 u 87 - 89 5

L8 sin(Olmy) e ™ 8 sin(79my)e "™ 8 sin(8lmy)e ™
91 1 79 - 81 1

L8 sin(83my)e ™™ 8 sin(85my)e ™™ 8 sin(T3my)e "™
83 B 85 - 73 5

8 sin(75my)e 0T 8 sin(77my)e ™ 8 sin(65my)e "
75 T 77 T 65 T




ji_sm(67ny)e_mnx +.Ei_sm(69ny)e*”nx +.£i_sm(7lny)eqlnx
67 . 69 T 71 n
8 sin(57my) e L 8 sin(59my) e 20 mx . 8 sin(6lmy) e Olmx
57 T 59 n 61 n
8 sin(63ny)e ™ 8 sin(49my)e ™ 8 sin(Slmy) et
63 n 49 n 51 T
8 sin(53my)e ™ 8 sin(SSmy)e ™ 8 sin(43my) e
53 . 55 T 43 .
8 sin(45my) e Y _’_i sin(47my) e ¥ N 8 sin(35my) e MY
45 n 47 T 35 .
8 sin(37my) e L 8 sin(39my) e 30m L 8 sin(4lmy) e M
37 T 39 T 41 T
8 sin(29my) e L 8 sin(31my) e lmx L 8 sin(33my) e 3T
29 T 31 TT 33 I
8 sin(21my) e 21mx _'_i sin(23my) e 2 _I_i sin(25my) e 2
21 T 23 T 25 T
8 sin(27ny)e ™™™ 8 sin(15my)e ™8 sin(17my)e
27 T 15 T 17 T

L 8 sin(19my) e’ 8 sin(9my) e’ L 8 sin(llmy) e tme
19 T 9 T 11 T

N 8 sin(13my) e MY N 8sin(my)e ™" N 8 sin(3my) e 3T
13 n T 3 T

+_fi sin(5my) e ™" 8 sin(7my) e ™"
5 T 7 i

:graﬁcando, obtendremos

> contourplot(V,x=0..2,y=0..a,contours=[seq(i*V0/10,i=1..9)
thickness=2,grid=[50,50]);

1,



0 01 02 03 04 05 06 07 08

| si hacemos un gréfico tridimensional

> contourplot3d(Vv,x=0..1,y=0..a,contours=[seq(i*vV0/10,i=1..9)],grid=
[60,60],shading=zhue, filled=true,axes=boxed,tickmarks=[2,2,2]);




jemplo 7: ;Una cama eléstica?
> restart: with(plots): F:=v->diff(u(x,y,t),v,v):
> pde:=F(x)+F(y)=F(t)/c"2;

62
— u(x, v, t
22 52 o7 (X, , 1)
pde = —u(x,y,t) + —5 u(x,y,1)= 3 87)
ox ay c
> sol:=pdsolve (pde, HINT=X(x)*Y(y)*T(t));
sol = (u(x,y,t)=X(x) Y(y) T(t)) &where [((11_12 I(t)=_c, T(1) <+ _c, T(1) &, (88)
d’ d’
gX(X) =4 X(x), ? Y(y) =6 Y(y)}

Como se puede apreciar esta ecuacion depende de dos variables espaciales y un temporal.

| Aligual que en los casos anteriores, le pedimos a MAPLE que la resuelva
> sol:=pdsolve (pde,HINT=X(x)*Y(y)*T(t), INTEGRATE,build);




Sok=zdxxmt)=e/t€;ye - X_C5_C3_C7sh%c /_—Q,_-ﬁzt)
+e/7;}e/77}_£5_CS_CQam<c/—_c-— c O

1 -2

eEy C5 C4 CI sin(c [ ¢, — ¢ t)

+
c X
e 1
e/sz_C5_C4_C2 cos<c [ ¢ — ¢ t)
+
cC X
e -1
e‘/?x_C6_C3 CI sin(c [- ¢, — ¢ t)
+
(& —cz g
e/Tlx_Cé_C3 2 cos<c [ ¢ — ¢ t)
+
€ _C2 g
) C6 C4 CI sin(c [ ¢ — ¢ t) . C6 C4 C2 cos(c [~ ¢, — ¢ t)

| _c c. X
_2y -4
€ €

suplicamos una simplificacion
> ul:=simplify(subs({_c[l]=-alpha”2, c[2]=-beta”2},rhs(sol)),
symbolic);

| _c [_c x
_2y -
€ €

c

4—_C5_C3_C2cos(
+ 5 ¢4 Clsin(efod +p7 ) @B

-%_C5_C4_C2am(c a2+-52;)e‘”“x—ﬁﬂ
(

+ 6 3 Crsinlef o + B 1) e (@x =B

(89)

90)



+ 6 et Crooslefad + 7 1) @t B

_y algo ganamos.

| Como la velocidad inicial es cero tenemos que eliminar los términos en seno
> u2:=remove (has,ul,sin);

u2:= _C5 C3 C2cos (c m ;) ol (ox + By)
+ 05 et C2eos(e ol + B 1) M loxBY)
+ 6 3 C2eos(c ol + B 1) el @B
+ 6 4 Croosc o+ p7 )T Ox B

| covertimos en funciones trigonométrica a ver si se ve mejor
> u3:=expand(convert(u2,trig));

3= 5 €3 C2cos(cfof + B t) cos(ox) cos(By)
_ 5 3 C2oosle ok + B t) sin(oux) sin(B y)
41 .06 3 C2oos(efof + B ¢) sin(ox) cos(B y)
—1 .06 ¢3 C2eos(efod + B ¢) cos(ox) sin(By)
+ 05 4 C2oos e o + B 1) cos(ox) cos(B y)
+ 5 4 Cooosle o + B ¢) sin(oux) sin(B y)
41 .05 €3 C2ooslefof + B ¢) cos(ox) sin(By)
—1 .06 ¢4 C2eos(eof + B ¢) sin(ox) cos(B y)
+ 6 3 C2oosle o + B 1) cos(ox) cos(B y)
+ 6 3 C2oosle ok + B ) sin(oux) sin(B y)
_1.¢5 ¢4 C2ooseJof + B ¢) sin(ox) cos(B y)
41 .05 3 C2ooslefof + B ¢) sin(ox) cos(B y)
+ 6 4 C2oos e o + B 1) cos(ax) cos(B y)
_ 6 4 C2ooslef ok + B ) sin(ox) sin(B y)
—1 .06 ¢4 C2eos(efof + B ¢) cos(ox) sin(By)

o1

92)



+1 C5 C4 C2 cos(c\/ o + Bz t) cos (o x) sin(P y)

_Imponemos las condiciones de frontera en la cual los extremos estan fijos. Para ello u(0,y,8)=u(x,0,1)=0
T T
Entonces cos(By) =0 ;cos(ox) =0 ; o= mT  B= nT

> ué:=factor (subs ({cos (beta*y)=0,cos (alpha*x)=0,alpha=m*Pi/b,beta=n*
Pi/b},u3));

b2 b b

> u5:=B[m,n] *select (has,u4, {sin,cos});

7, 2
u5=~B cos[cn / motn t] sin[m—m)sin(nny] 94)
m, n b2 b b

:Si la deformacion inicial de la superficie se modela como
> f:=A*x"2*y* (b-x)*(b-y)"3;

2 3
J=Ax"y (b—x) (b—y) (95)
:los coeficientes se calculan a partir de las relaciones de ortogonalidad.

> B[m,n]:=(2/b)"2*int (int (f*sin(m*Pi*x/b)*sin(n*Pi*y/b),x=0..b),y=0..
b) assuming m::integer,n::integer;

AR () AT 8 (1) T A (D) 8 (-1)" T —4)

7 2
ud = —cos[cn m_tn t] sin( mrx ] sin[m] _C2(_C5—_C6) (LC3—_C4) (93

Bn= TR (96)
m’ T n

:y se procede con una doble sumatoria

> Sum(Sum(u5,m=1..N),n=1..N);

N ( N |

m_2 2 n

Do e a2 () R P 8 (1) T A (1) 8 ©7)
n=1|m=1 m31'c nS

m+ 1 m* + n* . [mmx ) . (nmy
-1) —4)cos cT b—zt sin| —— | sin| —

:Con lo cual se construye la funcion solucion como
> G:=N->sum(sum(u5,m=1..N),n=1..N);

N N
G=N—> [ u5] (98)
m=1

n=1

hacemos la suma hasta 10 términos
> A:=1/5: b:=2: c:=1: N:=10: u:=G(N);

2 1 (1 (9
2048 (—8115 +8)cos(5ﬂ:\/4l ﬁt)sm(?nxjsm[?nyj
8

98415

IL< [

99)
T




2 1 . (9
256 (243 1 —24)cos[zn\/85 \/thsm(nx)sm(jny]

98415 -
9
2048 < 8l m +8) cos(—n\/45 \/_t) sm( )sm[?ﬂ:y)
2657205 _
10 (24311; —24)c0s[—n\/97 J4t )sm (2mx) sin[%ny)
98415 _
2 1 . (5 (9
2048 (—817: +8)cos(5n\/53 ﬁt]sm(znxjsm[?nyj
12301875 -
1
s (243 n —24) cos[znw/lﬂ ﬁt) sin(3 7 x) sin[%ny)
2657205 _
(9
2048 ( 8l +8)cos(—n\/65 \/— )sm(—nxj s1n[?ny)
33756345 _
9
4 (24371;2—24) cos[ T/ 145 \/—t) sin(4 7 x) sm[ > Tty)
98415 -
2 1 (9 (9
2043 <—8115 +8)cos(5n\/81 \/71,‘) sm(?nx) sm[2 Tr,y)
71744535 _
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> animate(plot3d, [u,x=0..b,y=0..b],t=0..50, frames=500, axes=boxed,
shading=zhue, tickmarks=[3,3,3]);

t=50.000




