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0.1. Motivaciéon y Origen

En Ciencias, una de las formas de modelar fenémenos fisicos es mediante su caracterizacion a través de
una funcién matemética, digamos G = G (z,y, z; t). Desde los albores de la actividad cientifica contempordnea
es imperioso describir los fenémenos fisicos en el lenguaje de las matemdticas. Una las formas (la ideal) para
modelar los cambios de esta funcién, G (z,y, z;t), que depende de la posicién y del tiempo, es a través
de una ecuacién en la cual estdn involucradas la funcién, G (z,y, z;t) y sus derivadas. A esa ecuacién la
llamaremos Fcuacion Diferencial. Existe toda una “fauna” de ecuaciones diferenciales y hoy disponemos de
un importante arsenal de técnicas, métodos y herramientas para encontrar la funcién G (z,y, z;t), la cual
serd nuestra funcion incégnita. Este curso trata, parcialmente, de mostrar parte de esta fauna y de indicarles
métodos para resolver un tipo particular de ecuaciones diferenciales: las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Empecemos por recordar que desde siempre hemos tratado, la mayor de las veces sin saberlo o sin
explicitarlo, con este tipo de ecuaciones en donde la incégnita no es un nimero sino un conjunto de ntimeros:
una funcién.

El caso méas emblemético lo constituye el conjunto de “férmulas” que aprendimos en nuestra mas tierna
infancia intelectual cuando estudidbamos bachillerato o, més recientemente, en los primeros cursos de Fisica
General de la Universidad. En aquellos entonces describiamos el movimiento de particulas en una dimension,

a través de dos ecuaciones: )

t
Vi=Vo+at y d=Vt+ag 1)

de memoria repetiamos que V; representaba la velocidad final, Vg la velocidad inicial, a la aceleracién, ¢
el tiempo transcurrido y d la distancia recorrida en ese tiempo. El problema consistia en encontrar, para
un sinfin de situaciones fisicas, primeramente el valor de la aceleracién del mévil y a partir de las Leyes de
Newton, luego conociendo la velocidad y la posicién inicial, encontrdbamos la posicién, d, y la velocidad, Vy
en todo instante de tiempo. Asi, mediante diagramas de cuerpo libre y la utilizacién de las leyes de Newton,
encontrdbamos el valor de la aceleracién y las “formulitas” (1) resolviamos el problema.

Vi=VWVo+at
Fea:
E Fepr=moa éazL 2 (2)
m t
d:V()t—i—aE

Lo ma&s probable es que nuestros profesores nos repitieran hasta el cansancio que la sumatoria de fuerzas
externas Y F.,; era constante, y lo més seguro que nosotros en aquellos momentos no comprendiéramos
la trascendencia de esa suposicién. El caso més representativo era el del movimiento de un cuerpo bajo la
accion de un campo gravitatorio, mas atun: caida libre.

Vf:VO—gt
—mg=ma =a=-—g = 2 (3)
t

Lo que esta detras de este “cuento” que nos inicié en el estudio de la Fisica y a muchos de nosotros nos sedujo
para seguir estudiando y aprendiendo a tratar de describir la naturaleza, es, efectivamente, la utilizacion de
las Leyes de Newton para modelar el fenémeno del movimiento. De este modo

vy =30y
ZF =ma= mde(t) = de(t) = a (4)
ext = T Az T at /2
z(t) = Vot + @

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 4



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias BORRADOR PRELIMINAR

Si la sumatoria de fuerzas externas es una contante tendremos que

Vit)=[dta=ta+Cy

F,
d‘(/iiit) =a= % = constante = 52 (5)
z(t)= [dt (ta+Cs) = 5 a+ Cot + Oy
Claramente al identificar
CQZV(t:O):VO y 01:$(t:0):$0:0 (6)

reobtenemos nuestras “formulitas” ancestrales. Es importante senalar que

v dz(t)
a v at

=ta+ Co (7)

constituyen ecuaciones diferenciales donde las funciones incégnitas son la velocidad, V' (t), y la posicién, z(t),
respectivamente. Ambas funciones se encontraban dentro de un signo de derivada y fueron “despejadas”
mediante un proceso de integracion.

La descripcién del movimiento de particulas es més rica y compleja. El movimiento de una gran cantidad
de particulas puede ser simulado a través de una ecuacién diferencial del tipo

3 Fow (F(t) V() = T;Q o mddigt) _ md‘gf) @

El caracter vectorial implica tres ecuaciones diferenciales, una por cada dimensién del movimiento, vale decir:
d2x(t dV,(t
IR

5 Fe (70, 0

az "

= (L. dr(t) . L, dit) d2y(t) dv,(t)
ZFext<r(t)a ,t)zma:> Zngt<T(t),(ﬁyt TGy =mT e T M (th

R N ) d2z(t) v, (t)
ZFext<T(t)7dt;t>:maz:m ae =m T

Ademis del carécter vectorial de la ecuacién, las componentes de la fuerza pueden dejar de ser constantes y
depender de no sélo del tiempo, sino del vector posicién, del vector velocidad o, de ambas simultdneamente. En
este caso nuestras “formulitas” dejan de ser vélidas en general y debemos integrar las ecuaciones diferenciales
para obtener la trayectoria de la particula 7 (¢), conocidas: la masa, m, la expresién de la sumatoria de fuerzas
externasy F.uy, la posicion y la velocidad inicial (7 (tg) = 7 y V (to) = Vp). Este problema se conoce como
el problema de condiciones iniciales y es, como hemos dicho antes, la razén de este curso. Antes, intentaré
mostrar como ese conocimiento del movimiento bajo accidon de una resultante de fuerzas constante, es decir
el movimiento de una particula con aceleracién constante puede resultar muy ttil para resolver, de forma

- - dr(t
aproximada, el caso mds general que hemos mencionado: Fiotai = D Feat (F (t), d(t);t) . Veamos con

detenimiento que significan estas afirmaciones.
Es claro el tiempo de evolucion esta comprendido entre el tiempo inicial y el tiempo final, tg <t < tfinai.
Supongamos que dividimos ese intervalo de tiempo en N subintervalos

[tos tfinat] = [to,t1] U [t1,t2) U [ta, t3] U -+ U [ts, tig1] U+ Utn—2,tn—1] U [tN—1,tN = tfinai] 9)
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Empuje

Friccion
Peso

Figura 1: Diagrama de Cuerpo Libre de una esfera de corcho que emerge desde el fondo de un tanque de
agua.

de tal modo que en cada uno de esos N subintervalos la aceleracion es constante. En estas situacién, nuestras

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 6
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“formulitas” son vilidas. Esto es

to, 11 Fegt (do, Vo5t
[li | V(t) = Vi = Vo + = t(mo GLONIREIN
V(to) =Vo = ) (10)
L > Feat (do, Vos to) [t1 — to
d(to) = do d(t) =di =Voltr —to] + m 2
t1,to Fege (di, Va5t
[“} ngVl—f—Z t(ml 1 1)[t2—t1]
Vit)) =W = ) (11)
B Y Fewt (di, Visty) [t2 — 1]
d(t) = dy dy =di+Vifta —ta] + - 5
tiyt; Feot (di, Vist;
[ lﬁﬂ Vipr=Vi+ 2 tfn ) [tiv1 —ti]
V) =V b 2 (12)
_ Y Fewi (di, Visty) [tiyr — t]
d(t) = d; diy1 =di + Vi [ti1 — ti] + - B
tN, ,lfN Fez dn_ ,V — ;t —
[ iIL ] VN:VN—1+Z t(N71nN1 Nl)[tN—th]
V(tN_1) =VN_1 = )
B Yo Fewt (AN—1,VN_15tN—1) [IN — tNn—1]
d(ty—1) = dn dy =dn-1+ VN1 [ty —tna] + - 5

(13)

Notese que las posiciones y velocidades finales para cada intervalo, son las posiciones y velocidades iniciales
para el intervalo siguiente y que el valor de la aceleracion, que es variable, se toma como constante e igual
al valor que tiene en el comienzo del intervalo.

Para analizar este caso consideremos el caso de una esfera de corcho, con Radio R y masa M que se
suelta desde el fondo de un tanque de agua de profundidad h. Queremos conocer con que velocidad llega la
esfera a la superficie.

El diagrama de cuerpo libre se puede observar en la figura 1 y la ecuaciéon de Newton para este caso se

expresa como
av(#)

- dr(t
ZFemt 7(t), T();t =ma = —mg — KnV (t) + msg = m———= (14)
dt dt
En la cual hemos identificado
peso = —mg
Friccion = —KnV (t) (15)

Empuje = mysg
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Como aprendimos también hace algin tiempo el empuje o fuerza de Arquimides es igual al peso del fluido
desalojado por el cuerpo. Por ello aparece m; que representa la masa del fluido. Para el caso en el cual el
fluido no es viscoso, es decir, no hay friccién con el fluido, la ecuacién se reduce a

Zﬁewt <F(t) ) dg(tt);t> =ma = —mg+msg = ma (16)

en la cual claramente la aceleracion es constante e igual a

azg(?{—l)zg(pf—1>:cte (17)

Pe

donde hemos indentificado p¢ la densidad del fluido y p. la densidad del cuerpo.
Para encontrar la velocidad con la cual llega a la superficie, encontramos primero el tiempo que tarda en
subir y luego evaluamos la velocidad en ese tiempo. Esto es

P t? hpc
h:g(—1>:>t=2 S — 18
Pe 2 29 (py = pe) (18)
(19)
Ps hpe
Vtina :g(_1>2 20
final . 29 (ps — pe) (20)

En el caso general, descrito por la ecuacién (14), procedemos del mismo modo: encontramos el tiempo
en el cual llega la superficie y luego evaluamos la expresién para la velocidad para ese tiempo. Fijense
que la estrategia para resolver el problema fisico es la misma, s6lo que tendremos que disponer de un
arsenal adicional de herramientas y técnicas para “despejar” la funcién velocidad. Aprenderemos a resolver
ecuaciones diferenciales de la misma manera que antes resolviamos ecuaciones algebraicas. En este caso la
solucién exacta para la expresién de la velocidad es

tK
mgKnV(t)erfgm(ﬂ;Et)iV(t)W 6777771 (21)
Con lo cual
M:V(t):w e_tKWn_l (22)
dt Kn
y la funcién posicién surge de integrar la ecuacion diferencial
tKn

Y (t) = —W me m +tKn—m (23)

desafortunadamente la no se puede despejar el tiempo de manera exacta por cuanto la ecuacion

( L Knt
mi{im —m -
g K22 Lle m -1+ nz =h (24)

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 8
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es una ecuacién trascendente y debe ser resuelta numéricamente. Haciendo algunas sustituciones simplifica-
doras

4 4
my=SmEp RS m=ompRY pr=Ep pe=¢p y K=67R (25)

Donde € y ¢ representan las densidades relativas del fluido y del cuerpo respecto al agua (de densidad p ),
respectivamente. Seguidamente sustituimos los valores numéricos

g=98 R=002 p=10% ¢=1; ¢$=08 Vy=0; n=1002x10"3 (26)
la ecuacién (24) nos queda para h = 10, mts
10 = 12339,72755 (1 — exp(—0,01409062500¢)) — 173,8744736¢ (27)
y se obtiene ttinq = 2,876443096 sg. con el cual se evalia la ecuacién para la velocidad
V (t) = 173,8744730 (1 — exp(—0,01409062500t)) = Vfina = 6,9063798 m/s (28)

En la siguiente tabla se implementan las ecuaciones (10) a (13) habida cuenta de las simplificaciones (25) y
los valores numéricos (26) para h = 1/10 ~ [t;11 — t]

ti (s) Vi (m/s) i (m) V(t) (m/s) d(t) (m)
0.100  0.2449999997  0.01224999998 0.2448275 0.01225
0.200 0.4896547791 0.04898273892 0.4893102 0.04895
0.300 0.7339648246 0.11016371910 0.7334487 0.11009
0.400 0.9779306220 0.19575849150 0.9772434 0.19563
0.500  1.221552656 0.30573265540 1.2206949 0.30553
0.600  1.464831412 0.44005185880 1.4638035 0.43976
0.700  1.707767373 0.59868179800 1.7065698 0.59828
0.800  1.950361022  0.7815882177 1.9489943 0.78106
0.900  2.192612841  0.9887369109 2.1910775 0.98807
1.000  2.434523312 1.220093719 2.4328198 1.21926
1.100  2.676092916 1.475624530 2.6742217 1.47462
1.200  2.917322134 1.755295283 2.9152836 1.75410
1.300  3.158211444 2.059071962 3.1560062 2.05767
1.400  3.398761326 2.386920600 3.3963898 2.38529

V; v d; representan la velocidad y la posicién aproximada, tal y como se expresan en las ecuaciones (10)
a (13). Mientras que V (¢) y d (t) ilustran los valores de la velocidad y la posicién exactas, calculadas a partir
de las ecuaciones (22) y (23). Es clara que la aproximacién es buena hasta la primera cifra decimal.

0.2.
0.2.1.

Thomas Robert Malthus! fue uno de los primeros en darse cuenta queN la poblacién crece como una razén
geométrica mientras que los medios de subsistencias crecen de manera aritmética. Esta afirmacién plasmada
en su Ensayo sobre el Principio de Poblaciones, el cual inspir6 a Darwin en la formulacién de principio
de seleccién natural. Malthus, muy religioso y creyente pensaba que esa diferencia en el crecimiento de la

Empezando por el principio

Ejemplos de Algunas ecuaciones diferenciales

IEn honor al economista politico inglés Thomas Robert Malthus (1766-1834).

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 9
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poblacién y las necesidades que ellas generaban, erdn de procedencia divina y que forzaria a la humanidad
a ser mas laboriosa e ingeniosa para lograr los medios de subsistencia. Darwin, no tan religioso, lo formuld
como una situacién natural presente en todas las especies.

d
Ley de Malthus/Decaimiento Radioactivo %y(x) =ky(x) «—ylt)=yoe"" cony0)=yo (29)

Para k > 0 la poblacién crece y para k < 0 tenemos una situacion de decaimiento: la poblacién decrece con
el tiempo. Este concepto se utiliza los procesos de decaimiento radiactivo.

La ecuacién logistica o Ley de Verhulst? se utiliza para describir el crecimiento de la poblacién de una
manera mas precisa que la Ley de Malthus. Esta ecuacién toma en cuenta le decrecimiento de la poblacién
con el término —y?

k yo
a yo+ (k—ayg) ekt

/

Yy =(k—ay) y=ky—ay® <+ y(t)=

La Ley de Enfriamiento de Newton que expresa que la tasa de cambio de la temperatura respecto al
tiempo es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio ambiente.

dr
T KT -T,) «T=(To—"Ty)e""+T, conT(0)="T,

La Ley de Torricelli la cual establece que (para un tanque cilindrico) la tasa de cambio respecto al tiempo
del la profundidad del agua en un tanque es proporcional a su raiz cuadrada

Tt e =(5t+007)

0.2.2. De Ecuaciones y Ecuaciones Diferenciales

1. Al igual que desde nuestra més tierna infancia consideramos una ecuacién algebriica como aquella que
se cumplia para ciertos valores de z = zg, llamaremos ahora una ecuacién diferencial aquella que se
cumple para ciertas funciones i.e.

2 —dr+4=0 <x9=2

df@) o .
S @) =0 fla) =

x

Es decir si f(z) es una funcién continua en un intervalo a < x < b, llamaremos una ecuacidn diferencial
ordinaria a una expresién que involucre x, f(z) y derivadas de f(z). Utilizaremos para tal efectos varias
notaciones, equivalentes que se justifican por la larga tradiciéon en esto

d*f(x) df(z)
dx? +9(z) dz

2.
3.

Se llaman ordinarias porque involucran funciones de una sola variable y derivadas respecto a ella. Otras
ecuaciones diferenciales del tipo
0%¢(z,y) 9¢(z,y)

“oudy T g(@) == = ad®(x.y) =p(y)  ©  bay(@) + g(2)Pay(z) — ad®(zy) = p(y)

Las llamaremos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales o, simplemente ecuaciones diferenciales par-
ciales, porque contienen funciones (y derivadas) de varias variables.

2Pierre Frangois Verhulst 1804 - 1849 Matemdtico Belga con sus mds importantes comtribuciones en estadistica de-
mografica

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 10
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0.2.3. Fauna y Nomenclatura de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Orden y linealidad

Una ecuacién diferencial Flz,y(z),y' (z),y" (z),y" (x),- -,y (x)] = 0 serd lineal si sélo parecen funcio-
nes lineales de y(x) y sus derivadas.

Af (@) /() + f(z )df( ?) —af?(x) = k(z) no lineal o alineal
dz  da?
() +g@)f'(z) —af(z) = k(xz) lineal

El orden de la derivada mayor define el orden de la ecuacién diferencial del tipo

Fla,y(@),y'(@),y" (@), y" (@), 9" (2)] = 0

\
2f(x x
..+a2(x)ddl;(2 ) +a1(x)%(m) +ap(@)f(z) =g(z) & Y, ak(x)w = g(x)

serd de orden n

Una ecuacién diferencial F(x,y(z),y'(x),y" (x), 3" (x),--- , 4™ (z),) = 0 serd homogénea (inhomogénea)
si NO contiene términos independientes en f(z)
d? d
dj;gx) (x) ];SU) —af(x) = k(z) lineal inhomogénea

f'(x) +g(2)f'(z) — af (z)

0 lineal homogénea

Soluciones Explicitas e Implicitas

Hay de todo en la vina de las soluciones. Las soluciones heredan su nombre del tipo de funcién que las
representa, asi tendremos solucidnes explicitas cuando las funciones sean soluciones y sean explicitas. Esto
es

d?y(t)

2 v +4 et y(t) =e'Cy + e POy + 2 tet

y también
y =(x+y)? <+yt)=tan(t—Cy)—t cont—C;# g

Las soluciones seran implicitas si son representadas por funciones de esa estirpe

—  Jor _ 2
z_ 7\2/5257% con —b<xr<bH

Se tiene que seleccionar una rama de la funcién raiz. Igualmente sera solucién implicita

yy +x=0 <—f(w,y)=w2+y(w)2—25=0=>{

WP (x) —2) y'(2) —y(2) +2* =0« f(z,y) =2° +y°(2) — 3zy(x) =0
y esta segunda no es tan facil de descubrir como solucién. Para comprobarla derivamos la solucién

d(f(z,y)) _ d (= +y*(@) - 3zy(x))
dz dz

dy(z) dy(x)
= 2 2 — — =
=0= 32"+ 3y“(x) 1o 3y(x) — 3z 1o 0
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Figura 2: Gréfica de la funcién implicita f(z,y) = 23 + y*(x) — 3zy(z) =0

simplificando y agrupando tendremos la solucién. Otra vez, la funcién la funcién no es univaluada. Al
graficarla (ver Figura 2) nos damos cuenta que tenemos tres varias soluciones de funciones univaluadas unas
continuas y otras no. La funcién es univaluada fuera del 16bulo. Esto es para x < 0 Az > 23. Con lo cual
tendremos que seleccionar, dentro del 16bulo, cual de las partes univaluada corresponde la solucién.

Soluciones Generales y Particulares
Veamos las siguientes ecuaciones y soluciones

y=e" « ylx)=e"+0C1
1

y'=e" — ylo)=e" + G+ G
y" =€t y(x) =e% + 03132 + Cox + Cy

Cada una de las soluciones representan familias de soluciones, una para cada constante. Este tipo de soluciones
las denominaremos soluciones generales. Es decir, llamaremos solucién general de una ecuacién diferencial
aquella que queda indeterminada por un conjunto de constantes {Cy + Cy + C5 + --- C,, }. En contraste,
cuando particularizamos los valores de las constantes C5, C, C tendremos una solucién particular par cada
una de las ecuaciones. Adicionalmente, cuando nos referimos las ecuaciones no lineales el concepto de solucién
particular varia. Soluciones particulares en este tipo de ecuaciones seran aquellas que se cumplen para rangos
(o puntos) muy particulares. Vale decir

(¥)+y>=0

(4 + 7 =0
Tamibién en este caso llamaremos a este tipo de soluciones, particulares. De igual modo puede darse casos
para los cuales no exista soluciéon en un determinado intervalo.

lv'|* +1=0
[y 1 =0

} < y =0 Tnica solucién

} no tienen solucién
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Ecuaciones de la forma

y(z) = In(z) + Cy para z > 0
zy' =1 para —1<z<0A0<z<1l =y =hlz|+C=
y(z) =In(—x) + Cy para z <0

Tienen soluciones particulares para intervalos de la variables x. Del mismo modo
W = ~29)=0 = (y(z) - Cie”) (y(z) — C26*) =0

tendrd dos soluciones particulares.

Familia de soluciones n—paramétricas
Si y(z) = f(x,Cq,Cs,---Cy) es solucién de una ecuacién diferencial
Flay(z),y' (@),y" (@), .y (@) =0 = ylx) = f(2,01,Ca,- - Cy)
para n constantes {C1,Cs, Cs, - - - C,,} arbitrarias. Entonces diremos que
y(z) = f(x,C1,Co,---C,) es una familia n paramétrica de soluciones

Existe una diferencia entre una solucién general de una ecuacién y una solucién n—paramétrica. La solu-
cién general tiene que contener todas las soluciones una ecuacién diferencial determinada. Una solucién
n—paramétrica no necesariamente. Veamos

y(x) = Cx + C?
y=ay' +(y)? = 2
y(z) = 4

Uno llega a estar tentado de llamar solucién general a la solucién 1—paramétrica y(x) = Cx + C?. Sin
embargo, deja por fuera otra solucién que no tiene que ver con un valor particular de las constantes C.
Otro ejemplo, lo constituye
3 C? . 1 .
: =Sy)=—s Vo Pero también y(z) = ————5 es solucién, pero y(z) # 0
(Cz+1) ( T+ é«)

! —

Yy =2y

Una solucién n—paramétrica se denominard solucién general si contiene todas las soluciones de una de-
terminada ecuacién diferencial.En el caso de ecuaciones diferenciales lineales, las soluciones n—paramétricas
contituyen las soliciones generales a las ecuaciones diferenciales.

Solucién particular, valores iniciales vs valores de contorno

Dependiendo de la situacién fisica que estemos modelando quizd podamos determinar las constantes
arbitrarias de una familia n—paramétrica con informacién para un tnico punto x = zy. Esto es

Flo,y(x), v (x),y" (x),-- ,y™(2)] =0 = y(z)= f(z,C1,Cy,---Cp)
4

y(xo) =Cr=c1 Y (x0) =>Ca=co--- y" Haxog) = Ch=cy

U
y(I') = f(x’claCQa o 'Cn)
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En este caso diremos que tendremos problema de valores iniciales, ya que determinamos las constantes
arbitrarias a partir de la informacién de la funcién y sus derivadas en un solo punto. Si consideramos

= 1
y" +w?y =0 con { z,(?())) :01 } = y(z) = —senws

Si por el contrario, para determinar el valor de las constantes arbitrarias disponemos de informacion de
la funcién y sus derivadas en dos o mas puntos, diremos que tendremos un problema de contorno. Esto es

"+ Wy =0 cony(0)=y(1)=0 = y(z)=sennrwxr

Noétese que también pudimos haber tenido informacién del tipo y(0) = yo, ¥’ (1) = y1; ¥’ (0) = y{, v’ (1) = v}
0 y'(0) = yo,y(1) = 9} y para cada uno de estos caso tendremos una solucién distinta.

Demostraremos que los problemas de valores iniciales para ecuaciones diferenciales lineales siempre tienen
solucién particular (siempre se pueden determinar las constantes a partir de la informacién de la funcién y
las derivadas en UN punto). No asf los problemas de valores de contorno.

0.2.4. Meétodos elementales de integracion

Para comenzar expondremos unos métodos de integracioén, los cuales si bien son elementales y casi triviales
para este caso, seran utilizados en lo que sigue, con bastante frecuencia.

Integracién directa

La integracién directa tiene varias variantes las cuales nos hemos tropezado en varias situaciones de
modelaje y que nos han permitido integrar (intuitivamente) ecuaciénes diferenciales. La més directa de

todas ha sido d
%:f(m):/dy )= [ do 1@ = vla) = [ do f@)+

por lo cual, al integrar (analitica o numéricamente) tendremos la expresién para la funcién y(z).
La integracion directa fue la estrategia que ut1hzamos arriba para encontrar las formulitas que nos
aprendimos en bachillerato. Esto es

(t)=[dta=ta+Cs
Yo Feme dV(P)

= T = a = constante = 2
m
t)=[dt (ta+(}2)=5a,+cgt+(}1

en la cual al recordar las condiciones iniciales
V(O) =W=0C = V(t) =W +at
tQ
z0)=20=C1 = z(t) =$o+Vot+a5
La primera variante en la estrategia de integracién directa es

dy(z)
dx

= Ay _ T T)) =2
— ) > f(y)—/d = Fly@) =5+ C
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Figura 3: Familia de soluciones 1—paramétrica para a = % En particular han sido tomados los valores
C=-3-2,-1,0,1,2,3

donde Fly(z)] serd un funcional, desde el cual quizé se pueda despejar y(x). Esta estrategia se ilustra més
0 menos asi

dy(z)
dx

= —ay (x) con y(0) = 2 entonces = /d—z;g = —a/dx = yo(r) = Ce ™ = yp(z) = 27

la Figura 3 muestra varias soluciones particulares pertenecientes a esta familia, para a = %
Otro ejemplo de integracién directa surge de

/ 2 vy / ydy / 1
= +1 :>7zlﬁ —_— = dl‘ ara —1 ?74—111 +1 :$+C
yy'=(y+1) W+ 12 OESIE para y # ) ly + 1]

que no es otra cosa que una familia de soluciones implicitas, uniparamétrica. Para una condicién inicial
y(2) = 0 entonces

1
y2)=0=>C=-1 = ——+hnjy+1]=z—1paray# —1

y+1
una vez mas esta familia de solucines 1—paramétrica no constituye la solucién general de es ecuacién di-
ferencial ya que no contiene todas las solucines. En este caso y(x) = —1 también es solucién y no estd
contenida.

Mi primera ecuacion separable

Los casos anteriores de integracion directa son generalizados por una ecuacion que llamaremos separable.
Esto es la funcién (funcional) de dos variables del lado derecho se supone que es el resultado del producto
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de dos funciones de una variable, con lo cual las variables dependientes e independientes se agrupan a lados
distintos de la igualdad.

dy(z)
dx

= Y(y)X(x) = ;1(‘;) = X(z) dz & / ;(‘;) = /X(x) dz

=Hly(z), 2] <

Ecuaciones Diferenciales de primer orden

Explicitas Implicitas
Y (x) = Hly(x),x] Flz,y(z), 4/ (z)] =0
Lineales \
V(@) + Fx)y(x) = g(x) No lineales
Integracién Directa / y’(x) = ?f[y(x),x]
Y'(x) = g(x) ,
v = [ar sy +c
Lineales Homogéneas y JLineales inhomogéneas
Y(x) + f(x)y(x) =0 YO+ SN =)
y(x) = Cel /) 0= gy (/o ([ oustw ) s )

Figura 4: Mapa de las Ecuaciones diferenciales explicitas

Este es el caso con

M

x

dy(z) /dy _/ _ = Ae'T
P =z+azy = Ty~ x dzx :>1n(1—|—y)—2+C = y(z) = Ae

con C'y A constantes arbitrarias a ser determinadas por las condiciones iniciales.

Mi primera ecuacién diferencial exacta y el factor integrador

La mayor de las veces tendremos que idearnos un factor, u(x), con el cual multipliquemos la ecuacién di-
ferencial y la convirtamos en una ecuacion diferencial exacta. Lo mostraremos con un ejemplo. Consideremos
la ecuacion diferencial

d
1(/1(5”) =e ¥ — ay(z) con y(0) = 2 entonces
x

dg(/l(mx) +ay(x) =e " = pu(x) (dyd(;) + ay(x)) < 7d[u(z)xy(x)]

y, efectivamente, para este caso

d d(e®®
,u(m) N = 0T :(gif) _'_ay(m)eax — e T (6 dz(I)) — T e~T /d(eaxy(m)) — /dx e(a—l)x

de forma y manera que

1 2a — 3 1
= = yp(v) =

1
e y(x) = 716(“*1)“6 +C=y0)=2=C=2-

- 1= a1 (67 + (2a — 3)e” )

a—1

Un par comentarios son pertinentes:
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» Llamaremos al término u(x) factor integrador de la ecuacién diferencial. Esta relacionado con propie-
dades de simetria de la ecuacién, pero en este nivel lo buscaremos tanteando.

= La solucién general de esa ecuacién diferencial toma la forma de y,(x) = (e7* + Ce™%") donde el
segundo de los términos y, ,(x) = Ce™** corresponde a la solucién general para la ecuacién homogénea
asociada a esa ecuacién diferencial: d%—(;) + ay(z) = 0. El otro término y;,p(z) = e~ % corresponde
a la solucién particular de la inhomogénea: d"é—(;) + ay(z) = e~ *. Esta serd una propiedad general
para ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden. Resolveremos la ecuacién homogénea y luego
encontraremos la solucién de la inhomogénea. La solucién general serd una suma de ambas soluciones

Figura 5: Isoclinas para cuatro ecuaciones diferenciales. Cuadrante I muestra la ecuacién dyd—(f) =e ¥— %y(m)
y se muestran las soluciones particulares para las condiciones iniciales y(0) = 0,75, y(0) = 0,50, y(0) =

0, y(0) = —0,50, y(0) = —0,75. El Cuadrante II corresponde a las tangentes generadas a partir de la

ecuacién dZ—(f) = ¥ Nétese son curvas integrales radiales que para el punto z = 0 no estd definida la

T "

curva integral. En el Cuadrante III represente las tangentes de la ecuacién d‘qégf) = —y(‘;). Finalmente el
dy(z)

Cuadrante IV contiene las tangentes a la ecuacién =3~ = 1+ z y(x) en ella se han indicado las curvas
integrales para las soluciones particulares correspondientes a las condiciones iniciales y(0) = 0,75, y(0) =

En general

Y +ay=g(x) = plx)=e" =y,(z)= ef‘””/ dt g(t)e™ + Ce

xo .2 .
solucién de la homogénea

solucién de la inhomogénea

la demostracién la dejamos como ejercicio para el lector.
Para finalizar la figura 4 muestra el mapa de ruta para la resolucién de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, lineales.
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Método de las Isoclinas

Este método se basa en la idea de campo y curvas integrales que vimos cuando estudiamos campos
vectoriales. La idea es bien simple. En general una ecuacién diferencial de primer orden (explicita respecto a
la derivada) se podré representar como y’' = f(y, x). Ahora bien, el lado derecho de esa igualdad lo representa
una funcién de dos variables, la cual tendra un valor en cada punto (z,y). Ese valor (por la igualdad que
representa la ecuacién diferencial) serd el valor de la derivada en ese punto y el valor de la derivada en un
punto, no es otra cosa que la pendiente de la recta tangente a ese punto. Con eso, al construir una grafica
recordamos las curvas integrales de los campos vectoriales y reconstruimos las curvas solucion a partir de sus
tangentes. La Figura 5 contiene cuatro ejemplos de estas construcciones. Asi tendremos la representacién
grafica para las tangentes de las siguientes ecuaciones diferenciales.

dy(z) — e T _ ly(x) Cuadrante I dy(z) = y(@) Cuadrante 11
dz 3 dz T
y también
dy(x) — 7 Cuadrante III dy(=) =1+ z y(z) Cuadrante IV
dz y(x) da

Es importante senalar que este método permite obtener las posibles soluciones de una ecuacién diferencial
no importa lo complicada que sea.

Puntos Ordinarios y Singulares

Llamaremos un punto ordinario de orden m a un punto z, en el cual la funcién y sus n—derivadas estan
definidas, esto es y(zo), ¥ (%0), ¥ (z0), - ,y™(x,). En contraste a un punto ordinario llamaremos punto
extraordinario o singular a un punto xs tal que la funcién o sus derivadas no se encuentran definidas en
éste. Para ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, los puntos ordinarios y singulares tienen que
ver con la funcién y su primera derivada. Nétese que en el cuadrante I y IV de la Figura 5 todos los puntos
son ordinarios de orden infinito. En el cuadrante II la funcién no estd definida para x5 = 0 con lo cual es un
punto singular, y en el cuadrante III, la funcién estd definida para xs = 0 pero no asi su derivada.

0.3. Ecuacion Diferenciales de Primer Orden

Ahora de manera un poco mas sistematica diremos que una ecuacion diferencial de primer orden serd un
funcional tal que si es explicita respecto a la derivada se podra despejarla

dy(z)
Flz,y(z),y'(2)] =0 = dz
Q(z,y)dy + P(z,y)dx =0

=Hly(x), 2] & Y=

0.3.1. Ecuaciones Diferenciales separables

La primera estrategia serd la que consideramos arriba en el sentido que la ecuacién diferencial sea se-
parable. Es decir que las variables dependientes e independientes puedan ser agrupadas y, a partir de alli
intentar una integracién de cada grupo por separado. Esto lo esbozamos arriba, mas o menos asi

di(f) —Y@)X(@) = Y - X(2) de & / ;(‘Z) = /X(“f) dz

- Y ()
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0 equivalentemente

P(z,y)dy + Q(z,y)dz =0 & Py(z)Py(y)dy + Q1(2)Q2(y)dz =0 & Pa(y) dy +

Qi(z) ,
Q2(y) dr =0

P1 (x)

Otro ejemplo sera

V1 _ 22
y':ﬁxy & Vi-22dr++/5—ydy :>/dx 1—x2+/dy\/5—y

con lo cual
V1— 122 1 1 2
y’:% <:§I 1—x2+§arcsenm+§(5+y)3/2:C’ para —1<z<1 A y>-5
-y

Noétese que el el arcsenx es multivaluada por lo tanto debemos restringir el intervalo a su valor principal
<<%
2 2

Ejercicio Pruebe que

vi—y
l=pg—~——L «=+\/1—-22-2/1—y=C para —1l<z<1l A <1
Y = P Y

Variaciones sobre separabilidad y coeficientes inhomogéneos

Abra otras situaciones en las cuales encontremos ecuaciones diferenciales que podremos convertir en
separables:

dy(z) B dy 1dz a 1dz a dz
ar ety to =de=advdbdy = h=gm m g Ty g Ty TSR T g TR e
Veamos

d d
y = sen?(x +y) :>dz:dx+dy:>y’:—1+£ = 2/ = —1 +sen’(z) @/ﬁzz(z):—/dx

es decir

d
_/ﬁ:m—&-(}’ = —tanz=z+C = —tan(z+y)=2+C = y=2z+ arctan(z+ C)
z

Se puede tratar de generalizar el caso anterior puede y considerar ecuaciones diferenciales del tipo

dy(z) . (aww+biy+c
de a2 + bay + c2

Entonces, se distinguen dos casos dependiendo si las rectas a1x + b1y +¢1 = 0y asx + boy + c2 = 0 son
paralelas o no.
Si son paralelas

ag by dy(z) a1x + b1y + ¢ s
a; b A de Marz+biy) +c2) faz +bwy)
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la cual analizamos al comienzo de esta seccién y lo ilustraremos con el siguiente ejemplo

20+ 3y —1 1
= A=2 =20 +3y—1 =dz=2dz+3dy =19 =—-(2 -2
Yy 1o 16y 12 = = z=2r+ 3y z z + 3dy Yy 3(z )
con lo cual
L, z , Tz+4 2z +2 2 6
R —2)= = d = /[d Sz —In(Tz4+4)=z+C
3TV T T é/z7z+4 /x = 7t gzt =at
Si no son paralelas, se intuye el siguiente cambio de variables
1 d d
u=asx+byy+co = du=asdr+bdy =dy= (“_”)
bg—bl as aq
1 d d
v=amr+biy+c = dv=ader+bdy =dxr= (u_v)
ag — Ay b2 b1
con lo cual
1 v 1 v
dy(x):f<W+bw+01> . A G N P S ) B P
dx asx + b2y + o a2(b2 — bl) bg(az — al) al(bz — bl) bl (a2 — al)

donde la funcién f (%) se conoce como una funcién homogénea y al igual que la ecuacién diferencial que

hereda de ésta su nombre. Este tipo de ecuaciones diferenciales seran consideradas en la proxima seccion.
Otro enfoque (equivalente) de este mismo problema puede ser consultado en el problemario de Kiseliov,
Kransnov, Makarenko [?]. En este enfoque el cambio de variables se relaciona con el punto de corte (xg, yo)
Para ejemplificar este caso analizaremos un ejemplo sencillo de una funcién con argumento inhomogéneo
del tipo.

dy(z) az+biy+a Q(z,y) o< agw + by + c2

= & d P dr=0 =
e P S—— Q(z,y)dy + P(z,y)dx

P(z,y) < a1z + by + 1

Decimos, entonces que los coeficientes Q(z,y) y P(z,y) son inhomogéneos (¢; # 0). Su pondremos que las
rectas no son paralelas, por lo cual utilizamos el cambio de variable propuesto anteriormente. Entonces

1 d d

U=aoT +byy+co = du=agdr+bdy =dy= du dv
b2_b1 as aq

1 d d

v=aiz+by+c = dv=adr+bdy =dr= v dv
as — ax b2 b1

con lo cual convertimos los los coeficientes Q(z,y) vy P(x,y) en homogéneos. Esto es

(agx + boy + c2)dy + (a1 + b1y +¢1)dx =0
J

<a2(b2u— ) bt = a1)> du — <a1(b2u_ 55 e al)) dv =0

es decir
1 u —wan (0. _ 1 u — g (2
P(U,U) - <a2(b2 — bl) + bz(ag — al)) = Un (E) ,Q(U,U) - (al(bg — bl) + bl(ag — al)) = Y92 (’LL) ’

Este tipo de funciones homogéneas seran consideradas en la siguiente seccion.
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Funciones Homogéneas de grado n y Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Diremos que una funcién

. x
siw="= fla,y) =y g(w)

f(z,y) es homogénea de grado n si f(tu,tv) =t" f(u,v) <
siw = % = f(z,y) = 2"h(w)

Las funciones homogéneas indican un comportamiento particular cuando cambiamos la escala de sus va-
riables. Se utilizan con bastante frecuencia en hidrodinamica y termodindmica. Un ejemplo de una funcién
homogénea de grado 2 tendremos:

f(z,y) =2* +14°In (%) = f(tx,ty) = > (u2 +v%In (%)) homogénea de grado 2

Ejercicio: Muestre que
1
flz,y) = {/ysen (x) Homogénea de grado X flz,y) = e¥/T 4 tan <x> Homogénea de grado 0
Y Y

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden serd homogénea si
Q(x,y) y P(z,y) son homogéneas de grado n = Q(x,y)dy + P(x,y)de = 0 homogénea
y en ese caso la estrategia para resolverla pasa por una sustitucién del tipo
Q(z,y) y P(z,y) son homogéneas de gradon =y=ux = z"p(u)(udz+ zdu)+ x"q(u)dz =0

con lo cual la convertimos en separable

du dx
z,y)dy + P(z,y)dz =0 = 2" 'du+ 2" (q(u) + up(u))dz =0 & ———— 4+ =0
Q(z,y)dy + P(z,y) (q(u) + up(u)) ) +up) @

Noétese que exigir que Q(z,y) y P(z,y) sean funciones homogéneas de grado n, equivale a imponer que

dilcli(;) = ggi:z; =F (%) donde F (%) es Homogéna de grado 0

con lo cual estamos diciendo que si los coeficientes Q(x,y) v P(x,y) so funciones homogéneas de grado n, la
ecuacion diferencial es invariante de escala.
Como un primer ejemplo consideremos la siguiente ecuacién diferencial

F_ VB —yity
T

Y

Esto es
Qi ty) » /7 =) +ty = ¢ (/@ = )7 +y)

P(tx,ty) = tx = tx

(\/;fy?—i—y)dx—xdyzo =

homgénea de grado 1 y por lo tanto al hacer y = ux tendremos

dz du
1—u?2 dz — d du) =0 +v1—u2dzr — zdu =10 — =% | ——
a:( u —|—u) v — z(udz + zdu) = +v/1 —wu2dz — zdu = | = /m
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integramos y, finalmente, llegamos a

In(z) = arcsenu + C = In(x) = arcsen (g) +C para HQH <lconz>0
x x

—In(—z) = arcsenu + C = —In(—z) = arcsen (Q) +C para HQH <lconz<0
x x

y como u = H QH = 1= y = +2 también es solucién.
x

Para un segundo ejemplo, consideremos la siguiente ecuacién diferencial

, 2¢ —y+1
V="
Tty

la cual corresponde al caso en los cuales los coeficientes de la ecuacién Q(z,y) y P(z,y) funciones inho-
mogéneas. Tal y como hemos visto un cambio de variable lo convierte en homogéneo, entonces

u=2z—-y+1 = du=2dz—dy = dz=3(du+dv)
2r—y+1)dz+(z+y)dy=0 =
v=zx+y = dv=dz+dy = dy=—%(du—2dv)

asi nuestra ecuacién diferencial tendra la forma de una ecuacién homogénea
1 1
u (3(du + dv)) +v (—B(du - 2dv)> =0 = (u—v)du+ (v+2v)dv=0

y ahora haciendo el cambio de variables u = tv con lo cual du = tdv + vdt

d t—1
(t0 = v)(tdv + vdt) + (0 + 20)do = 0 = (£ + 2)dv + (tv — v)dt = 0 ::,/l::/dtt—ﬁf2
v

e integrando tendremos que

1 1 t 2 t ~
In |v| + §1n|t2 +2| — —=arctan — = C = In|v*(t? +2)| = —= arctan — + C para v #0

V2 V2 V2 V2

y ahora

2z — 1 2
t%& :>1n|(2a:fy+1)2+2(x+y)2| = — arctan

r+y \@

20 —y+1

V2(z +vy)

‘JrC’ paraxz+y #0
La Figura 6 ilustra esta familia de soluciones.

Ecuaciones Isébaras

Las ecuaciones isébaras generalizan a las ecuaciones homogéneas por cuanto los coeficientes de la ecuaciéon
Q(z,y) y P(z,y) no son funciones homogéneas del mismo grado y se busca una transformacién que convierta
la ecuacién en homogénea. Dicho de otra manera, si la dimensionalidad en potencias de y es la misma que
la dimensionalidad en potencias de x Diremos que una ecuacion diferencial es is6bara si cumple con

Q(tz,t™y) — t"P(x,y)
Q(z,y)dy + P(z,y)dz =0 =
P(tz,t™y) — "™ HQ(z,y)
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R

Ty My Ty T T s e e e
T e

T T el N
R \qfk

Figura 6: Solucién grafica para la ecuacién ¢y = — . Las curvas azules indican soluciones particu-

lares y(0) = 7;y(0) = 5;y(0) = 2;y(0) = —7;y(0) = =5;y(0) = —2.

y el cambio de variable que se impone es y = va™. El exponente m surge de balancear (si es posible) Con lo
cual habra que estudiar si es posible “balancear” el orden de las dimensionalidades de variables y funciones.
Tratemos con un ejemplo de ilustrar las ecuaciones isdbaras. Consideremos la ecuacion

1 2 2 r—=x & de=dzx
/T 2 = 2 = —
v= 2y (y +1:> = (y +z>dx+2mydy 0 :>{ y— 2" < dy=mzm1dz

En la contabilidad de los exponentes x aporta un peso de 1 mientras que y aporta un peso de m. La intencién
es balancear los términos para que la ecuacién sea homogénea de grado n. Esto es

NG

El exponente del primier término es 2m, del segundo —1 del tercero 2m. Al balancear todos los exponentes

tendremos 2m = —1 con lo cual m = f%

2 v 2 v dv 1 w dz
2

Ndz+2eydy=0 = (Z 1+ )der2e-2 (L2 % dz)=0 =odvt =0
<y+w> T cry dy <x+m> v xﬁ(ﬁ 2 x\/x x> Uv+x

entonces al integrar y devolver el cambio v = y+/z tendremos

2 2 1 ]
<y2+) dz +2zydy =0 = (22m+> dz 4+ 222"mz""tdz =0 :>m=—§=>y=vwm=>y= -
xT x

d 2 1
/dvv—i—/—x:O :%—i—lnm:c :>§y2x+lnx:c
x
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0.3.2. Ecuaciones Diferenciales Exactas
Ecuaciones Exactas lineales

El segundo grupo de estrategias apunta a escribir una ecuacién diferencial como una derivada total de un
conjunto de funciones. Uno se ayuda en una posible funcién que pueda acomodar los términos de la ecuacién.
Esa funcién se denomina factor integrador y tiene la forma, para una ecuacién diferencial, lineal

WEWD]_ BD ) 4 u) 2D~ o) o w0 4 @) f@)yta) = ww)gte)

Para que esas dos ecuaciones sean equivalentes los coeficientes de y(z) tienen que ser iguales. Es decir

du(e) _ o de@) _ [ e s 2) = f 4z (@)
o = @) f (@) ;»/M(x) /d flx) = p(x)

Con lo cual hemos demostrada que para una ecuacion lineal de primer orden, siempre es posible encontrar
un factor integrador p(z) tal que la ecuacién diferencial pueda ser expresada como una derivada total del
factor integrador y la funcién incognita.

dy(z)
dx

i) = gl@) = WY@y Sy = " ( [ deutwrgta) + c)

donde pi(z) = e/ 4 f(@)

Ecuaciones exactas no lineales

Este criterio lo podemos extender a ecuaciones que no sean, necesariamente lineales. Asi para una ecuacién

diferencial que pueda ser escrita como
? 0P(z,y) 0P(z,y)
oz

dy

d[@(z,y)] =0 < Qr,y)dy+ P(z,y)dz =0 = d[®(z,y)] = dz + dy =0
donde ®(z,y) serd la funcién a determinar. Entonces tendremos que la condicién necesaria y suficiente para
que una ecuacién diferencial sea exacta es

P
Q(z,y) & aéz’y) 92® 92 0 oP
L Py Féey) Q) 0Py,
OD(x,y) Oy0r On0y o "
Ploy) o =5

Si esto se cumple entonces, podremos encontrar la funcién ®(z,y) integrando respecto a cualquiera de
las variables (ahora consideradas independientes ambas).

Py = 2 o v = [ duePun)+50) = Qo) = P = 2 ([T aup(u )+ 25

entonces

_ 9%(z,y) :/ * qu 2Pwy) | 9?;?/) E/ ° 4 8@({(;;, y) 95y _ Q)= &;;y)
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con lo cual nos queda finalmente otra ecuacién diferencial para encontrar S(y) y con ella ®(z,y). Esto es

Yo xo Yo
P Qlany) = 50) - T weuow) <oy = [ awp@y)+ [T wo@ow=c

Hay que hacer notar que los segmentos de linea que unen el punto (zo,yo) con los puntos genéricos (x, yg) A
(zo,y) pertenecen al entorno de (xg,yo). Este tipo de entornos también se denomina multiplemente conezxo.
Consideremos los siguientes ejemplos:
Primeramente

P(z,y) < cosy
y (xseny — y2) =cosy < cosydr— (xseny — yz) dy=0 =
Qr,y) & - (xseny - 92)

y verificamos que esta ecuacion diferencial es exacta, ya que

IQ(r,y)  OP(z,y)
or Oy

Zo Yo
=—seny = P(z,y)= / du P(u,y) —l—/ dwQ(z,w) =C
@ y

con lo cual, si particularizamos el punto (zg,y) = (0,0) tendremos que

3

Zo Yo
@(x,y):/ du cosy + dww? =C :>mcosy+y§:(1
z Y

Otro ejemplo sera

P(z,y) & (25 +yx) 0Q(z,y)  OP(z,y)
N _

3,2 2 3
(2 +y?z)de + (2Py + %) dy = p 9

= 2yx
Qz,y) & (2*y+y?)

y otra vez

xo Yo
D(x,y) = / du (u3 + y2u)+/ dw (axzw + w3) =C = d(z,y) =242 =C = (x2 + y2)2 =C
x y

Ecaciones exactas no lineales y factor integrador

Del mismo modo, y con la misma idea, podemos incorporar el factor integrador u(z,y) para extender
la idea a ecuaciones que no sean, necesariamente lineales. Asi para una ecuacién diferencial que pueda ser

escrita como )

d[@(z,y)) =0 & p(r,y)Qx,y)dy + pu(z,y)P(z,y)dr =0

es decir o ) o )
z,Yy z,Yy
(D =
d[®(x,y)] o dz + ay

Entonces tendremos que la condicién necesaria y suficiente para que una ecuacion diferencial sea exacta,
forzéandola con el factor integrador se complica un poco

dy = p(z,y)Q(x,y)dy + pu(z,y)P(z,y)dr = 0

0% (z,y)
oy N 0@ (x,y) _ o (x,y) o @ y)ey) _ oul@,y)P(z,y)
0% (z,y) Oy Ox Ox Oy ox oy
Wz, y) Pz, y) < “or
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y, obviamente, esta condicién de integrabilidad dependerd del p(z,y) que propongamos.
Asi si p(x,y) = p(z) entonces la condicién se lee

Ou(x) 0Q,y) _ . OP(zy) 1 ou() _ 1 (ap <$’y>aQ($’y))f(x>

con lo cual si se cumple que

L (9Py) Q)Y o 1
Q(x,y)< dy Ox >_f() wp(z) Oz

podremos deteriminar el factor integrador. Una vez identificado procedemos a integrar, formalmente ®(x,y)

= u(z) = el dz f(=)

®o) =p) [ Qo) +56) = S — )P = o (ue) [ duen +50)
y finalmente, una vez mas
w(z)P(x,y) = /y w 6u(x)aéi(a:,u) n 62‘(;:) S () Pla.y) = /y duau(a:,qgf(x,u) . &Zf)

con lo cual

X

5@ = [ duntim) Pl =¥y = o) [ Qo)+ [ dupu,s)Plimw) +C

0 Yo Zo

Bernoulli y Ricatti

0.3.3. Solucion Paramétrica de Ecuaciones Diferenciales
Ecuaciones del Tipo F(y') =0, F(z,v') =0y F(y,y') =0

Ecuaciones del Tipo F(z,y,y’) = 0, Lagrange y Clairaut
0.4. Soluciones Numéricas a las Ecuaciones Diferenciales

0.4.1. Las Ideas Generales

Dada una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma

d2z(t) _ (d x(t),w(t)’t)

de? dt

siempre se puede convertir en un sistema de dos ecuaciones lineales de primer orden, al extender el espacio
de variables de la forma

e d*x da da(t) _
:c(ztt) def qlzg) } = dtgt) — F( dt(t),x(t),t> PN { e p(t)

este sistema puede ser re-arreglado en forma vectorial

dt 27 =Fmy

d (28 > _ ( p(t; ) o 4 ?t(t)

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 26



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias BORRADOR PRELIMINAR

Asi dado un conjunto de potenciales eldsticos y las fuerzas que de ellos derivan,

kr  —p=1 —k e
%kzx2 —p=2 4V () —kx
x
V(z) = = Fi(z) = Fi(z) =
(@) ska®  —p=3 (@) dz k(@) — k2
1. -1 o
L fJc]|? —k |27

el sistema dindmico correspondiente a la ecuaciéon de Newton sera

‘ p(t)
N T s gt e | L
o [Feat (@(), )] = Kz
Los Métodos y su Clasificacién
Dada una ecuacion diferencial de primer orden, d’;’igf) =19y'(x) = f(y(x),x), con yg el valor de la funcién

obtenida con el método, con yr = y(xg), donde zx = xg + kh v h el paso. Diremos que un método es
de paso tunico si la determinacion de ygy1 sélo involucra un unico valor de y; y miltiple paso si para
calcularlo se utilizan varios valores yi,yx—1, - , Yk—p. Por otra parte se denomina un método explicito si
para determinar y;1 se utilizan valores anteriores yi, yx—1, -, Yr—p y implicito si se utilizan una funcién
del mismo valor 1. Asi

Y1 = Yk—1 + 20 f(k, yr)

representa un método explicito de paso tinico mientras que

h
Ykt = kg f (ks k) + f (Trr1, Yrs1)]

serd implicito de multiples pasos.

El Rebusque de Taylor

Tal y como hemos dicho arriba, dada una ecuacién diferencial, su solucién a través de un método de paso
tnico puede ser escrita como

v (z) = fy(z),2) = yk+1 = y& + © (@K, Yx, h) con h=wzi1 —a;

Lo primero que se puede hacer es expandir por Taylor alrededor del punto = = zy,

y(w) = y(on) + (o~ ) 9(m) + o (0= w9 w) bt - )" () 4
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¢ identificamos

y(zk) = wy' (x) = f(y(x), z)
Y (xk) = f(yr, z1)
af

X

/

Yk

T=T 4

Y (k) = [ (yes zr) =

T=Tq

of
dy

Y=Yk Y=Yk

o
Y (xr) = [ (Yo, 2k) = Ouf' + Oy f i = Onwf + Oy ) Y + Oy f + Oy ) Ui Yl + Oy f ¥

por lo que reconstruimos la serie de Taylor hasta el orden que podamos o requiramos

1 1 1
Ynt1 = Yn +h flyw, zi) + ghQ F'(yrs wi) + 5h3 gy we) o4 — B FOD (g, ) + - -

quedando acotado el error por

crea = Ty A1 0(6).2(6)

0.4.2. La idea de la Integracion y los Métodos

La idea de integrar una ecuacién diferencial ordinaria puede ilustrarse, formalmente de la siguiente forma

Tr+1

y' () = F(@),2) = gepr = e + / de £ (€.(6))

Tk

entonces el método se centra en como se aproxima la funcién dentro de la integral

Euler Se aproxima la funcién con en el punto anterior
I (@, yr) = Yk+1 = Yk T I f (Tk, Yx)
Euler Mejorado o Heuns  Se aproxima la funcién mediante un promedio en los extremos

$1f @rour) + f @ea1vke1)] = Yesr = Yk + 2 [f @r,yk) + f (@hs1, Yrr1)]

= yrr1 = Uk + 5 [F (@, u) + f @rrns ye + b f (28, 98)))

con h = x;41 — x; el paso de integracién. Nétese ademds que hemos utilizado Euler otra vez para expresar
Yrt1 = Yr1(Yk, )

El Método de Euler constituye una expansion por Taylor hasta primer orden por lo que el error es
claramente de segundo orden por cuanto si comparamos con la expansion en series de Taylor correspondiente
tendremos

dy h? d%y
_ h —2 - < .
Yk+1 = Yk + e - o da? s +
h2 d2y
letotll o 57 =5
20 da?| _,

El Método de Euler y el problema de Valores Iniciales

Este método si bien no se utiliza en la préactica en su forma estdndar para ecuaciones diferenciales
ordinarias, si ilustra el proceso de discretizacion de una ecuacién diferencial y su solucién mediante métodos
numéricos.
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Para resolver la ecuacién de un oscilador arménico libre que parte del reposo, i.e.

d?o(t i o
d(ig)—i_wg(é(t)zo con:w(Q):E; ¢(to)=1; vy q(bigf)t_tozo

en la cual ¢(t) representa la posicién de un cuerpo de masa m unido a un resorte de constante eldstica k.
Discretizando mediante diferencia centrada

do(t) 1
dt2 h?

h =t —1t; [P(tig1) — 26(ti) + (ti—1)] = % [iv1 — 26i + ¢i1]

con lo cual la ecuacion del oscilador libre queda como

d?¢(t)
de?

+wip(t) =0 = ¢iy1 — (2— h°wi) i+ i1 =0

esta ultima ecuacion es la versién en diferencias finitas de la ecuacién diferencial y es claro que se convierte
en una ecuacién algebraica. Finalmente, los dos valores iniciales para la iteracién ¢g y ¢; surgen de las
condiciones iniciales

Los Métodos de Runge-Kutta

Es el conjunto de métodos mas populares y de mayor uso. La idea del método de Runge-Kutta es producir
resultados equivalentes a desarrollos en Taylor de orden superior a Euler en métodos de un tinico paso por

lo tanto _—

y'(2) = F(y(),2) = yepr = ve + / de 1 (€, y(€))

Tk
y se aproxima la funcién con un promedio ponderado.
f & (&) = la fyrae) + B8 f(ye+0 f(ye,zn) iy ze +v hie)]  con by = zpi1 —
donde «, B, y 0 son los pesos estadisticos a ser determinados. Por lo tanto
Y1 = Yk + o f Yk 2e) + B f (ke + 0 f (Yro Tk) hies T + 7 )] e

Expandiendo por Taylor de dos variables
1
9@+ A y+m) =9 (@) + [\ g+ p 0ygl + o7 [\ 029+ 201 Ouyg + p* g + -+

tendremos

Ykt1 = Yk + [+ B fx hi + By Oufi + 6 fr Oyfi] hi+

2 52 )
+ 8| L2+ 290 fi Oy it 5 SF 0| B+
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con fr = f (yk,zr) y como se ve claramente, queda libertad para escoger

Euler Mejorado o Heuns a=p=3; y=dd=1

=

Yet1 = Yk + fi b + 2 [0ufi + fi Oy fi] B3
Euler Modificado a=0 p=1, y=6= %
Yes1 = Yo + fr b+ [500fi + 5 fr Oyfi] hi

Runge-Kutta de cuarto orden aproxima la funcién f (€,y(£)) en cuatro puntos intermedios en el intervalo
T < & < Tg41 por lo cual
Ykt1 =Yk + [ K1 + B K2 + 7 K3 + 0 Ka by,

podemos plantearnos varias formas de hacerlo

h
Yk+1 = Yr + Ek [k1 + 2K2 + 2K3 + K4

donde
k1 = f (@, yr)
=f + 1h + L
Ro = Tk ) ky Yk 2”1
1 1
k3 = f | ok + §hk’ Y+ h2
kg = f(xr + hi, Yk + K3)
o también )
Yr+1 = Yk + @k [k1 4 3K2 + 3Kk3 + K4
donde
k1 = f (2, yr)
f + 1h + L
= T - —K
K2 k 3 ky Yk 3 1

1 1
K3 f(mm- 5l Yt 3@)
kg = f(zk + hi, Yk + K3)
Miés ain el método de Fehlberg de 4/5 orden se puede escribir como

Yr+1 = Yk + hi [C161 + Caka + Cskiz + Cykg + Cskis + Cgrig) + O(hS)
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I @k, &)

[k + aghg, yx + b21k1)

[ (zp + ashg, yr + bz1k1 + b3zko)

[ (xr + ashy, Y +bark1 + baoka + bazkz)

R1
K2
K3
Kg

ke = f (zx + ashr, yr + be1k1 + beaka + bezkz + beaka + beskis)
la cual puede ser redefinida y truncada para obtener

§k+1 =yYr + hy [éllil —+ 02/432 -+ C’g/ﬁ?g + C4I<E4 + C‘5K)5i| + O(hS)

Métodos Multipaso

Los métodos multipaso se basan encontrar el valor y,4, como una funcién de k valores precedentes:
Yntk—1, Yntk—2, Ynt+k—3, - Yn - Para k =1, retomamos los métodos de paso unico del tipo Euler o Runge-
Kutta. Serd explicito (abierto) si el valor y,., puede ser calculado directamente o implicito (abierto) si la
férmula contiene el valor y,, 1 deseado.

Otra vez la idea estd en aproximar el argumento de la integracién formal

Tit+1

y'(2) = F(y(),) = yip1 = i + / A 1 (€, y(€))

Ti_

nétese en este caso que el punto i + 1 recibe la contribucién de k puntos anteriores. El integrando f (£, y(€))
lo aproximaremos con un polinomio de interpolaciéon de Newton de orden n. Tal que

F(& (&) = £(&) =pn (&) + Ru (§)

con py, (£) el polinomio de interpolacién y R, (§) el residuo. Donde ;

Pn (.Z‘) = f [ajn} + (LU - xn) f [xnal'nfl} + (.’L’ - xn) (.’L’ - xnfl) f [mn,xn,hxn,g] + -
+(x—zn) (@ —2po1) (@ —2p_2) (. —21) f [Tn, Tno1, Tn_2, Tn_3, - - Zo]

F ()

=(x—a,) (= 2pn_1) (x —p_2) - (z — x0) 1) con zg < ¢ < zp,

R, (x

~—

haciendo p,, (x) = f (z, + ah) con « cero o negativo de tal modo que en términos del operador diferencias
atrasada V f(z) = f(x) — f(z — h) siendo h el incremento

ala+1)(a+2)
3!

f(zn + ah) :fn+ann+%v2fn+

+a(a+1)(a+i?~--(a+r—l)

V2 fut

V' fn
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donde hemos denotado f,, = f (xn,y(xn)), V™ fn = V™ f] , vy = (z—x;)/h Por lo tanto

T=Tn

Yirl = Yi +/ - d¢ f(&y(6))

i—k

1
:y,;+h/ da f (z, + ah)
—k

’ L\ Vi 2 Vi,
yi+1:yi+h{afi+O;Vfi+a2<a+> f+a2<a+a+1) f+

3°2) 2 4 3!
a® 30?2 1l VA fi !
+a2<+++3> Z+--~]
5 0 2 3 4! L

por razones de conveniencia que son evidentes al hacer el desarrollo, se toman las féormulas para k =r y k
impar y obtendremos

k=0 Yirr =Y +h[fi + 3V i+ 5V i+ Vi
r=3 } =
R=Z50° f (Q)
- Yir1 =y +h[2fi + OV
r=1 } =
a R=3hf®(¢)
k=3 Yirr = Yi + h [4fi = AV fi + V2 fi + OV2 fi]
r ; 3 } =
R=gh*f"(()

k=5 } Yir1 =yi + R [6f; — 12V fi + 15V f; — OV3 f; + BV ;]
r=2>5 =

R={5h"f®(Q)
y al expresar las diferencias atrasadas las férmulas explicitas (abierta) quedan expresadas como

k=0

s [ Vil =i+ 55 [55fi —59fi1 +37fia — 9fis] R~O (1)
fz 11 Yit1 = yi +2hf; R~ O (h?)
f:g Yivr =i+ 3 [2fi — fii1 +2fi 2] R~ O (h®)
f:g Yirr =i + 2 [11fi — 14fi1 4+ 26fi_o — 14f;_3+ 11f;_4] R~ O (")

Siguiendo el mis procedimiento se pueden escribir las férmulas implicitas (cerradas) para las mismas
“curiosas” situaciones. Para este caso la conveniencia se obtienes para k impar y r = k + 2

k=0 Yirr = Yi + h [fir1 — 3V i1 = 5V firr — 51V fira]
r=3 } =
R = =Zgh*fD (¢) )

k=1 Yir1 = Yi—1 + b [2figq1 =2V — 3V fii1 — OV3 fiq]
r=3 } =
B R = 55h° fM(¢)
k=3 } Yir1 = Yi—z + h [4fiy1 — 8V fi = 2V fiy1 — SV fis1 + 5 Vi

=

r=>5 _
R=g2n°f™(C)
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desarrollando las diferencias atrasadas, tendremos

k=0
=3 Yirr = Yi + o5 [9fiv1 +19fic1 — 5fim1 + 9fi—2] R~ O (r°)
k=1
r—3 Yi+1 :yi—1+% [fix1 + fi + fiz1] RNO(h5)
k=3
P s Vet = Vs 3R [Tfin 32 121 +32fi 0 + Tfimg] R~ O (W)

Se debe puntualizar lo siguiente respecto a las férmulas explicitas e implicitas de los métodos multipaso
antes mencionados

= Los métodos multipasos, normalmente, requieren menos evaluaciones de las funciones que los métodos
monopaso para un mismo nivel de precision.

» Los métodos multipaso requieren de un método monopaso que le permita determinar 10S Yp4x—1, Yn+k—2, Yn+k—3, *** s ¥n
puntos iniciales.

s Las férmulas explicitas son, normalmente, menos precisas que las implicitas. La razén se fundamenta
en que, mientras las explicitas extrapolan la solucién al punto y; 41, las implicitas la interpolan, por
cuanto la toman en cuenta en el momento de calcularla.

= Las féormulas explicitas e implicitas deben ser consideradas como complementarias, por cuanto las
explicitas pueden predecir el valor de y;;1 necesario para la fiy1 = f(2iy1,%i41) del célculo de ¥, ; en
la férmula implicita.
Existen varias combinaciones predictor-corrector, entre ellas mencionamos:
Milne de cuarto orden

e Predictor
4h
Yi+1 = Yi—3 + 5 2fi — fiz1 +2fi—2]

e Corrector "
Yit1 = Yi—1 + 3 [fix1 —4fi + fi-1]
Milne de sexto orden

e Predictor

3h
Yitl = Yi—5 + 0 11f; —14fi1 +26f;_0 — 14 fi_g + 11 f;_4]

e Corrector o
Yitl = Yi—3 + V3 (Tfix1 +32fi +12f;_1 + 32fi_o + Tfi_3]

Adams Modificado o Adams Moulton

e Predictor b
Yit1 = Yi + 2 [55f; —59fi—1 + 37fi—2 — 9fi_3]

e Corrector "
Yit1 = Yi + 2 9fiq1 +19f; = 5fi—1 + fi—2]
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El método de extrapolacién multipaso més exitoso (conjuntamente con los métodos de paso tnico del
tipo Runge-Kutta) es el de extrapolacién racional de Bulirsch-Stoer en el cual se define un paso superior
de H y una serie de subpaso h,, = H/n con el aumento del niimero de subpasos, en algiin momento siguiendo
algin criterio de convergencia se hace una extrapolacién (racional) que representa el limite 7 — oco.

El método de Bulirsch-Stoer tiene una estrategia diferente al los anteriores y posee, como motor de
aproximacién el método del punto medio modificado o salto de rana (leap frog). Este esquema se utiliza con
frecuencia en discretizaciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y se basa en aproximar la
derivada por el valor el promedio en los dos extremos:

y'(2) = fy(@),z) =y (xn) = f(y(an), 2n) = w

por lo tanto

20 = y(7)
z1 =2zp+ hf(l', ZO)

Znt1l = Zn—1 — 2hf(x + nh, z,)

para finalmente calcular
1
yla+ H) =y, = 3 [2n 4+ 2n—1 + hf (x + H, 2,)]
Nétese que si reacomodamos

4y — Yn/2
3

obtendremos un método de cuarto orden que requiere menos evaluaciones de f(y(z,),x,) por paso h

ylx + H) ~

0.4.3. Control del Paso

En General para métodos de 4'° orden. Tal y como se mencioné en el caso de la integracién
numérica, el primer criterio que surge es dividir el paso h en la midad, calcular todo de nuevo y comparar
los resultados a ver si esta dentro del los limites de tolerancia que nos hemos impuesto

IS h ° £ 1o
max 0 max

— " x| — = ho=h; | ————
A(yhayh/Q) (ht> ’ ' <A(yluyh/2)>

donde hemos denotado hg como el paso ideal. Esta relacién es general para cualquier método de 4 orden de
paso unico, multipaso, implicito o explicito.
Maés ann, la préctica ha indicado que

0,20 A 0,20
Mht (AElnéx )) EMht( 0 ) AO ZAl

Yn — Ynj/2
Yh

=A (yh,yh/Q) < Eméx =

(vnj; Ap
h =
’ 0,25 0,25
Mbhy | fmix = M, [ {0 Ag < A
t A(ymy;) B ¢ Ay 0 !
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donde 0 < M < 1 un factor de seguridad

Para métodos Runge-Kutta. es importante mencionar que se utilizan mayoritariamente métodos
hasta cuarto orden porque de mayor orden (M, por ejemplo) involucran més de M evaluaciones (y menos
M —2) de la derivada. Por ello para este tipo de métodos se descubrié que considerando el mismo nimero de
puntos para la evaluacién intermedia se pueden generar métodos de distinto orden, y para colomo de suerte
el menor orden de esta situacion se expresa para métodos de 4 y 5 orden. En particular Runge-Kutta de 5
orden se puede escribir como:

Yrt1 = Yr + hi [C1r1 + Coka + Cskiz + Cykg + Csks + Cgrig) + O(hS)

(T8, Yr)

(zx + aghi, yx + ba1k1)

(g + ashy, yr + b31ky + bzaka)

(1 + ashr, yr + bark1 + baoka + bagks)

k1 = f
Ko f
k3 = f
Ky = f
ke = f (@ + achy, yr + be1k1 + bezka + bezkz + beaka + beskis)
y con los mismos puntos (j las mismas evaluaciones !) se puede reescribir para 4 orden como:
gk+1 =Yr + hk [C’lﬂl + CYQK:Q + C~’3K/3 + 0454 + é5l£5j| + O(hs)
por lo tanto el error se puede estimar
A (Yrt1, Ury1) = Z <C¢ - @) ki
i=1

y el control del paso se utiliza exactamente igual

. 0,20
o (2225 )
A (Yn, Gn)
Para métodos multipasos y predictor corrector la situacién puede tener un refinamiento adicional

antes de proceder a modificar el paso h. El esquema seria para un método predictor corrector del tipo
Adams Modificado o Adams Moulton, donde el

= Predictor h
Yitl = Yi + o1 [55f; —59fi_1 +37fi_2 — 9fi_3]

= Corrector )
Yit1 = Yi + 21 9fis1 +19f; = 5fi—1 + fi—2]

se realiza una serie de iteraciones dentro de la férmula de corrector, i.e.

h
yifrl =y; + BV [9f (-TiJrlayiarl) +19f (zi,y:) = 5f (i1, yi—1) + [ (Ti—2,yi—2)
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0.5. Algunas Aplicaciones de Ecuaciones Diferenciales de Primer
Orden

Modelar o describir matem’aticamente un fen’omeno es el fin 'ultimo de la ciencias. Las matem’aticas
son el lenguaje de la f’isica. ; Cémo describir el chisporroteo de una llama ? ; la textura de un pintura al
oleo 7 el trafico en carreteras durante horas picos 7 j el titilar de las estrellas ? Describir matematicamente
estas situaciones no sélo no es facil, pero tampoco es tinica. Son fenémenos complejos y su descripcién puede
tener muchos grados de profundidad.

0.5.1. Ley de Malthus/Decaimiento Radioactivo.

Malthus?®
d k>0
Ty@) =ky@)  § v = (30)
y(t) = yo e

Para k£ < 0 tenemos una situacién de decaimiento: la poblacién decrece con el tiempo. Este concepto se
utiliza los procesos de decaimiento radiactivo. El tiempo de vida media se define como el tiempo necesario
para que la mitad de los nicleos decaigan, lo cual es independiente de la cantidad de la muestra y permite
medir la edad de todo aquello que contenga isétopos radioactivos. En particular el C** del cual se sabe que:
tiene una vida media de 5730 afnos y que todos los organismos estédn (o estuvieron) formados por carbono.
Por lo tanto, si sabemos el porcentaje de C'* en una muestra, digamos el 63 % podremos inferir su edad

Por lo tanto, despejando k
—In2

5730

tendremos finalmente
y(t) — 2—t/5730

de aqui obtendremos la edad en anos de la muestra

100,63
y(t) = 0,63 =t = — nln,2 5730 ~ 3819,48

Para k > 0 la ecuacién 30 describe el incremento poblacional. El valor de k se calcula experimentalmente
(promediando sus valores para cada uno de los pardmetros). Para la poblacién venezolana k = 0,018

3~En honor al economista politico inglés Thomas Robert Malthus (1766-1834). Quien fue uno de los primeros en darse cuenta
queN la poblacién crece como una razén geométrica mientras que los medios de subsistencias crecen de manera aritmética. Esta
afirmacién plasmada en su Ensayo sobre el Principio de Poblaciones, el cual inspiré a Darwin en la formulacién de principio
de selecciéon natural. Malthus, muy religioso y creyente pensaba que esa diferencia en el crecimiento de la poblacién y las
necesidades que ellas generaban, eran de procedencia divina y que forzaria a la humanidad a ser mas laboriosa e ingeniosa para
lograr los medios de subsistencia. Darwin, no tan religioso, lo formulé como una situacién natural presente en todas las especies.
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i 000 2000 3000 4000 OO0 GODO

Figura 7: Decaimiento Radioactivo

Poblacién Venezolana (Millones Hab.)
Ao Poblacién  y(t) = 0,350 018

1800 (0) 0.350 0.350
1847 (47)  0.750 0.816
1873 (73) 1.000 1.302
1881 (81) 1.750 1.504
1891 (91)  2.100 1.801
1926 (126)  2.850 3.381
1936 (136)  3.200 4.048
1941 (141)  3.850 4.429
1950 (150)  4.350 5.208
1961 (161)  6.800 6.348
1971 (171)  10.800 7.600
1981 (181)  14.100 9.099

0.5.2. La Ecuacion logistica o Ley de Verhulst

Esta ecuacidon se utiliza para describir el crecimiento de la poblaciéon de una manera mas precisa que la
Ley de Malthus. Esta ecuacién toma en cuenta le decrecimiento de la poblacién con el término —y?

/

y' = (k—ay) y = ky — ay®

donde k y a son constantes arbitrarias. Esta ecuacién es separable y la solucién tiene la forma de

Y
k—ay

In

—ktc
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0 a0 100 180 200

Figura 8: Poblacién de Venezuela desde 1800

y por lo tanto
k yo
ayo+ (k—ayo) ekt

y(t) =

el crecimiento de la poblacién venezolana desde 1800 puede modelarse con k = 0,018, a = 0,001
0.5.3. La Ley de Enfriamiento de Newton

dr

E = k(T - Tm) T(O) =Ty

la solucién serd
T=(Ty—Tp) et +T,,

y para el caso de una torta recien sacada del horno a una temperatura de Ty = 176°, y una temperatura
ambiente de T, = 23°, con T(80) = 63°,la grafica serd
también se puede modelar el enfriamiento con una temperatura del ambiente variable esto es

dT

Cr=HT-Ta(®)  TO) =T,
t

témese, por ejemplo,

t
T, (t) = 23 — 10 cos <7;2> con 0 < t < 24 horas

ar 1 Tt
=z (1r-93— il
7 4( 3 7cos<12>>
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Figura 9: Poblacién de Venezuela desde 1800

160
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100
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40

0 20 40 B0 80

Figura 10: Enfriamiento de una torta recien horneada
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Figura 11: Variacién de la Temperatura Construcciones

con la solucién

() —237% + 1le~in? + 21 7 sen(ZL) + 63 cos(ZL) — 207 + 36 ¢~ 1
a 9+ 72

y la siguiente evolucién

0.5.4. Interés Compuesto.

Otra de las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales es en el calculo del crecimiento del capital inicial,
depositado en un banco Cjy durante un cierto lapso de tiempo y sujeto a un determinada tasa de interés.
Luego del lapso de tiempo, el nuevo capital serd

int
Cl - CO (1 + 100)

Pasados dos lapsos (anos) de tiempo el capital serd
mnt nt mnt
Co=C11+—)=Co|1+— ) [1+-—
2 1(“L100> °(+100><+100>

int\"
= 1 _—
C(t) Cb( + 100>

Ahora bien, si el pago de los intereses se hace varias veces durante ese lapso, entonces tendremos

int int int
% Cl( +100~2> CO( +100.2>( +100.2)
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Finalmente, si el interés se paga k veces en cada lapso, entonces

. kt
C(t) = Gy (1 4 1&%) . (31)

Si k = 12 entonces se tienen intereses pagaderos sobre saldos mensuales. En el caso de que k = 365, los
intereses son pagaderos sobre saldos diarios. Nétese que si

int \* int
k—)oo:>(1+ ) —eioo b

100 - k

entonces, podemos aproximar este modelo discreto de pagos sobre saldos por uno continuo, i.e.

int
100

C(t) = Chei® ! & C'(t) = —C(1).

Existen situaciones en las cuales los bancos, movidos por la competencia, ofrecen cancelar los intereses sobre
un ano hipotético de 360 dias. En este caso, el capital crece como:

int 365t
)=Co (14— . 2
c) CO( + 100~360) (32)

La siguiente tabla muestra una comparacion del crecimiento del capital inicial Cy = 1, en un lapso de 10
anos, sujeto a intereses del 40 % sobre saldos diarios y siguiendo los tres modelos antes mencionados.

Afios | C(t) = Coet®d * | C(t) = Co (14 7)™ . | C(8) = Co (1 + k)™

0 1.0 1.0 1.0

1 1.491497997 1.491824698 1.499797972
2 2.224566275 2.225540028 2.249393957
3 | 3317936142 3.320116923 3.373636494
4 | 4.948695110 4.953032424 5.059773172
5 7.380968843 7.389056099 7.588637542
6 11.00870024 11.02317638 11.38142320
7 16.41945436 16.44464677 17.06983543
8 | 24.48058329 24.53253020 25.60130455
9 | 36.52616442 36.59823444 38.30678465
10 | 5447870107 54.59815003 5758741975

0.5.5. Mecanica Elemental.

El estudio del movimiento de los cuerpos sometidos a la accién de un conjunto de fuerzas externas, fue
una de las principales motivaciones para el planteamiento y solucién de las ecuaciones diferenciales.

—_—
S RO, o) = dm” m a(t) (33)

externas

para sistemas con m = cte (particulas) y con 1@ la velocidad y 7@ la posicion.

dt
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1L

a ] 10 15 20 25 30

Figura 12: Velocidad del paracaidista en funcién del tiempo

Movimientos con Acelaracién Constante

Asi en carreras de velocidad, en las cuales los autos tienen que generar el maximo posible de velocidad
para una distancia dada tendremos, que la ecuaciéon Newton 44 se expresa

du(t) _ { v(t) = v + £t }

dt z(t) = xo + vot + § =t

cce=F=m

Los valores tipicos para este caso son vg =19 =0, a = % =98 m/s? , y por lo tanto la velocidad final a
los 400 m. es
v = V2ax ~ 89 m/s=320,4 Km/h

Friccién en Fluidos

Por su parte, la descripcién del movimiento de un paracaidista la ecuacién 44 se convierte en

S F) = —mg + e? = dgt(t) - ;Et) —m aft) (34)

externas

con ¢ una constante arbitraria que depende de la forma del cuerpo. Integrando esta ecuacién separable se

obtiene
1 —exp (—%}—it)

(35)
1+exp (_279:)

v(t) = —u

Donde hemos definido la velocidad terminal

Ve = —
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Figura 13: Posicién del paracaidista respecto al tiempo

como la velocidad que anula la sumatoria de fuerzas y a partir de la cual el cuerpo cae sin aceleracion.
El tiempo que tarda en alcanzar esa velocidad es estrictamente para ¢ — oo , sin embargo, una buena
aproximacién que surge de la ecuacién 35, la constituye: ¢t > v;/2g . La velocidad terminal tipica en un dia
soleado para un paracaidista de 70 Kg., en posicién de “dguila extendida”, es 54 m/s. (194,4 Km/h.) y por
lo tanto alcanza la velocidad terminal luego de aproximadamente 15 s. esta situacion se aprecia claramente
en la figura 12.

Por su parte, la posicién surge al integrar la ecuaciéon 35

<
53

N
53

dy (1) 1 —exp (- 221)
dt 1+ exp (_ )

Ut

integrando esta ecuacién obtendremos

Yo — y(t) = v t+ L | — (36)
9 exp <72U—gtt> +1

Con el comportamiento grafico que muestra la figura 13.

Fuerzas Elasticas

Otra situacién muy conocida se presenta bajo la accién de fuerzas eldsticas. Asi, la ecuacién 44, ahora se
expresa como
du(t)

Z F(z(t)) = —kx(t) =m o

externas

=m Cl(t) )

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 43



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias BORRADOR PRELIMINAR
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Figura 14: Trayectoria de la Flecha al abandonar el arco.

Utilizando la “regla de la cadena”

dv(t)  do(t) dz(t) du(t)
= = ’l)(t)
dt dx(t) dt dx(t)
Se convierte en separable y se integra para obtener la velocidad
_ 2
m ’U(t)2 -k .%‘(t)Q + Cl - U(t) _ dﬂcﬁ;tt) _ k fl?(t) + CO (37)
m

La posicién sera

x(t) = Cy sen (\/Zt + Cg)

Para analizar el caso del lanzamiento de una flecha (23 g.) por una arco de 30 Ib (134 N) el cual un arquero
puede separarlo 0,72 m. se obtiene la velocidad de salida de la flecha como

134
f_d,/ _ 0T 65 m/s

Es interesante mencionar que en 100 m la flecha baja una distancia de ~ 11 m. !

Sistemas de Masa Variable

Otro de los ejemplos interesantes es la evolucién de sistemas de masa variable. El primero de los caso
tiene que ver con una barca de masa mg que tiene una velocidad inicial vy en su navegar, comienza a llover y
se va llenando de agua. El agua se acumula con una tasa o (masa por unidad de tiempo). Se pide encontrar
la velocidad de la barca como funcién del tiempo.

P = mv = const = mgug
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si ddLg =0 = cont = m (t) = mg + ot y consecuentemente

mo
v(t) =vg———
mo + ot
Un segundo caso tiene que ver con una masa M atada a una cadena de densidad lineal de masa p. Esta
masa se impulsa hacia arriba con una velocidad inicial vy. Se pide encontrar el tiempo en que alcanza la
altura maxima. La ecuacién de Newton para este caso se puede expresar como

d d d
_Pesol\/fasa - Pesocadena = (;'ZU) A _Mg - prg = ?TU + ?z:m
0 equivalentemente
dp &= % +z
—gp€ = — donde y
p=mv=pSz
con lo cual J
P
—gpép = o = —gpEmd§ = pdp = —gp&p€d§ = pdp
3
13 P 53 (M> 2 2
262 2 P p (movo)
— dé = d = > — = - —
/Jpwgpf 3 /movopp 97" | 5 3 5 >
pEdE

t—ty=

M\3
\/QQPQ (533 _ (pS) + (mozvo)Q)

Finalmente el caso mas emblematico es el movimiemto de un cohete que consume una fracciéon importante
de su combustible. Llamemos v la velocidad de cohete para un instante de tiempo ¢ y v’ la velocidad de salida
de los gases respecto a tierra. Para ese instante t la cantidad de movimiento del cohete es mwv un instante dt
maés tarde la cantidad de movimiento sera

Un Cohete en Movimiento

p' = (m+dm)(v+ dv) + (—dm)v' = mv +m dv — dm (v — v)
——— ——

cohete gases vel. rel.

Entonces el cambio en la cantidad de movimiento sera
dp=p —p=mdv— vggses dM
y por lo tanto la ecuacién de Newton

du(t) dm
a ey = 2 F

externas

m(t)

Despreciando la resistencia del aire y suponiendo la gravedad constante, tendremos

dv(t)  Vgases dm
dt m dt

=g
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Figura 15: Velocidad del Cohete

integrando

m;
v =1y + Vgases In (Tr},(t)) - gt

si suponemos que el combustible se quema de la forma

d
m(t) = m;(1 + at) < d—T =a=cte

La cantidad
dm

dt

E= Vgases

se denomina el empuje del cohete.

0.5.6. Modelado de Concentracién/Desliemiento de Soluciones

Otro de los problemas tipicos donde se aplican exitosamente las ecuaciones diferenciales son los problemas
de manejo de concentracifon de sustancias en soluciones l[iquidas. El principal objetivo, consiste en plantear
el problema en t[ermino del problema de valores iniciales que gobierna el fen[omeno (ecuacifon diferencial +
condiciones iniciales). Para ello, en este tipo de problemas, siempre utilizaremos la regla intuitiva de

Tasa de Cambio de la Concentracijon = Tasa de Ingreso — Tasa de Egreso

Asli, tendremos que para un problema t[ipico en el cual inicialmente se encuentran diluidos en un recipiente
(un tanque) yo gr de una sustancia en Vj litros de un 1fiquido. A este tanque le cae otro l[liquido con una
concentracifon distinta de la misma sustancia a vepntradq lit/min, mientras que vsqi:dq lit/min salen del tanque.
Si suponemos que dentro del tanque sucede alg[un proceso de homogenizacijon de la solucifon, la pregunta
t[ipica esque queremos saber la cantidad de sustancia que se encuentra en el tanque en un tiempo ¢. A la
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Figura 16: Posicién del Cohete

concentracifon de la sustancia en el l[iquido de entrada (gr/lit), en un tiempo ¢, la denotaremos como C ()
gr/lit. La figura (17) ilustra este proceso.

Para empezar notemos que, en esta situacifon el volumen no es constante. Por lo tanto, con el mismo
esp[iritu de la “ley de balanceo” que hemos propuesto, si las velocidades de ingreso y egreso son constantes,
nos queda que la variacifon del volumen inicial viene dada por la diferencia de estas velocidades, esto es

V/ (t) = Ventrada — Usalida = v (t) - Vb + (Uentrada - Usalida)t

con lo cual tambi[en hemos integrado una ecuacifon diferencial para encontrar como variar[a el volumen con
el tiempo.

Para la construccifon de la ecuacifon diferencial, procedemos de manera similar y si describimos la can-
tidad de sustancia en el tanque como y (¢) , nos queda que la tasa de cambio de la cantidad de sustancia en
el tanque ser[a

lit gr lit y (1) gr
) s (22) €. () = s (2 r
Y (8) = Ventrada (ml’n) *) lit Yealida | T Vo + (Ventrada — Usalida) t lit

Tasa de Ingreso Tasa de Egreso

Por lo tanto la ecuacifon diferencial tomar[a la forma t[ipica de una ecuacifon diferencial lineal de primer
orden inhomog[enea

() +y(t Sl — et C (t
y()—‘ry()%‘i’(’l}ent*vsa])t Vent ()
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Cantidad d ia que ingresa

(1)

idad de materia

Volumen =V
qu

Figura 17: Soluciones y tanques

que tendr[a por solucifon

— Usal
Yo (—v — >
((_UEHt + vSa,l) t— %) ent sal

( Usal >
(—‘/0) Vent — Usal

Yy (t) - Respuesta a las Condiciones iniciales
Usal .

Usal )
- ((_vent + 'Usal) t— VE)) ~Uent t Usal / Vent C (u> (’LL (Uent - Usal) + VO)(Uth — Usal/ du
0

Respuesta a la Exitacifon externa

Nlotese lo gen[erico de esta solucifon. Por un lado, la concentracifon de la sustancia, C (t), en la solucifon
que entra al sistema es distinta a la concentracifon de la sustancia presente en el tanque, m[as a[un, puede
ser variable con el tiempo. Por otro lado esta solucifon presenta una singularidad (un infinito) cuando la
velocidad de ingreso es igual a la velocidad de egreso. Para este caso en el cual el volumen del tanque
permanece constante tendremos que resolver la ecuacifon diferencial

v ¢ ( Usalida U) _ Usalida 4
y/ (t) +y (t) ‘S/al = VentC (t) =Y (t) = (/ ¢ (u) Uentrada € 14 du + y0> € 14
0 0

Tal y como hemos mencionado varias veces (y seguiremos mencionando) la solucifon general para una ecua-
cifon diferencial inhomog[enea se compone de dos soluciones, la soluci[on de la ecuaci[on diferencial homg[enea
m(as la solucifon de la inhomog[ena.

Ygeneral («T) = Yhomoglenea (x) + Yinhomog[enea (x)
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Este ejemplo nos permite constatar el sentido cada una de estas soluciones, vale decir

_ Usalida t _ Usalida t ¢ (Usalida U)
y(t) = yoe V +e V / C (u) Ventradae™ V' /du
S——— 0

Respuesta a las Condiciones Iniciales
Respuesta a la Exitaci[on externa

En esta es una visijon que debemos conservar, en general para todas las ecuaciones lineales inhomog[eneas
independientes del orden de la ecuacifon diferencial, as[i recordando, dada una ecuacifon diferencial y su
solucifon tal que se cumple la condicifon inicial y (0) = yo entonces siempre es posible

LY@+ p@y @) =) @ yle) = goeli P clipone [T ) elriteg,
dxr — 0

soluci[on homg[enea
Solucifon inhomog[enea
donde ahora vemos claramente que la solucifon de la homog[enea da cuenta a las condiciones iniciales del
proceso y la solucifon de la inhomogenea provee la respuesta a la exitacifon externa al sistema.
Este comportamiento de las soluciones es [util si nos planteamos que al tratar de “limpiar” una piscina,
a la cual le hemos anadido el doble de la cantidad de sulfatos permitida, y queremos saber cuanto tiempo
tenemos que mantener abierta una entrada de 120 lits/min de agua sin sulfatos y la salida de la piscina que
responde a 60 lits/min. La piscina en cuestifon tiene 20 m de longitud, 10 m de ancho y 2 m de profundidad.
Siguiendo los pasos anteriormente planteados, tendremos que
(1)
min —0

lit
4 x 1051it + (120 — 60) ¢ <1>

min

y@+y@< o )oﬁy@+ym
= 0= y(t) = 20000-—2L

‘/0 + (vent - vsal) t
1i
(i)
min
lit ) ; 3t 4+ 20000

4 x 1051it + 60 (
min

y' () +y(t)

donde el volumen es V = 400m? = 400 (100cm)”® = 4 x 10%¢m® = 4 x 10% (107%1it) = 4 x 10°lit.
Con lo cual el tiempo para que la cantidad final decaiga a la mitad de la inicial surge de

2yo .
=2 — =t tos MM
Yo 0000 37 20000 = 6,666, 66 minutos

0.6. Definiciones para comenzar

Definicion
La ecuacion diferencial

ag() y(x) +ai(z) y'(@) + -+ ap_1(z) y" V(@) +an(z) y V(@) = Fz) & Zai(x) yW (@) = Fl)

es lineal de orden n . Obviamente,

F(x)=0 = Homogénea
F(z)#0 — InHomogénea
a;(x) = a; = ctes
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Figura 18: y(z) = 247 + 2e”

Definicién
Si los coeficientes a; = ctes entonces la ecuacién diferencial lineal y homogénea, de orden n , tiene asociada
un polinomio caracteristico de la forma
™ + 1" e agr? Fagr +ag =0
Las raices de este polinomio indicardan la forma de la solucién.
Definicién
Si el polinomio caracteristico puede factorizarse

(r— ml)k1 (r— mg)k2 (r— mg,)k3 coe(r = ml)’” =0
entonces diremos que las raices my, mpy,, Mk, -+ , My, tienen multiplicidades k1, k2, k3, -+ , k; , respectiva-
mente.
0.7. Homogéneas, Lineales, de Segundo Orden

La ecuacion
ay +by +cy=0 < ar’4+br+c=0

tiene asociada ese polinomio caracteristico y sus raices my y ms condicionan la solucién de la manera siguiente

1. Si my # mg y m1 y mso son reales, entonces la solucién es

y = Cre™7T + Che™*
2. Si m; =ms y my y mo son reales, entonces la solucion es
y = C1e™7 4+ Cy ze™*
3. Simy =a+if con §#£0y me=m; =a—if3, entonces la solucién es

y =e* 7 (Cycospr + Cs sen betax)
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-10-

Figura 19: y(z) = Cre™** + Cae® para C; = {—1,0,1} y Cy = {-1,0,1}

Ejemplos
La ecuacion

v +3y —4y=0; y0)=1 A Y0O)=-1 & r?+3r—4=>r+4)(r—1)=0

tiene asociado ese polinomio caracteristico y por lo tanto tiene como solucién general

y(x) = Cre™* 4 Cye® 'y como solucién particular y(z) = %e_‘l” + ge”’
En la figura 18 se encuentra graficada esa soluci’on particular. De igual modo, para distintos valores de
Cy = {-1,0,1} y Cy = {—1,0,1} tendremos las gréificas representadas en la figura 19 j Cuéles son las
condiciones iniciales a las cuales corresponden esos valores de las constantes?
Otra ecuacién podr’ia ser

v 42 +y=0; y0)=1 A Y0)=-1 & P+2r+1=(r+1)>%*=0
y por lo tanto tiene como solucién general

y(x) = Cre™® + Cy xze™® y como solucién particular  y(z) =e

La grafica para esta soluci’on est’a representada en la figura 20

Para distintos valores de ¢y = {—1,0,1} y C2 = {=1,0,1} tendremos las gréficas representadas en la
figura 21. Cabe seguir preguntando ; Cudles son las condiciones iniciales a las cuales corresponden esos
valores de las constantes?

Finalmente, la ecuacién

Y + 4y + 20y = 0; y(0)=3 A Y0)=-1 & P24+4r+20=(r+22+16=0
con las siguientes soluciones r = —2 + 47 y por lo tanto tiene como solucién general
5
y(x) = e (C) cosdx + Cysendr) y como solucién particular y(x) = e~ 2® (3 cosdx + 4sen4x)
y su representaci’on gr’afica se encuentra en la figura 22 y para distintos valores de las constantes

Al igual que en los casos anteriores, para distintos valores de las constantes de integraci’on, tendremos
las graficas de la figura 23

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 51



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias BORRADOR PRELIMINAR

Figura 21: y(z) = Cie 4+ Cy xze™® para C; = {-1,0,1} y Cy = {-1,0,1}

0.8. Ecuaciones Diferenciales de Orden n

La ecuacion
ao y(@) + a1 y' (@) + -+ a1 y" (@) + an y™(z) =0

con a; = ctes tiene asociada un polinomio caracteristico de la forma
™ + A1 4 asr? +ar +ag =0
el cual condicionard la solucién de la siguiente forma

1. Si m es una raiz real con multiplicidad k = 2 entonces las k soluciones asociadas con m seréan de la
forma
em® mx .2, _mx 31nz'..xkflemz
2. Sim y m son parejas de soluciones complejas, a+if , del polinomio caracteristico y tienen multiplicidad
k , entonces las soluciones correspondientes seran

$k_1 ax k—1_ax

e** cos Bx; e*senfx; - - - e** cos fx; " e*Tsenfr
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Figura 23: y(r) = e=2* (C} cos4x + Cosendx) para Oy = {—1,0,1} y Co = {—1,0,1}

Ejemplos
= La ecuacién
2y + 2 5y —y=0 & 24 +2r* —5r—1=Br+1)2r—1)4r+1)=0

consecuentemente con las raices

y con la solucién de la forma
y(z) = Cre /3 4 Che™/? 4 Cye /4
= La ecuacién
v 43y 43 +y=0 & P43 4+3r+1=>r+1)3=0

con las raices m = —1 con multiplicidad & = 3 y con una solucién de la forma

y(x) = Cre™ " + Coze™™ + Cyz?e™
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= La ecuacién
Ay 412y +49y" +42y' +10y =0 & 4r* +120° +497% +42r +10 = (1> +2r +10)(2r +1)* = 0
consecuentemente con las raices
mp =—1+3i, me=-1-3i, mg= —%, con multiplicidad 2

Entonces la solucion es de la forma

y(z) = e7%(Cy cos 3z + Cosendx) + Cse™ /2 + Cyae /2

= La ecuacion
y W 4 4y 24y" + 40y +100y =0 < rt 4+ 4r® 4+ 2472 4 40r 4+ 100 = (12 4 2r +10)2 =0

con las raices
mp=—1+3i, me=—1-—3i, con multiplicidad 2.

Entonces la solucion es de la forma

y(x) = e~ ¥(Cy cos 3z + Casendz + Cs x cos 3z + Cy xsen3x)

= La ecuacion
dy"" 4+ 33y’ — 37y = 0;

con
y(0)=0; ¥ (0)=-1; 2'(0)=3 & 43+33r—-37=(r—1)4r>+4r+37)=0
consecuentemente con una solucién general de la forma
y(z) = Cre® 4+ e~ %/2(Cy cos 3z + Cssen3z)

y con la solucién particular
8 19
_ 2z _ —z/20 2 -
y(z) e’ —e (45 cos 3z + 45Sen3:1ﬂ)
0.9. Algunos Métodos de Solucion para Ecuaciones Inhomog’eneas

0.9.1. El Wronskiano

Definicién: Independencia y Dependencia Lineal.

Sean n funciones fi(x), fa(x), f3(z), fa(z), -+ fn(z), cuando menos n — 1 veces diferenciables. Entonces,
el conjunto S = {f1(z), fa(x), f3(x), fa(x), --- fu(x)}, se dice linealmente dependiente en el intervalo I, si
existen algunas constantes, c1, ca, c3, ¢4, ---c, distintas de cero tal que

Zci filx) =c1 fi(x) +c2 falx)+ -4 cn fu(x) =0
im1
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W \_4 ) il 2 g 4
T5

Figura 24: y(z) = £e* — e=%/2(£ cos 3z + Hsen3z)

Por el contrario, si no existe ninguna constante ¢; # 0, se dird que S es linealmente independiente.
Definicién:Wronskiano

El conjunto S = {f1(x), fo(x), f3(x), fa(x), --- fu(x)} de funciones, cuando menos n—1 veces diferenciables,

conforman el Wronskiano,

W(S) = W(fi(z), fao(x), fs(x), fa(x), - fu(2))

a través del siguiente determinante

fi(x) fa(z) fn(x)

JS T 71 2)
W(S) = : : : :

£ @) V@) e D)

Si W(S) # 0 al menos en un punto dentro del intervalo I, entonces S es linealmente independiente
Definicién: Conjunto Fundamental de Soluciones.
El conjunto S = {f1(x), fa(x), f3(x), fa(z), --- fu(x)} de n soluciones no triviales a la ecuacién diferencial:

ao(x) y(@) + ar(2) y' (@) + -+ + an(2z) y™ (@) = 0, (38)

Se le denomina conjunto fundamental de soluciones. La combinacion lineal
fl@)=> e fix)=c1 (@) +ca fal@)+-+cn ful2)
i=1

también es solucién de la ecuacién diferencial (38) y se denomina como solucién general de (38). Adicional-

mente, si los coeficientes a;(x) son continuos en el intervalo abierto I para todo i = 1,2,--- ,n , entonces la

ecuacién diferencial (38) tiene un conjunto fundamental de n soluciones linealmente independientes.
Definicién: Soluciones Particulares y Generales.

Dada una ecuacién diferencial lineal Inhomogénea

ao(x) y(@) + ar(@) ¥ (@) + - + an(z) y" (@) = F(2) (39)
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Si yp(x) es solucién de (39) sin constantes arbitrarias, entonces y,(x) se denomina solucién particular de
(39). De igual modo, se denominard solucién general de (39) a la suma de la solucién, y,(z), de la ecuacién
homogénea (38) mads la solucién particular:

y(x) = yn(2) + yp(2)

0.9.2. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados
Dada la ecuacién diferencial
ao y(z) + a1 y' () + -+ + an y"(z) = Flx) (40)

con ag, ai, az, ---a, coeficientes constantes, el método de los coeficientes indeterminados se puede esque-
matizar de la siguiente manera

1. Resuelva la ecuacion diferencial homogénea
ag y(x) +ar y' (@) + - +an y"(z) =0 (41)

y obtenga yp, ().

2. Proponga la forma de la solucién particular para la ecuacién inhomogénea (40) siguiendo el siguiente
procedimiento. Dada F(x) = by go(x) + b1 g1(z) + -+ + by, gn(x), con los b; coeficientes constantes,
entonces

a) Si F(x) = P(z), un polinomio, es decir g;(z) = =™ entonces proponga como solucién particular a
yp(x) = Ao+ A1z + Aoz + Agaz® 4+ -+ A 2™
b) Si g;(x) = 2™ek* entonces proponga como conjunto fundamental de soluciones particulares a
yp(z) = e (Ag + Ay + Agw® + Aza® + - + Az™)

) Si gi(x) = 2™meF cos B o gi(x) = x™e*senBx, entonces proponga como conjunto fundamental

de soluciones particulares a

eFT(Ag + Arw + Agx? + Aza® + - + A,2™) cos B+

Ul?) = ke (A + Ao+ Aga® + Aga® + - + Apa™)senfa

3. Determine el valor de los coeficientes A; al sustituir la solucién propuesta y,(z) en (40)

4. Construya las solucién general y(z) = yn(z) + yp(x)

Ejemplos
y" + 4y + 4y = 4% + 6e”

Tiene como solucién de la homogénea
yn = (C1 + Coz) e

y proponemos como solucién particular de la ecuacion a

yp = (A2? + Bx + C) + De”
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sustituimos su expresién en la ecuacién y obtenemos

2A+ De*+
4(2Ax + B + De*) +
4((Az? + Bz + C) + De®) +
= 422 4 6¢€°

de donde surge el siguiente sistema de ecuaciones

4A =14
8A+4B =0
2A+4B+4C =0
9D =6
y de alli el valor de los coeficientes
3 2
A=1; B=-2 ==; D=-
) b C 2’ 3
y con ellos la soluciéon general
—2z 2 3 2 x
y=(Cr+Cha)e ™ +2° —2u+ o+ e

Ejercicios
1. La ecuacion
y" — 3y + 2y = 2z €>* + 3senx

tiene como solucién

3 3 9
y = Cre® + Cye®® + x 3% — 3 e 4 10 senzx + Ecosx

2. La ecuacién
y// _3y/+2y: 2$2 +3 6290

tiene como solucién

7
y:C1em+C’geQI+§+3x+m2+3x e

0.9.3. Meétodos de Variacién de los Parametros

Dada la ecuacién diferencial

agy(x) +ar ' (@) + - + an y™ (2) = Fla) (42)
El método de variacién de los pardmetros se puede esquematizar de la siguiente manera
1. Resuelva la ecuacion diferencial homogénea
a y(x) + a1 y' (x) + -+ ap y™(2) =0 (43)
y obtenga yp, ().
Herndndez € Nutiez Universidad Industrial de Santander 57



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias BORRADOR PRELIMINAR

2. Proponga como solucién particular
Yp = u1(x) Yyn1 + u2(z) Yn2

donde las funciones uq(x) y us(x) son funciones a determinar en el método y las y; y o son las
soluciones a la ecuacién homogénea (43).

3. Sustituya esta solucién propuesta en la ecuacién (42) para obtener, luego de algin nivel de &lgebra

elemental »

uy () (ag y1 + a1 vy +az yi)+
-0

ua(z) (ag y2 + a1 yh + as y5) +
!
ag (ujyr + usy2) + a1 (Wiy1 + uhyz)
ag (uhyy + ugys) = F(x)

de donde surge el siguiente sistema de ecuaciones algebraico

w1 + uhys =0
az (uyyy +upys) = F(x)

con sus soluciones de la forma,

' 0 ‘ ‘ 0
F(z F(x
Uy (1(2) yé = a(z) yé = gl(x)
Y1 Y2 W(yl,y2)
Yi Y
Y1 0 hn 0
‘ / F(z) ‘ y/ F(z)
u/ _ Y1 as _ 1 as(z) _ g (:L‘)
= = =42
? Y1 Y2 W(yhyz)
Yio Y

e integrando se obtienen los coeficientes respectivos,
up(z) = /gl(x) dz; ug(z) = /QQ(.Z‘) dx
para finalmente obtener la solucién general
y=C1y1+Ca ya +ui(®) y1 +uz(x) y2
nétese que no incorporamos las constantes de integracién en la funciones uy(z) y ua(x).

Ejemplo:
La ecuacién inhomogénea de Cauchy*-Euler®

ao y(:c) +a x y/(aj) +.day 2" y(”)(x) — ]:(33)

4Louis Augustin Baron de Cauchy (1789-1857). Matemético francés, uno de los creadores del andlisis matemdtico
moderno. Estudid, entre otras cuestiones, los criterios de convergencia de series, las funciones de variable compleja y los sistemas

de ecuaciones diferenciales
5Leonhard Euler (1707-1783). Matemadtico suizo. Destacé en el estudio de diversas cuestiones del cdlculo logarftmico y

diferencial, asi como de las series algebraicas y la trigonometria.
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con los a; = ctes, puede ser resuelta por este método. Consideremos una ecuacién de orden 2
cy(x)+bzy(z)+ax?y(z)=F(x)

La solucién de la homogénea se propone como y, = ™ por lo tanto

cy(@) +bay'(z)+aa®y’(z) =
cax™+bxmam 1t +ax?m(m—1)zm?
™ (¢ +bm + am(m — 1))

0
0
0

por lo tanto
am? +(b—a)ym+c=0

con
—(b— a2 _
_— (b—a)++/(b—a)?—4dac
2a

por lo tanto

1. Si my # mo y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera

yn = Crz™ + Cox™?

2. Si my; = ms y ambas reales, entonces la solucion de la homogénea serd

Yp = ™ (Cl + Cg lnx)

3. Simy =me = a+if , entonces la solucién de la homogénea serd

yn = 2% (Crcos(f Inz) + Cy sen(f Inx))

Ahora para lograr la solucién de la inhomogénea suponemos el caso m; # mso por lo tanto

yip =2 yop =™

0 ™2 0 ™2
F _ F _
, (12) ma e 1 (Iz) ma M2 1
ul — a T — a T — gl (x)
™ ™ W(y1,y2)
my ™1 gy g2l
" 0 ™
_ F _ F
e 20| | mam
u2 = poy poy = = gz(.’[)
™ ™2 W (y1,92)
ml xm171 m2 xmgfl

La siguiente ecuacién diferencial
1
a?y" —xy' + 5y = =

tiene como solucién de la homogénea

yn = (Crcos(2 Inz) + Cy sen(2 Inz))
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la solucién particular por el método de variacién de los pardmetros queda como
Yp = u1(x) Yn1 + u2(x) Yn2
calculando los coeficientes respectivos en donde el Wronskiano
W (2 cos(2 Inx); = sen(2 Inx)) =2z

por lo cual los coeficientes quedan

zsen(2Inz)L 1
U = /91($) dr = /de = Zcos(21nx)

2lnz)L 1
U = /gz(:v) de = /zcos(2nx)xdx = Zsen(21nx)
x

finalmente las solucién particular sera
1 1 1
Yp =1 (4 cos?(2Inzx) + 4sen2(2lnx)> =17

y la general

1
y=2x (Crcos(2 Inz)+ Cy sen(2 Inz)) + 1°

0.9.4. Métodos de Reduccién de Orden

Este método supone, por lo tanto
ao(x) y(x) + a1 (x) y'(x) + az(x) ' (z) = F(x)

tendrd como primer solucién no trivial para la ecuacién homogénea, yn1(x), entonces la segunda solucién
vendra dada por

yna(®) = ym (<) / u(x) d

donde u(x) es la funcién incégnita a determinar. Sustituyendo esta expresion en la ecuacién homogénea se
obtiene

=0
(ao(x) y1(x) + ar(z) y1(2) + az(z) yi (2)) / u(z) de+
+az(z) yi(z) v/ (z) + (202(2) y1(2) + ax(2) yi(2)) u(z) =0

resolviendo la ecuacién diferencial para u(x) tendremos que:

,/‘ler
ag
(&

Y

2
1

u(x) =

La ecuacién
r+1

~ D" o) =
(z—1y" +2y 5.2

tiene como solucién y; = Cix + C5 y como solucién general

1
y:Clx+Cg+Cgln\x—1|+§x In |z|
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0.10. Algunas Aplicaciones de las Ecuaciones de Orden Superior

0.10.1. Mecanica y Electricidad

Una de las mas famosas ecuaciones diferenciales, lineales, ordinaria con coeficientes constantes es

. . _d%u du
au+ﬁu+7u:a@+ﬁg+’yu=A(t)

La cual utiliza para describir sistemas mecédnicos y toma la forma

x = Desplazamiento
i—f = Velocidad
d?z dz m = masa
Ty 0 dt the=F() donde n = Constante de Amortiguamiento
k = Constante Eldstica
F(t) = Fuerza Aplicada
y circuitos eléctricos
Q = Carga Eléctrica
% =1 = Intensidad de Corriente
d2Q d@ 1 L = Inductancia
L= 4+R-“4+_-Q=F
de? R dt + C @ ®) donde R = Resistencia
C = Capacitancia
E(t) = Fuerza Electromotriz

Analicemos la ecuacién que describe sistemas mecdnicos y dejamos la cual describe sistemas eléctricos para
un anélisis posterior. El primero de los casos a analizar serd el de las oscilaciones libres, vale decir F' (t) = 0,
lo cual en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales se traduce a ecuaciones diferenciales homogéneas. En
contraste, si F (t) # 0, es decir, el caso inhomogéneo, estaremos describiendo oscilaciones forzadas.

0.10.2. Oscilaciones libres
Analicemos pues del caso del oscilador arménico libre, i.e.

d?z k
m@—l—kzx:() = 1z (t) = C; cos (wot) + Ca sen (wot) con wp=14/—
m

wp se denomina la frecuencia natural de oscilacién y C7 y Cs las constantes de integracién que se determinan

de las condiciones iniciales. Es claro que

: C1 = Acosd
si { C’; _ A§§E§ x (t) = Cy cos (wot) + Casen (wot) < x(t) = Acos (wot + 0)

con R la amplitud y § en angulo de fase. Obviamente, el periodo del movimiento serd

2w m
T:7:2 _—
wo T k
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Figura 25: Oscilador arménico libre. Cambios en la posicién inicial no afectan la frecuencia natural.

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el caso de un sistema en el cual m = 0,1 Kg. y ¥ = 0,4 N/m En

este caso la frecuencia angular wg = \/% = 2 rad/sg. La ecuacién diferencial que describe este movimiento
sera

z(0) =1; ?Tﬂt:o =0; = x(t) = cos(2t)
(:T;E+4:17:0 A z (0) = 4; ‘é—ﬂt:O:O =z (t) =4cos(2t)
x (0) = —2; ?Tﬂt:o =0 = z(t) = —2cos(2t)
x (0) = 0; i—ﬂt:(} =1; = a(t)= 3sen(2t)
%+4x:0 A x (0) = 0; i—f|t=0:4; = 1z (t) = 2sen (2f)

z (0) = 0; %|t:0:—2 = x(t) = —sen (2t)

0.10.3. Oscilaciones Libres Amortiguadas

Consideremos que en el movimiento actiia una fuerza de amortiguaciéon proporcional a la velocidad, por
lo cual el movimiento viene descrito por

dz—x+ dr g —dQ—x+2 P
T T W TE e M g TP T

la cual constituye una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden. Las raices del polinomio
caracteristico asociado serdn

—n+ 2_4 2k
S m:_ﬁiW:_uim
2m 2m 2m m
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Figura 26: Oscilador Arménico Libre. Cambios de velocidad incial no afectan la frecuencia natural

por lo tanto la solucién serd
o) = O~V 4 (- V))
de donde se deducen los siguientes casos
z(t)=Ch et + Oy et < p?—w?2 >0 Sobreamortiguado

z(t)=(Cr+Cot)er? < p-wi=0 Critico

z(t)=ert {Cl cos [(\/LW) t] + Chsen [(\/LW) t}} < p?—wi<0  Subamortiguado

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el mismo caso del sistema anterior en el cual m = 0,1 Kg. y
k = 0,4 N/m, sélo que ahora la constante de amortiguamiento serd n = 0,60, 0,40 y 0,15 En todos los caso la

frecuencia angular wy = \/% = 2 rad/sg. y la cantidad subradical (uQ - w%) corresponderd a los tres casos

anteriormente mencionados. Las ecuaciones diferenciales que describen este movimiento seran

z(0)=0
dz dz _ _ (1 7 V5-3)t 1 7 —(3+V5)t
d2169 1 40=0 A N = x(t)f(§+ﬁ)e( )+(§*ﬁ)e( )
E’t:0:4
. z(0)=0
Crigdeigp—0 A = ()= (1+6t)e ™
dz _
E|t:074
d2 d x(O):O 1¢] 9 V15 V15
A I R R
dt lg=0 —
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Figura 27: Oscilaciones libres amortiguadas y no amortiguadas. Notese que el periodo es mayor para el caso
subamortiguado

Si en los casos anteriores cambiamos el signo de la velocidad inicial, i.e. ‘fi—f
siguiente representacién gréfica.

|t:0 = —4 m/s, tendremos la

PO =1 =k > 2= (e

z(0) =1; %|t=0 =—4 = z(t)=e 2t [\;—115 sen (@t) + cos (@t)}

En todos los casos dado que 1,73 < 0 se tiene que z (¢ — 0) — 0. El movimiento subamortiguado es
periddico y el periodo viene descrito por

21 2 2
T = wo - T si <“> <<l = Ty ~T (1 + % (“) )
\/1(H)2 \/1<u)2 wo wo

wo wo

el cual siempre sera mayor que el periodo de oscilacién natural del sistema.

0.10.4. Oscilaciones Forzadas

Supongamos ahora que existe una fuerza aplicada al sistema tal que

d%x dx

249, =
T

F
2 . _ 20
e +uwyx= — cos (wt)
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Figura 28: Oscilaciones Libres amortiguadas con cambio de signo en la velocidad inicial

Oscilaciones Forzadas no amortiguadas

En este caso = 0 y por lo tanto

d2x 2 Fo
w +wix= Ecos(wt)

Amplitud modulada w # wy
y tendra como solucién

Fy
m (w3 — w?)

inhomogénea

Fy

ey =) cos (wt)

x (t) = C cos (wot) + Ca sen (wot) + cos (wt) = Acos (wot + 0) +

homogénea

con lo cual es la suma de dos movimientos arménicos con distintas frecuencias y amplitudes. Si el cuerpo
parte del reposo, esto es: z (0) = & (0) = 0 entonces

Ci= ot
(w§-=2) = z(t)= m(wZFO—zUQ) [cos (wt) — cos (wot)]
Cy=0 0
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Figura 29: Oscilador arménico forzado con @ = w3 Nétese el fenémeno de resonancia

dado que

(457 (257}
cos (wot) = cos <w02_w> cos <w0—2|—w) — sen (wo 2_ w) sen <w0;w)
wo—w\ _ (wotw\],

_ [wgzj ) onz )}} wo — @ wo + @
cos (wt) COS( 5 >COS< 5 )+sen( 5 )sen< 5 )

- gt (550 o (5)

m (w§ —

Envolvente

Ejemplo El mismo sistema anterior en el cual m = 0,1 Kg. y k¥ = 0,4 N/m, cuando parte del reposo
desde el origen de coordenadas y existe una fuerza de excitacién F = 0,5 cos (3t). Por lo tanto la ecuacién

diferencial que describe el movimiento sera

&’z #(0)=0 1 5
— +4 & =5cos (3t) = x(t) = cos(2t) — cos(3t) =2sen| =t|sen| -t
dt? dx -0 —— ~—— 2 2
dt |t:0 - homogénea  inhomogénea =~ ——"
envolvente
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Figura 30: Oscilador arménico forzado. Nétese la envolvente de la funcion

Resonancia w = wy

En el caso que la frecuencia de la fuerza de excitacion coincida con la frecuencia natural del sistema, se
tiene
d?z

F
@ + w% xTr = FO COS ((JJOt) - € (t) = Cl cos (wot) + 02 sen (WOt) + ZmOOJO

t sen (wot)

envolvente

Ejemplo El sistema anterior (m = 0,1 Kg. y k = 0,4 N/m), cuando parte del reposo desde el origen
de coordenadas y existe una fuerza de excitacién F = 0,5 cos (2t) . Por lo tanto la ecuacién diferencial que
describe el movimiento sera

0)=0
4z z( t
S 440 =>5cos (2t) A = z(t) = ot sen (2t)
dt2 da —0 4

E’tzo -

0.10.5. Oscilaciones Forzadas amortiguadas

En este caso p # 0 y por lo tanto

&z, dz
Hoa

F
2 . *o
D +wix= —cos (wt)

la cual tendra como solucion

0=l CH D) D) (e )ty o

m (W —=?)? + (2uw)
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Figura 31: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltaje constante. Nétese que el
sistema alcanza el régimen estacionario cercano a los 0,3 sg

una vez mas se puede convertir en

z(t) = Cle(‘(“+v wEwg)t) | Cze(‘(“‘v“z‘“@)t) . B
" =)+ )’
solucién homogéne =régimen transitorio wo w Hw

solucién inhomogénea = régimen estacionario

cos (wt — ()

donde
(wg — w2) 2uww

v osen(Q) =
Vit — 222 + (2uw)? Vi =) + (2um)?

Es claro que el término homogéneo en todos sus casos (sobreamortiguado, critico y subamortiguado) tiende a
cero, por ello se considera un término transitorio, no asf el término inhomogéneo que permanece oscilando. En
términos Fisico se pude decir que el término transitorio representa la disipacién de la energia inicial que se le
provee al sistema a través de la posicién y la velocidad inicial de lanzamiento. Esta energia inicial se expresa
a través de las condiciones iniciales se disipa. Si no existiera disipacién esta energia inicial permaneceria por
siempre en el sistema. Finalmente el término inhomogéneo, a través de la fuerza de excitacién, impone el
movimiento al sistema. Notese ademés que el termino inhomogéneo nunca se hace infinito, ni siquiera para el
caso para el cual tiene un méximo y es aquel en el cual la frecuencia de excitacién coincide con la frecuencia
natural del sistema.

cos (¢) =

Ejemplo En un circuito RLC, cuyos componentes son L = 1 henry, R = 40 ohmiosy C = m faradios, se

le aplica un tensién de V' = 24 voltios. Determine el comportamiento de la carga y la intensidad de corriente
en el circuito.
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Figura 32: Intensidad en un circuito RLC sometido a un voltaje constante

La ecuacién diferencial que describe el comportamiento del sistema

d?Q () d) 1 d*Q (t) dQ (t) 1
L R — Q=F( 40 40000 t) ==
ez TRy to¢sFe = e Vg T @) =3
d2I (t) dr) 1 dE (t) d?I (t) dr (t)
L R —I1(t) = 40 40000 I (¢t 0
e TRy telW=—g - aw Ty T ®) =
tomando en cuenta las condiciones iniciales tendremos como solucién
Q(0)=10"" Q(t) = goo0 T [Q%ZQOSGH (V1160t) + g5 cos (\ﬁGOt)}
=
_ d@ _10-2
I1(0)= % =10 I(t)= % = 20t [ﬁ cos (\/ﬁGOt) — 3&;{)?8(311 (\/ﬁGOt)}

t=0
Si en vez de un tensién constante de 0,5 V. la fuente de tensién es sinusoidal de la forma E (t) =

é cos (180¢) voltios las ecuaciones se transforman en

d?Q d@ 1 4 2
40 — 440000 Q = - 180¢ 0) =10" AN T(0)= — =10~
Tl + T + Q= 2COS( ) con Q(0) (0) at |,
d?I dr
Tl + 40 n + 40000 I = —90sen (180¢)
con sus correspondientes soluciones a las condiciones iniciales del sistema
1 293+/11 19
£)= —— {20t ~ (60\/ 1t) + — (60\/ t) — 7 cos (180%) + ——sen (180¢
@) = To00 {e l 30140 0" ) + 5 o8 74 cos (180f) + Zygsen (180¢)
1 103 2461+/11 171
I(t) = — e 200 6011t 6011t — 180t) + — 180t
) = 100 {6 274 ¢ ( ) 3014 0" ( ) + 37Sen (1801) + 57 cos (1801)

69
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Figura 33: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltaje sinusoidal V(t) =
1 cos (180t) . Nétese el régimen transitorio (0 < ¢ < 0,17) y estacionario (¢ 2 0,17).

Por analogia con el caso mecanico procedemos a identificar cantidades

_ R
=1 Vo 1
2 2 2y/w? — 78400%2 + 1
wi = % L\/ ( Llc w2) + (LR w) Vot — 78400w 600000000

con ello se puede ver la funcionalidad de la amplitud con la frecuencia excitatriz

0.10.6. Movimiento alrededor de un punto de equilibrio

La fuerza elastica F' = —k x mas alla de ser el caso més simple, representa la primera aproximacion al
movimiento alrededor de un punto de equilibrio estable. Si recordamos que para una fuerza que derive de un
potencial

dv d (lk 932)
dz v dzx
mas aun, un punto de equilibrio estable se define aquel en el cual no existen fuerzas externas, vale decir
dv
F =0 - =0
|;E xo dx N

por lo cual, dado un potencial de una fuerza arbitraria siempre podemos expandirlo en series de Taylor
alrededor de un punto de equilibrio x = xg

av 1 , A2V 1 s B3V
V() = v (x0) + (x — x0) T T (x — o) qa2 T3 (z = 20) 123
T=x Tr=x0 T=xo
=0
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Figura 34: Intensidad de corriente en un circuito RLC sometido a un voltaje sinusoidal V(¢) = % cos (180¢)

Asi, en general, alrededor de un punto de equilibrio z = x( la primera aproximacién de una funcién potencial

seraV (z) ~ 47 (z — 20)° ‘?;‘2/ ~ 3k (z— 20)? . Asf, un potencial de la forma
T=T0

1
V(z) = 616 —2x° + %x‘l - 5—??13 + 1222

Solucién: z° — 10z* + 3522 — 5022 + 242 Solucién: que genera una fuerza

dV (x)
Az

F= = — (2° — 102" + 352° — 502° + 24x)
tendra dos puntos de equilibrio = 0 y £ = 4. En torno a x = 0 se podra aproximar con un potencial
parabdlico

= 1227
tal y como se observa graficamente

0.10.7. Péndulo Simple con desplazamiento finito.

El caso tipico de esta aproximacion lo constituye el péndulo simple: una masa m, empotrada a una
varilla, de masa despreciable y de longitud L. La varilla se desplaza un angulo 6 de la vertical y se suelta.
La Figura (37) muestra el diagrama de cuerpo libre del Péndulo Fisico. Desde la ancestral fisica general,
aun en secundaria, era proverbial resolver este problema suponiendo dngulos pequenos. En esas tempranas
épocas de nuestro conocimiento de Fisica era limitado y més limitado ain era nuestra capacidad para resolver
ecuaciones diferenciales. A este “problema” se le conoce con el péndulo fisico. Como siempre, aproximar es un
arte y exploremos este arte. Como norma general tendremos que se debe aproximar al final. Pero no siempre.
Si suponemos un cuerpo de masa constante, m, las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento no
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Figura 35: Amplitud como funcién de la frecuencia excitatriz. Nétese el maximo de la amplitud cuando el
sistema entra en resonancia, i.e. w = wy

pueden ser otras que aquellas que provengan de las ecuaciones de Newton

_ 3
> e = T G a6 40 ) (44)

externas

Es bueno recordar que hay que expresar la aceleracién en un sistema de coordenadas méviles (i, Q).
Esto es

4, =cos(f)i+sen()] = d;r = (—sen (0) 7+ cos (6) j) %z(f) = diit) g = 0 (t) 0y

Gy = —sen(f)i+cos(0)] = % = — (cos (0) i+ sen (0) ) %it) = _%it)ﬁ’” =-0(t)a,

con lo cual
7(t) =7 (t) i, — 7 (t) = d(rgt) &) a6 (1)
y

o afm a0 ) ) . .

Q) = - = (F-r®E®)a+ (200 +r i)
esclaroquesir(t)=L=cte =7 (t)=0@)=7({)=a(t)=0

F =18, = o0)="C"rhua,
y
d(L6t)a N2 .
@ (t) = (dte) _ (—L (00) ) .+ (L 1)) g
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Figura 36: Aproximacién por una pardbola en torno a z = 0

Asi, y para este caso particular, las ecuaciones de Newton quedan como

B m a, = —mL6? (t) = =T + mg cos (0)
ma=T4+mg§ = } (45)
m ag = mLO (t) = —mgsen (6).

El caso que todos nos aprendimos de memoria, proviene de la suposicién 6 a2 sen (6) < 1 que implica:

. mLO? (t) = =T +mg
mad=T+mg = ) (46)
mLl (t) = —mgb.

con lo cual, ahora, en este curso, sabemos que lo podemos integrar inmediatamente. Si suponemos que parte
del reposo: 8 (0) =0y 6(0) =6,

LO(t) = —gf(t) =0(t)=C1 sen ( it) +C2 cos ( Zt) =0 (t) = 0y cos (\/§t>
y el periodo puede ser integrado
0(4)0(t) = —%9 () 0(t) = Eropa o cte = 6 (1) + 2%9 ()} = (t) = % 62 —62) (47

que no es otra cosa que la energia total del sistema. Por lo tanto sabemos que en el instante inicial, si soltamos
la masa desde un dngulo 0y, la energia total es puramente potencial. Es decir

1
Eiotal = Epotenciat = mgL (1 — cos (6y)) = 2mgL sen? (290> (48)

por otro lado, de la ecuacién (47) podemos obtener el perfodo de oscilacién para el Péndulo Fisico linealizado:

w = a(t) = \)%(0(2) _92) =T = \/ljarctan (02002>
L VY0
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Tension

Figura 37: Diagrama de Cuerpo Libre, del Péndulo Fisico

Este caso también se conoce con el nombre de oscilador arménico simple o péndulo fisico linealizado.
Tgualmente podemos analizar el caso de general del péndulo amortiguado forzado linealizado. Vale decir,
una masa, m,atada a una varilla sin masa de longitud L,y que oscila, inmersa en un fluido que la frena el
movimiento de la masa con una fuerza, —n ¥'(t) y que adicionalmente estd excitada por una fuerza exterior
F(t) = Fycos (wt) . Recordamos que en este caso la ecuacién en la direccién tangente (fig), es

d20 (t) de (t)

d20 (t) de (t)
az T

+ 20—+ wd 0(t)=&cos(wt)

L
mn ai2 dt mL

+mg 0 (t) = Fycos (wt) =

donde, por costumbre, hemos rebautizado las constantes tales que u = % y wo = %
m V

Por lo tanto, su solucién tendré la forma

6(t)=C ( (w2 “’o))+026( (- uszg)t)_i_ cos(wt—()

mL —=?) 20)2
solucién homogéne =régimen transitorio w ( ILLW)

solucién inhomogénea = régimen estacionario

donde
(W(z) - wz) 2uw

cos () =

2 2 Y sen (¢) = 2 2
VWi — o) + (2uw) Vi — =) + (2uw)

Hemos aprendido que dependiendo del valor de los coeficientes de la ecuacién caracteristica del Péndulo
Fisico amortiguado libre (F = 0) se derivan tres casos posibles:

= Subamortiguado: y? — wg < 0

» Sobreamortiguado: % — wZ >0
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Oscilador Armonico Simple, Evolucion teaporal

Figura 38: Evolucidn 6 (t) vs t del Péndulo Fisico libre, para distintos valores de la velocidad inicial Vj =
3,5,v40,7,8.

» Critico p? — w2 =0

En el caso del Péndulo Fisico amortiguado forzado (Fy # 0) la fisica se hace mucho mds rica y pueden
ocurrir fenémenos de resonancia cuando (w% - w2)2 + (2,uw)2 — 0.

Es interesante considerar los gréficos tanto de la evolucién del sistema en el espacio directo: 0 (t) vs t;
como la evolucién del sistema en el espacio de fases w = 0 () vs 0 (¢). Las figuras (40) y (42) muestran la
primera de estas evoluciones, es decir, la evolucién del dngulo en el espacio directo. Las figuras (41) y (43)
muestran la evolucién del sistema en el espacio de fases. Es claro de la ecuacién (47), en la cual aparece
w=0(t) = 0(0(t) ,que las curvas en el diagrama de fase tanto para el caso libre (figura (39)) como para
los de los casos amortiguados (figuras (41) y (43)) corresponden a curvas de misma energfa. En el caso del
Péndulo Fisico linealizado libre, corresponden a curvas de energia constante. en los otros casos el sistema va
disipando energia debido al coeficiente de amortiguacion.

Notese que la disipacion obliga al sistema a evolucionar al punto de equilibrio siguiendo trayectorias
espirales en el espacio de fases. Claramente mas rapidamente en el caso sobreamortiguado que en el su-
bamortiguado. También sabemos que para el caso critico (u? — w3 = 0) el tiempo de evolucién del sistema
hasta llegar al punto de equilibrio sera menor que en cualquiera de los casos sobreamortiguados. Dejamos al
lector la comprobacién de esta ultima afirmacion.

Hemos aprendido que dependiendo del valor de los coeficientes de la ecuacion caracteristica del Péndulo
Fisico amortiguado libre (F = 0) se derivan tres casos posibles:

Ahora bien, la situacién que nos interesa simular es la del péndulo fisico para los casos en los cuales los
angulos de oscilaciéon no necesariamente sean pequenos.

Denominaremos péndulo libre al caso en el cual no recurriremos a ninguna aproximacién respecto al
dngulo de oscilacién. Recordemos que para este caso partimos de la ecuacién (45) en la direccién tangente.

Es decir
cos 6 (t))
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Oiscilador Armonico Sirmple, Diagrama de Fase

Figura 39: Digrama de Fase para el Oscilador Arménico Simple. Nétese que el punto de equilibrio es el origen
de coordenadas.

Al igual que en la ecuacién en la direccién tangente linealizada (47), nos encontramos con la Energia total
del sistema. Con lo cual Es f4cil despejar 0 () = 6 (0 (t)) y construir los diagramas de fases del sistema. Otra
vez, las lineas del diagrama de fase serdn lineas de la misma energia. Asi podemos graficar

0 (t) = j:\/C + %" cos (0 (t)) (49)

para distintos valores de la constante C' = 4,01;4,1;6;8;10;20 y para el caso % = 4. La Figura (44)

representa el diagrama de fase para estos casos. Las curvas cerradas (aquellas que tienen los valores de dngulos
y velocidades acotadas) representan oscilaciones del sistema, mientras que las curvas abiertas (aquellas en
las cuales las velocidades estdn acotadas pero no asi el valor del dngulo) representan que el sistema rota.
Nétese que el sistema presenta puntos de equilibrio inestable para 6 (t) &~ +nm con n = 0,1, 2. Lo cual era de
esperarse por cuanto corresponde al angulo en el cual el sistema wvarilla-masa se encuentran verticalmente
dispuestos y el peso y la tensiéon son colineales y se anulan momentaneamente.

Otro enfoque, quizd mas intuitivo para resolver este problema, pudo haber sido el andlisis energético.
Para ello sabemos que, por ser un sistema conservativo, la energia total viene definida por

1 .
Erotal = 5mL29(1t)2 +mgL (1 —cos (0 (t)) =
—————

Energia Cinética

%mL29 (t)? + 2mgL sen? (0;@)

Energia Potencial

por consiguiente

b0~ 3o (1) s 1 () o ()] 0

donde hemos sustituido Fyoiq; = 2mL sen? (9"5'“‘) con B4« €l angulo maximo que alcanza el Péndulo Fisico,
por cuanto en ese punto la energid total es puramente potencial. Notese que ese angulo no necesariamente
es el angulo inicial, debido a que la velocidad incial puede ser distinta de cero.
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Oscilador Armonico Awortiguado, Evolucion tewporal

xamort

Figura 40: Evolucién 6 (¢t) vs t del Péndulo Simple, Subamortiguado (% = 4;u = 0,5) libre,para distintos
valores de la velocidad inicial Vy = 3,5, /40,7, 8.

La ecuacién (50) es claramente integrable por separacién de variables y conduce a encontrar la expresién
para el periodo:

o(t)
t:;\/z/ dé con —m<O(t)<m  yB=6(0)
P07 e () - sen (3)]

La integral anterior, puede ser transformada en otra que aparece en las tablas integrales, si hacemos sen 8 =

2]
sen| 5
79( 2,) , con lo cual
scn(i’gax )

¢(t)
t= \/Z / db donde » (51)
9J¢0) \/1 — sen? (‘9""5"‘) sen? 3 sen (—(2 ))

2

Es claro que el recorrido entre ((0) =0 =0 =0 a 0 = Opsx = ((t) = g representa un cuarto del

perido, por consiguiente el periodo total del Péndulo Fisico sera:

T
T:4\/Z/2 db
9Jo \/1—sen2 (%max) sen? B
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Oscilador Armonico Subamortiguado, Diagrama de Fase
E_

N

vamort 4

_4_'

Figura 41: Evolucién 6 (t) vs 6 (t) del Péndulo Fisico Subamortiguado libre (% =4;u =0,5) en el Espacio

de Fases para distintos valores de la velocidad inicial Vi = 3,5,4/40,7,8. Nétese que la disipacién lleva
irremediablemente al sistema al punto de equilibrio, vale decir al origen de coordenadas del espacio de fases.

0.10.8. Disgresion Eliptica

En este punto haremos una disgresion respecto a las integrales elipticas, su clasificacién y algunas de sus
propiedades. En general encontraran en la bibliografida que las integrales elipticas se dividen en

= [Integrales Elipticas de Primera Especie

con 0 <m<1

_ [ dp
F(ga\a)—/o \/1fsen2asen2ﬂ F(alm) = / \/17152 lfth)

7r
las cuales, para el caso particular ¢ = 5 o x = 1, se puede reacomodar como una Integral Eliptica de

Primera Especie Completa

2 d ! dt
:/2 B E/ con0<m<1 (52)
0 y/1—msen2f o (1 —12)(1—mt2)
» Integrales Elipticas de Segunda Especie
1 — mt2
E(p\a) = / V1 —sen2 asen? Bdf < E (z|m) = / o dt con0<m<1

ysip= g o x = 1, entonces se obtiene una Integral Eliptica de Segunda FEspecie Completa

1—mt2
/ v/1—msen?dS = / dt con0<m<1
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Oscilador Armonico Sobreamortiguado, Evolucion tempor al

12

wamort 0.8

.
en-

Figura 42: Evolucién 6 (t) vs t del Péndulo Fisico Sobreamortiguado (% = 4; 1 = 3,5) libre,para distintos
valores de la velocidad inicial Vy = 3,5, /40,7, 8.

Adicionalmente, y también sin perder generalidad, dado que 0 < m < 1, el denominador de la integral
eliptica K (m) de la ecuacién (52) y equivalentemente de la ecuacién (51) puede ser expandido en series de
potencias. Con lo cual

1 _ Lo o 3 4 2 5 633) 3 35 854 it
=1+ —sen 6m+(85en6)m+ 16senﬂ + 1285en6 +

/1 —msen2f 2

T o () (575
1—msen26_2 2 2-4

o0

2n—1 " o
\/lfmsen2 Z m sen”" 8

y siendo una serie uniformemente convergente puede ser integrada término a término como

™

- 2 271_1 /5 2
—————m"sen" § = E m'" sen”" 8 dg
H
/ \/1fmsen2 ford 0

O O ¢ 1 I SNy 7R D11 R
K (m) =3 e { 2n)!! '2}_2;){ 2n)! ] "

n=0
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Dscilador Armonico Sobreamortiguado, Diagrama de Fase
E_

wvamort 44

=

e

Gzarnort

Figura 43: Fisico Sobreamortiguado libre (% =4; 1 = 3,5) en el Espacio de Fases para distintos valores de

la velocidad inicial V) = 3,5,1/40,7,8. Notese que la disipacion lleva irremediablemente al sistema al punto
de equilibrio, vale decir al origen de coordenadas del espacio de fases.

Del mismo modo se obtiene para las integrales elipticas completas de segunda especie que

n—1

9 T > [(2n -1 mn
E(m):/02 \/l—msen2ﬁd5:§ [1—2:1{( (2n)!!) ] 5 1

n=

Finalmente podemos mencionar la relacion de “recurrencia”’ de Legendre para las Integrales Elipticas com-

pletas. Ella es
7r

E(m)K(l—m)+E(1—m)K(m)—K(m)K(1—m)25

Las integrales elipticas de primera y segunda especie, incompletas y completa deben resolverse numéricamente

y tradicionalmente estdn tabuladas en algunas tablas integrales 6. En nuestros dids también pueden ser

resueltas numéricamente utilizando comandos de manipuladores simbélicos”.

6 Abramowitz, M. y Stegun I.A (1964) Handbook of Mathematical Functions Dover, New York
"En el caso de MAPLEV se puede proceder directamente evaluando numéricamente la integral (51) a través del comando

evalf (int(...)) o mediante la funcién de biblioteca E1lipticF(z,k) donde z= [ es al argumento del seno y k= sen (%0> el

parametro (consulte la ayuda de MAPLE para mds detalles).
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Péndulo Fisico, Diagrama de Fase

R
Figura 44: Diagrama de Fase para el Péndulo Fisico.

0.10.9. ;Cuan buena es la aproximacién lineal ?

Utilizando la expansién en serie de la Integral Eliptica completa de primera especie (51) del péndulo
fisico, tendremos que se cumple

T
. L 5 dﬁ o \/Z (ﬂ' ) 2(6méx>>
T=4,/= =4,/—F | =\sen =
\/;/0 \/1fsen2(9m2‘ix)sen25 g 2 2
2n—1” Ornax \ )"
ronf 2 ] (= ()

2
Led 4+ 1.0 +0 (97 ) v que Ty = i 27r\/§ tendremos
wo

48 Ymaéx 3840 max max

mas aun, dado que sen (Gr“%) = %Hméx —

L n— 1) 1 1 n
= - E 70méx - *93 £ 00 07 e
g |: 27’l ” :| <2 48 max + 3840 max O ( max))

T~T L
0 ( 16 max T 3579 ma")

y si realizamos un estimado de las correcciones al problema lineal que conlleva esta expansion veremos que
P . 7T . .. . .,
aun para angulos Opnsx = 1 las correcciones son del orden de un pirrico 4 %, con lo cual la aproximacién

lineal resulta bien razonable. Para dngulos 6,4« = 1 las correcciones comienzan a ser significativas y todo
este esfuerzo de integracién empieza a tener sentido. La siguiente tabla da una idea mas clara de este cambio
en el periodo del pénulo y los errores relativos porcentuales respecto al periodo del péndulo fisico linealizado

21 . .. :
Ty = —,cuando se consideran distintos valores del dngulo maximo, 0,
Wo
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10

theta

10

Figura 45: Integracién numérica (0 (ﬂ vs £, con 0 < £ < 10) del Péndulo Fisico, para distintos valores de la

do(t
velocidad angular inicial: d(t) =(t) =3,5,3,9,4,4,1,4,5.

27 T T T T T 27

Top = — = 2,83845 eméx = 75 eméx = = eméx = = eméx =5 Gméx =5 Hméx = 5

Oy 12 6 4 3 2 3

T 285066 | 2.88786 | 2.95191 | 3.04617 | 3,35034 389635
T — T,

€= 100% 0,42821 1,71109 3,84368 6,81916 15,2786 37,1283

0.10.10. EIl Péndulo Fisico: Integracién Numérica

Tal y como indicamos en la primera seccién de este proyecto, procedemos a convertir una ecuacion de
segundo orden en un sistema de ecuaciones diferenciales de dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Asi,
del mismo modo que en la ecuacién (??) podremos escribir:

de(t) ;
f(t) = —wosen (§) — gt( ) =)
g = “wosen 0(t))

con lo cual podemos adimensionalizar de dos varias formas, dependiendo de las condiciones iniciales del
- 1 d(

porloqueOgtglyig:

tfinal tfinal dt

movimiento. Si adicionalmente hemos adimensionalizado con t =

e do(t
dit) y, adcionalmente: ¢ = %7 con @y = %

# 0. De este modo el sistema queda escrito

t=0
dil(tt) = p(t) = d gz?i = 0 tfina P(t) = d (917}({) = A ¢(D)
dﬁit) — wpsen (0() —> d gg(t) _ _W()Z;nal sen (0(F) —> d gtgt) — _I'sen (6(0))
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Figura 46: Digrama de Fase para el Péndulo Fisico

Nétese que las cantidades @(t),0(f),t,I" y A son adminensionales. Acto seguido procedemos a integrar

numéricamente el sistema de ecuaciones®.
La figura (45) ilustra la evoluciion del dngulo 6 (t) vs ¢, con 0 < ¢ < 10 del Péndulo Fisico, para distintos

do(t .
valores de la velocidad angular inicial: % =0(t) = o(t) = 3,5,3,9,4,4,1,4,5. Mientras que la figura (46)
do(t
W~ o).

Las curvas cerradas en esta grafica corresponden a las curvas oscilantes de la figura (45). Dado que el sistema
parte de 6y = 0 (t = 0) y seleccionamos el nivel de energia potencial igual a cero alli, cada una de estas curvas

(y también la figura (44)) representan la evolucién del sistema en el espacio de fases. 6 (t) vs

representan un valor de la energia cinética inicial. El caso E, = EmLQO(% = mg2L corresponde a la separatriz,

vale decir, la orbita que separa las curvas cerradas de las abierta. Es claro que en este caso le movil “subird”
y alcanzard un equilibrio inestable en la posicién vertical. En la figura (45) este caso viene ilustrado por la
curva que se convierte en horizontal 0,25 < ¢ < 0,5, luego a partir de ¢t = 0,5, la inexactitud del cédlculo

numérico genera pertubaciones que en teorid no debieran existir.

1 .
E.= imLQHS =mg2L

0.11. Otra vez Algebra de Series

» Las series se suman
e}

Z an (x —x0)" + Z by (x —0)" = Z (an +by) (x — x0)"
n=0 n=0

n=0

8En MAPLEV podemos integra el sistema de dos maneras distintas. La primera haciendo uso del coman-
do dsolve({sysED,CI}, numeric, vars, options) donde sysED es el sistema de ecuaciones diferenciales, CI sus
condiciones iniciales. Si necesitdramos un andlisis grafico es mucho mads tdtil el paquete DEtools.
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= Las series se multiplican

Z an (x — xo)"] Z by, (x — xo)n] = Z cn (. — )"
n=0 n=0 n=0

con
cn = agby, + ai1by_1 + agby_o 4 -+ a;by_j 4+ -+ apn_2by +an_1b1 + anbo

» Las series se derivan

A" an (x — _
[>_n—o ad Z ann (z—x)" "

Notese como cambia el comienzo de la serie.
» Los indices en las series son mudos
o0
- k
Zann x —x0)" Zajj x —x0)’ Zak+1 (k+1) (x— o)
n=1 k=0
en la dltima sumatoria hemos hecho k = j — 1, por lo cual j =k + 1.

= Las series se igualan

Z by (x —x0)" = Z anpn (z— xo)"fl

Zb x—x0)" Zak+1 (k+1) ( z — )" Zan+1 n+1) (x—m0)"

k=0
por lo cual
by, = An+1 (n + ]-)
si la igualdad hubiera sido
0o - o
D nan (¢ —0)" Za” (& —z0)" Zanﬂ (n+1) (z-m)" = R
n=0 n=0

0.12. Un Ejemplo conocido.
Consideremos la conocida ecuacién diferencial

y'+y=0

se propone encontrar una solucién entorno a = 0 por lo tanto
oo
_ n
Y= E an® —
n=0

/o S n
Y =30, nane

y' = ZZOZQ n(n—1)a,z" 2
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' +y=0 = Zn(n—l)anxnfz—i-Zanx":O
n=2 n=0
V+y=0 = > (k+2)(k+1)arpr’+ ) aa" =0
k=0 n=0
Y +y=0 = Z[(k+2)(k+1)ak+2+ak]xk:0
k=0
entonces
—ay,
k+2)(k+1)a +ar=0 =— a =——+——— con k=0,1,2,---
(b +2) (h+1) arsz +ar T+ 2) (k+ 1)
por lo que
oo %0 =02 1 (@) a0 a0
T2 M T a3 43 2 4.3-2.1 40
—Qy4 —ap ap
awp= = =
765 6-5-4-3-2-1 6!
en general
_ (="
02k = T
Similarmente, para los impares se obtiene
Qa, :*ﬁal' a :77(1/3:771'(7041): a1 :ﬂ
°73.27 P 54 5.4 3.2 5-4.3.2.1 5!
—as —aq —ai
ar =

76 7-6-54-3-2.1 1
de donde
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De este modo, la soluciéon deseada queda como

oo
(—ao) o (-a1) 3 a0 4 a1 4  (-ao) ¢ (—ai) ;
= n_ e e . e
y—ngoanx T T R T I
> 2 4 6 3 5 7
_ I PO A N A
y—;anx =ap |1 2!—&-4! 6!+ +a |z 3!4—5! 7!+
TiZo G e TEZo R e
TR o G D AR N o D LT
y:ngoanx :aokz_o (2]{:)' x +a1§mx = aqagcosx + ajsenx

0.13. Otro Ejemplo menos conocido pero importante
Considere ecuacién de Hermite” la cual aparece en la solucién del oscilador arménico cudntico
y' —2zy +Ay=0

Para resolver esta ecuacién alrededor del punto zg = 0, proponemos la siguiente expansién en series de
potencias como solucién:

o (Y@ =X, jagei
y(x) = Zajx] = ‘
=0 y'(x) =272, 5( — Dajai =2

entonces la ecuacién de Hermite queda como

D 36— Dajat 2| =21 jagal | + XD el =0
j=2 j=1 3=0

reacomodando indices queda como

oo

Z (k+2) (k4 1agy2®| —2 Zjaj:vj +A Zajxj =0
k=0 j=1 3=0

o equivalentemente
o0

(2a2 + Aag) + Y [(j+2) (G + Dajre — 2ja; + Aaj]z? =0
j=1

_ 20 (0 -2))
i W A

i+2) G+

9Charles Hermite, (1822-1901). Matemadtico francés, especializado en el estudio de teoria de funciones. Profesor en la
Universidad de Paris, ofrecié importantes aportaciones al dlgebra, las funciones abelianas y la teoria de las formas cuadraticas.
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y tendra como solucién

Yo

2—-A 6—-A)(2—-A 10-XA)(6-X)(2-A
vor s QoW BNRN 0 B0-NO-NCN

Y1

noétese que para valores pares de A una u otra serie se corta y genera polinomios de la forma

A Ecuacién de Hermite Polinomio asociado
0 y' —2zy' =0 yo(z)=1
2 y'=2zy +2y=0 yi(z)==x
4 y' —2xy +4y=0 yo(x)=1— 22>
6 y' =22y +6y=0 y(z)=2— 22°
8 y' —2xy' +8y =0 yo(x) =1—102% + Bag*
También, puede ser definido a partir de una ecuacion:
A
_ N g2 dY e _
Hy(z) =(-1)% FroE A=0,1,2,... (53)

o a través de una relacion de recurrencia
Hyi1(x) — 2zH,(x) + 2nH,—1(x) =0

Las ecuaciones antes mencionadas son ecuaciones homogéneas. En el caso que la ecuacién diferencial a
resolver por series sea una ecuacién inhomogéna, se procederd del mismo modo como se propuso en el caso de
que los coeficientes de la ecuacién diferencial fueran constantes. Esto es se resuelve, por series la homogénea
y luego se propone una soluciéon particular, en forma de serie de potencias, la cual se iguala con la expansion,
también en series de potencias, del término inhomogéneo. Como ejemplo, antes de proceder a casos més
generales resolvamos la ecuacién de Airy'?, pero inhomogéna planteada arriba. A pesar de su simplicidad,
esta ecuacién admite sélo soluciones en forma de serie. ahora el caso de la ecuaciéon homogénea de Airy

y// _ xy — 0
Luego, compruebe, siguiendo el procedimiento arriba expuesto que una posible ecuacién inhomogénea de
Airy
" _
y" —xy = exp ()
tiene como solucién la siguiente serie de potencias

1 1 1 1 1
y(:v):y(()){1+6x3+~-~}+y’(0){m—i—12x4+~--}+2x2+6x3+24334+--~

Yin

Y1 Y2

Yh

10George Biddell Airy (1801-1892) Matemético y Astrénomo Inglés con contribuciones importantes en la solucién de
ecuaciones diferenciales y su utilizacién en Astronomia. Mejoré significativamente las estimaciones tedricas de la orbita de
Venus y la Luna. Igualmente realizé estudios matemaéticos de la formacién del arcoiris y la densidad de la tierra.
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Nétese que los dos primeros términos corresponden a la solucién de la ecuacién homogénea y el ltimo
representa la serie que anula el término inhomogéneo. Hemos hecho patente la dependencia de las constantes
de integracon de las condiciones iniciales.

0.14. Meétodo de Diferenciaciones Sucesiva

En general, dada la Ecuacién diferencial
ao(x) y(x) + ar(z) y' (@) + - + an-1(2) y" (@) + an(@) y" (@) = Y aiz) O (2) = Fx)  (54)

Si los coeficientes ag(x) - - - an(z) son funciones analiticas en © = =z (se pueden expresar como una serie
de Taylor de (x — xp) que converge al valor de la funcién con un radio de convergencia de |x — zo| < p),
entonces, la ecuacién diferencial 54 tendra como solucién tnica, y = y(x) de la ecuacién homogéna una serie
de potencias la cual satisface las n condiciones iniciales
y(wo) = ci; y'(x0) = c23 y"(x0) = 35 y"(w0) = cn
- ( )’
Adicionalmente, se expandira en Taylor la funcién inhomogénea, esto es F(z) = Z F@) (xo)%
1=0
propondré una solucién particular de la inhomogénea, también en términos de una serie y;p,(z) = Z;io ajxj .
Otra forma de hacerlo es proceder directamente y conservar el término inhomogéneo y a partir de la

ecuacion completa encontrar los coeficientes de la expansion por Taylor alrededor del punto en el cual se
disponga de las condiciones iniciales. La solucion en series de Taylor sera

y se

1’2 3

2! + y//l(o) Z

yn(z) = y(0) +y'(0)z + 3" (0)
Asi para la siguiente ecuacién diferencial
y' —(x+ 1)y + 2y = con y(0)=1; y % (0)=1.

los coeficientes de la expansion se obtienen de los valores de las derivadas en xy = 0, los cuales salen de las
condiciones iniciales, de la ecuacién diferencial esto es

y(0)=1; ¥ (0)=1 ¥"(0)=(0)+(0+1)y'(0) - 0%y(0) = 1

y de las derivadas de la ecuacién diferencial

y"(x) =y (@) + (& + 1) y"(2) — 2z y(z) — 2y () + 1
y"'(0) = y'(0) + (0+ 1) y"(0) — 2(0) y(0) — 0%y'(0) + 1
y"(0)=1+1+1=3
finalmente, la solucién
2,3
= 1 —_ —_
yn(x) +az+ > + 5 +

Esta solucién contiene las dos soluciones (la homogénea y la particular de la inhomogénea) sumadas
Dado |z|] < 1 y la ecuacién diferencial

x !
1—227 71

1
v’ + —ay=ep(22); e y0)=1 vy y(0)=1
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compruebe que tiene como solucion general por series
1 1 1 1 1 1
- 1 — ! e ot BT T
y () (0){ +2x +24x * 0% 6+ }+y(0)x+{2x +3a: +grt

y al incorporar los valores de las condiciones iniciales se obtiene

(@) =14 +a+oad+ 2o+ a4 b — g~ 8
= T J? - T 7.13 — — =T — T
v 37 76" T30" T180" 3157 10080

0.15. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados

En general, para encontrar la solucién a la ecuaciéon antes mencionada

> i) v (@) = F@)

Se expanden por series de potencias cada uno de los coeficientes ag(x) - - - an, (), la funcién F(x) y se expande
también la serie

luego de bastante transpiracion se despejan los coeficiente cg---c, -+ veamos el ejemplo con la misma
ecuaciéon del ejemplo anterior.

y' = (x+ 1)y + 2y = con y(0)=1; y #(0)=1.
Como zy = 0, proponemos la siguiente expansién en series de potencias como solucion:

y'(z) =372 jejal ™!

(oo}
x) = chxj = ‘
§=0 y'(x) = 3272500 — )eja? 2
y al sustituir
o0 o0 o0
D il = Dot = @+ 1) Y gt e Y el =a
Jj=2 j=1 =0

expandiendo
00 0 00 oo
D36 =Neal =3 jead =3 jeal Y el =
j=2 Jj=1 j=1 =0

si hacemos j — 2 = [ en el primer término, j — 1 = k en el tercero y j + 2 = m en el cuarto, tenemos

Z +2)(+1) ) it — Z]cjxj Z (k+1) Coprz® + Z Cm—2x™ =2
1=0 j=1 k=0 m=2
acomodando - -
Z (n+2)(n+1)chpo2 —ne, — (n+1)cper) 2™ + Z Cm—ox™ =1
n=0 m=2
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por lo tanto

62—6120

3:2¢c3—c1—2cp=1
y la relacién de recurrencia para n > 2
m+2)(n+1)cpy2—nen —(n+1)cpp1 — 2 =0
con la cual se obtienen todos los demds coeficientes.

Si la ecuacién es
Yy’ + (sinz)y’ + (expx)y =0

se expanden los coeficientes

i (e-tad g Lasy ettt Loty s )y =0
Y 6 120 Y 27 T 6" T 2”120 -

se propone la solucién en términos de series de potencias
1) — N0 s g1
y'(z) = Zj:l Jeix

y'(@) = 3272500 — 1)eja? 2

o0
x) = chxj =
3=0

por lo cual

D R G T | Do B (RS R D B
j=2

acomodando

(2¢o + c) + (63 + 2¢1 4+ co) &+ (12¢4 + 3o + ¢1 + co) 2% + (205 +4des +co +c1 +co)a +---=0
2c0 +¢c5p =0
6¢cs +2c1 +co =0
12¢4 +3co +¢c1 +¢cg =0

2OC5+463+02+61+60:0

Ejercicio. Utilice el mismo método para la ecuacion ejercicio anterior

T 1 -
y”Jrl_ny’fl_mQy:ez; con y0)=1;, y ¢ (0)=1.
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0.16. Los Puntos y las Estrategias

Dada una ecuacién diferencial del tipo

Q@) ,, Rl

P! P

P)y' +Q )y +R(z) y=0 - v+

Puntos ordinarios Un punto ordinario x = z( serd aquel alrededor del cual p(x) R (z) = 20
sean analiticas en ese punto o

. ; xz .
Ilgleop(ac) = JEEO ggx; =l con [y finito
. . Rz .
mlglgo q(x) = 11520 2 Ex; =l con Iy finito

O también, lo que es lo mismo, que p(z) = 2 oRA (z) = gg;g tengan una expansién en Taylor alrededor

de ese punto = = xg.

Puntos singulares regulares Un punto x = z( se llamara punto singular regular si

. ; Z .
IILIEO (x —xz) p(x) = xlggo (x — xp) géxi =3 con I3 finito
, , R(x .
zlggo (x—30)° q(z) = IILH;O (z — z0)? Iz Exi =1y con Iy finito

Q

O también, lo que es lo mismo, que p(x) (x — xo) = (z — zo) ng vy q(z) (x — 20)% = (x — 0)* ﬁgg tengan

una expansion en Taylor alrededor de ese punto.

Puntos singulares irregulares Ninguna de las anteriores

0.17. Ecuaciones e intervalos en puntos regulares

La ecuacién de Legendre!!
(1-2®)y" =22y +AXA+1)y=0

tiene puntos regulares en x # +1 y puntos singulares regulares en x = 1. Pero es analitica en z € (—1,1)
lo tanto, todos los x son ordinarios si € (—1,1). En ese intervalo se propone una solucién

o0
y(z) = Z anz"”
n=0

1 Adrien Marie Legendre (1752-1833). Matemdtico francés, encuadrado en la escuela de Parfs, que surgié tras la revolucién
de 1789. Realizé una teoria general de las funciones elipticas y divulgd numerosos trabajos de investigadores jévenes en el campo
del anélisis matematico.
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por lo tanto

(1 —z?%) Z n(n —1Dapz™? — 2z Z n apz™ 4+ AN+ 1) Z apz” =0
n=2 n=1 n=0
multiplicando y acomodando
Z(j +2)(j + 1aj 22’ — Z n(n —1)apz™ — 2 Z n apz™ + AA+1) Z anz” =0
7=0 n=2 n=1 n=0

expandiendo
0=2as + A\(A+ 1Dag{(A+2)(A—1Das + (3-2)az}z+

+ > A+ 2)(n+ Danra + A+ n+1)(A—n)ay} 2"

n=2

donde hemos utilizado
—nn—1)=2n+AXA+1)=A+n+1)(A—n)

por lo tanto

A+1)A
Ay = —T an
AN+ DHAAN-2)
a4 = 1 Qg
_ (-1 nA+2n—1)(A+2n=3)-- - A+ DAXA=2)--- (A =2n+2)
azn = (=1) (2n)! a0
y las potencias impares seran

o (A+2)(A-1)

az = —# aq

a5 = A+4HA+2)(A=1)(A=13)
- 5! “
_ 1n()\+2n)()\+2n—2)-~()\+2)()\—1)~--()\—2n+1)

azn+1 = (=1) 2n+1)! “

y su solucién general de la forma
y(@) = ao yo(x) + a1y (z)

yo(z) =1— (Azl)A 24 A +3)(A 2!1)A(>\_2) "
yi(z) = 7 — (A+22})§A—1) Ay (A+4)(A+2)5§>\—1)(>\_3) .

si A = 2n una de las series se corta soluciéon es un polinomio de potencias pares y si A = 2n + 1 la otra se
corta en uno de potencias impares
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A Ecuacién de Legendre Polinomio Asociado

0 (=) y" =20y =0 yolz) =

1 (1-2®)y" —2ey+2y=0 wy(z)=x

2 (1-22)y" 22y +6y=0 yo(r)=1-— 32>

3 (1—-2?)y"—22y +12y=0 y(v)=x— 22°

4 (1-2?)y" 22y +20y=0 yo(x)=1—10a2>+ 3z’

Los polinomios de Legendre son funciones que surgen en problemas de electrostatica como solucion de la
ecuacion de Legendre y son efectivamente polinomios para A entero. Los Polinomios de Legendre también
pueden ser generados a partir de la Férmula de Rodrigues

1 dr
T pl2n dgn

P, (x) (z? —1)", n=20,1,2, ...

con Py(z) = 1. También se dispone de una relacién de recurrencia

(n+1)Prii1(z)= 2n+1)zP,(z) —nP,—1(x)

0.18. El Método de Frobenius

Para la solucién de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias alrededor de puntos singulares regulares
se utiliza el método de Frobenius'?. Dada una ecuacién diferencial

Y+ Fy (z) v + F» () y=0 <~ y' + (gl_(i)o)y/ + (xfi(jjf

y=0 (55)

donde F; (x) y F5 (x) tienen singularidades regulares enz = xo y por lo tanto f; (z) y f2 (x) son analiticas
alrededor de ese punto entonces, la propuesta de solucién serd una serie de Frobenius

y(@) = (& = 20)™ Y an (@ — z0)" (56)
n=0

donde n es entero positivo, pero m puede ser entero positivo (entonces la serie de Frobenius es una serie de
Taylor) o entero negativo (entonces la serie de Frobenius es una serie de Laurent), o un racional. Por lo cual
una serie de Frobenius incluye a las serie de Taylor y Laurent. Para hacer las cosas méas simples supongamos,
sin perder generalidad, g = 0. Ademads, como f; (z) y f2 (z) son analiticas entonces

n=0

fi(z) = Z bna" y fa(z) = Z cnz" (57)
n=0
por lo tanto

2y v fi(e) Y+ @) y=0 = % +a Y+

i bpx"

n=0

icnx”] y=0

n=0

I2Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) Matemético Alemén famoso por sus contribuciones en Teorfa de Grupos y
métodos para resolver ecuaciones diferneciales.
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y con la propuesta de serie de Frobenius

(oo} oo
y(x) = 2™ Z anx” — ¢/ (z) = ma™ ! lz anx"
n=0 n=0

+z™

o0
g nanz™
n=1

4
o0 oo oo
y'(x) =m(m—1)z™ 2 [Z anx™| + 2ma™ ! [Z na,z" | 4+ 2™ Z n(n—1) ana?"_Q]
n=0 n=1 n=2
sustituyendo
o0 oo oo
0=22 {m (m—1)zm2 lz anx™ | 4 2ma™ ! [Z napz" | 4+ ™ Z n(n—1)a,z"? } +
n=0 n=1 n=2

+x i bnx”] {mxm_l [i anz"| + ™ i nap,z"! } + i cnx"] {xm i ana:"}

n=0 n=0 et Ln=0 =0

acomodando
0= {m (m—1)z™ [i anz™| + 2ma™ [i nanz™| + ™ i n(n—1)anz" } +
n=0 n=1 L=

[ oo [ ] o S [Soe] o 55

0 =0 n=0 n=1 =0 n=0
0=am <{m(m— 1) [ianx" +2m inana?" - _in(n— 1) ana™ } +
n=0 n=1 =2

+ ibnxnl {m li apz™| + inanx" } + icnx"] {ia,@"})
n=0 n=0 n=1 n=0 n=0
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Expandiendo las series tendremos

0=z < ap[m(m—1)+bym+co| p + (58)
EI(m)
+ gmtl {al[m (m4+1)4+by(m+1)+col+ag[brm+c1] p + (59)
EI(m+1)

4 pm2 {a2[(m +2)(m+1) + by (m+2) + col + a1 [b1 (m+ 1) + c1] + ag [bam + ¢2] (60)
EI(m+2)

4 g3 {ag[(m +3)(m+2)+by(m+3)+co] +az[by (m+2)+ci]+ (61)
BEI(m+3)

+ay [by (m + 1) + 2] + ag [b3m + c3]} + - -

+ 2™ Lay[(m+n)(m+n—1)+by(m+n)+col+an1[bi(m+n—1)+c]+ (62)
EI(m+n)
+apofba(m+n—2)+c)+an_slbs(m+n—3)+c3]+--- (63)
a1 [bp—1 (m+1) + cp_1] + ao [bnm + cn]} (64)
_|_ P

la cual puede ser reacomodada aun maés, y toma la forma elegante y compacta de

0=2a"{ag EI(m)} + i {ai EI(m+1) + li ap [(m+k)bi—x + Cik]} "t (65)
i=1 k=0

donde hemos identificadoET (m) = m (m — 1) + bgm + ¢o. Como es de esperarse, este polinomio se anula si
los coeficientes de ™ - - - ™7 se anulan. La primera de las ecuaciones que surge es la ecuacién indicadora o
indice

ag #0 = EItm)=m(m—1)+bym+co=0 (66)

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. Al anular el coeficiente de z™**

{ai ETI(m+1)+ li ap [(m+k)bi—i + Cik]} =0 (67)

k=0

obtendremos la relacién de recurrencia para la serie de Frobenius, correspondientes a cada raiz de la ecuacién
indicadora (66). Dato que la ecuacién indicadora es un polinomio de segundo grado para m, entonces de alli
se derivan dos raices mi; y mo. Dependiendo de como sean estas raices distinguiremos tres casos:
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1. my #ma A my —mgy # N con N entero.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacion diferencial sera

oo oo

y(@) = Cy o™ |14 an (ma)a™| + Cy [l |1+ an (m2) x”] (68)
n=1 n=1
y1(x) y2(x)

2. mi1 = ma
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacion diferencial sera

1+ Zan (m) x”]

y1(z)

y(@) =Cy ™

(69)
+Cy S l=|™ |1+ Z an (m)z™ | Inz + ||z||™ Z B, (m) x”}
n=1 n=0
y1(x)
y2(x)
3. m1 #mo A my —ms = N con N entero positivo.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacién diferencial serd
y(@) = Cy Jl]|™ |1+ an (ma) x"]
n=1
y1()
(70)

1+ Zan (mq) 2"

n=1

+Cy ¢ f 2™

I + 2] [Z an <m2>xn]

n=0

y1()

y2 ()

Donde las constantes a, (m1),a, (ms2), B, (m1) y f, surgen de sustituir estas soluciones en la ecuacién
diferencial y resolver por el método de los coeficientes indeterminados. Nétese que hemos indicado explicita-
mente que los coeficientes a,, = a,, (m1);a, = a, (Mm2) ; B, = B, (m2) corresponden a las series de cada una
de las raices de la ecuacion indicadora.

En resumen, si una ecuacién diferencial y”+ Fy (x) '+ F» (z) y = 0 presenta puntos sigulares regulares
para Fy (z) y Fa(x) en = x9. Lo que se traduce en que

fi(z) = Eff:o by (2 — 20)"
h(@) )y' + (@) y=20 con 1 ’

({E - xO)Q fo ($) = ZZO:O Cn (17 - JL‘O)n

y// +
(x — g
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es decir, que fi () y fa(x) sean analiticas en torno a x = . Entonces se aplica el método de Frobenius.
Para ello,

1. se propone una solucién en series de potencias de Frobenius:
oo

y(z) =z™ Z anx”
n=0

conmeRANEN,

2. se sustituye en la ecuacién diferencial y se aisla el término independiente (de orden cero en n). El
coeficiente de este término se anula e implica la ecuacion la indicadora o indice

ag # 0 = EI(m)=m(m—1)+bym+cy =0

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. De esta ecuacion emergen dos raices mo
A myq,en funcién de estas raices, procedemos de distinto modo

a) simy #ma A mi; —mg # N con N entero entonces tendremos dos series de Frobenius

+Cy ™ [Z ap, (Mm2) x"}
n=0

y(o) = Cy ™ [Z an (1) 2
n=0

b) si m; = mg tenemos que insertar un logaritmo

ylx) = ™ {(Cl + Cylnx) [Z an (m)z™| + Cy

n=0

Z B, (m) x”] }

n=0

¢) m1 #ms A miy —me =N con N entero positivo, entoces, como por arte de magia

} + Coz™? [Z ay, (M2) x"]
n=0

3. Seguidamente se determina, segin el caso, se determinan las relaciones de recurrecias para los distintos
coeficientes a,, = a,, (m1) ;a, = a, (m2); B, = By, (m2) ;G,, = G,, (m2) a partir de la ecuacién (67)

y(z) = =™ {(C’l + flnx) [Z ap, (mq) 2"

n=0

{an EI(m+n)+ iak [(m+ k) bp_g +an}} =0

k=0

tomando en cuenta los coeficientes de los desarrollos en series de potencias de las funciones
oo (oo}
fi@) =) bpa™ y  fa(z) =) cua”
n=0 n=0

si anulamos los coeficientes de ™™

n—1 n
Yoho @k [(m+E)bp_i + cni]
EI > kT Cnk] = -
an (m+n)+k:0ak [(m+ ) bog +eni] =0 = an EI (m+n)

entonces se obtiene la relacién de recurrencia, al menos para los casos (68) y (69) en los cuales
EI(m+mn) # 0. El caso EI (m+n) = 0, vale decir m; # ma A m; —ma = N con N serd anali-
zado en detalle més adelante.
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0.18.1. my #mo A my —mo # N con N entero.

En ese caso es claro que la resolver la ecuacién indicadora y sustituir m; en el resto de los coeficientes,
se va despejando todos los coeficientes ag - - - a,, en términos de ag. [gualmente al sustituir my encontramos
la otra solucién y ambas son linealmente independientes y la solucién sera

+ Cy '™ [Z anx”]
n=0

Ejemplo, encuentre la solucién en términos de series de Frobenius de la siguiente ecuacién

1 1
ny”+x(a?+2)y’—<x2+2) y=0

al dividir por z? identificamos que a £ = 0 es un punto singular regular. Proponemos por lo tanto una serie
de Frobenius y(z) = 2™ > "7 ; a,x™ como posible solucién. La ecuacién indicadora EI (m) = m (m —1) +
bom + ¢y = 0 queda ahora, como

y(xz) = Cp 2™ [Z anz"
n=0

bo = 5
—=filx)=5+z

by =1

m=1
11 )
—=mm-1)+-m—-—=-=0 — co=—3
_ -1 2 2

me 1 2
c1=0 = folr)=—5—=

CQ——l

los demas coeficientes by = b3 =---=b,=---=0ycg=cy=---=¢c, =---=0.

» Bl primer término del coeficiente de ™7™, puede ser escrito en términos de genéricos, como

1 1 1 1 1
EI(m+n)=(m+n)(m+n—-1)+ 3 (m+n)+<—2> =m2+2mn—§m+n2—§n—§ (71)
~—
bo o

s El segundo término de ese mismo coeficiente, es una sumatoria en la cual inervienen los coeficientes de
las expansiones de fi () y fa(x) (ecuacién (57)). Como de esta expansién sobrevive by = 1 significa
que soOlo aparecen el coeficiente para el cual n—k =1 =k =n— 1y como también sobrevive co = —1,
tendremos que n — k = 2 = k = n — 2,también estard presente. Esto es

p—1 |{(m+n—-1)- 1 | +apn—2 |(-1) (72)
- NI
b1 c2

En definitiva el coeficiente completo se escribe como

1 1 1
an, m2+2mn—§m+n2—§n—§ +ap g m+n—1—a,_2=0 (73)
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con lo cual la relacién de recurrencia general sera

Qp—9 — Qp—1[Mm+n—1]
T I para n > 2 (74)

m2 +2mn — 3m +n? — 3n— 3

Ay =

Dependiendo del valor de m tendremos una relacién de recurrencia para la primera de las series m = 1

1 . . .
o para la segunda, m = —3 Analicemos cado por caso. Para el caso particular m = 1, se obtiene la
relacién de recurrencia:

2

m paranZQ

ap = (an—2 - nan—l)

y se encuentra a; al utilizar el coeficiente de x™*1 (ecuacién (59))

1 1 2
ap 1(1+1)+§(1—|—1)—§ +ap[l4+0]=0 = ap = —¢do
con lo cual

n=2 = ay=1(-2a1+ag) =12 (2ao+ay) = a0 = az = 5ap

n=3 = a3= 22—7 (=3a2+a1) = 2—27 (_3—%7@0 — %ao) = —%ao = a3= —%ao

n=4 = a1=g5(~4a3+a2) = 5 (53500 — 559) = q705%0 —> @1 = 375500

Asfi la primera solucién serd
2 9 82 571
= 1-2 2 o3y T ety
n(@)=aoe ( 57T 35" " o5’ Taom0” T )
Del mismo modo se construye la segunda solucién linealmente independiente a partir de m = —3 Asi, la
1
relacién de recurrencia para los coficientes de la serie de Frobenius m = —3 sera:
3 2
Qp = | QGp—2 — | N — 5 Ap—1 m para n > 2
y
1 1 n 1 1 1 n 1 0 .
“lz\ 2 2)\2) 2] T 2| T =
por lo cual
n=2 = GQZ_%CLI‘F@O:%GO“F&O:%GO — a2:%a0
n=3 = a3=35(-302+a)=3(Fa—a)=-130 = a=-fa

_ _1(_5 _1(65 3.\ _ 119 _ 119
n=4 = a4—10( 20’3+a2)_10(36a0+2a0)_360a0 = a4 = 35000
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Por lo cual, la solucién general serd

2 9 82 571
= 1-2 2 oty T
ylz)=Cre ( 571357 T oa5” T a0m00” T )

3, 13, 119
Coax 2 (1— e i B ik SRR
e ( TR TR Tt T

Notese que esta solucién vale para 0 < ||z|| < oo por cuanto para z < 0, la segunda solucién se hace
imaginaria pero se puede resolver haciendo Cy =i Cj3
Como ejercicio resuelva
202y —xy —(x+1) y=0

0.18.2. myp = 1My .

Del mismo modo, si tenemos una ecuacion diferencial

oy trz Py +[2° R@)]y=0 <<  L{y}=2>y"+z fi(x)y + fo(z) y=0 (75)
fi(x) fa(x)

donde en la cual Fy (z) y Fy (x) tienen singularidades regulares en = 0 pero f1 (z) v fa (x) son analiticas
para ese punto, vale decir

A@=3ba" v h@=Y "
n=0 n=0

se aplica el Método de Frobenius. Pero antes de proceder a ilustrar este caso en al cual ambas raices coinciden,
veamos, un poco de dénde surge la forma general de la solucién (69). Para ello reacomodemos la ecuacién
diferencial (75) de la forma

2

2y o fi @)y + () y={x2 TR i*f“x)}yzw}:o

donde £ {e} estd concebido como un operador lineal. Es ilustrador mostrar de dénde sale la forma curiosa
de la solucién de la ecuacion diferencial (69). Para ello, recordamos que

LA{y} == 2" {ag EI (m)} + Z {an EI(m+n)+ 2 ag [((m~+k)b,—p + Cn—k]} Lmtn

n=1 k=0

si anulamos los coeficientes de ™1™ entonces

n—1
G EI(m—&—n)—l—Zak [(m+k)bp—+cnk] =0 <= a,=
k=0

isgak [(m+ k) bu_g + coi]
EI(m+n)

considerando ET (m +n) # 0 por lo tanto, para los a, seleccionados (que anulen el coeficiente z™") y
considerando el caso m; = mo

L{y} (m,z) = {ag EI (m)}z™ = ag (m —m4)*> =™
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Nétese que estamos considerando £ {y} (m, z) como una funcién de m, y z. Por lo cual evaluando en m = my
L4} )y, = a0 (m—ma)® 27| =0
m=m1

pero ademéas podemos intentar derivar respecto a la constante m

o{L 0 2 ° 0
LAy} (m 0} {ya}nim,x)} :%{$2 %—i—xfl(x) (ic+f2(ac)}y:{x2 %—Fﬁ fi () Cf‘lx-i-fz(x)}any1

y comprobamos que también se anula al evaluarla en m = mq
dy
L )
{ Gm} (m,x)

por lo tanto {%} (m,x)

c{32) s

= ag [(m —m1)? 2™ Inz +2(m—my) xm}
m=mi

m=mi

también es solucién, con lo cual la segunda toma la forma
m=m1

9 0o
2= 3 lel™ Jao + ) ap (m) 2"
n=1

om

m=mi m=m1

= =, da, (m)
— my 1 n n mi
(™ Inz) |ap + E an (m1)z" | + o

’ n
n=1 n=1 m=mi

y la solucién general tendra la forma

y(@) = Cr ™ |14+ an (ma) 2"

n=1

y1()

+Co S 2™ (14> an (ma) 2" [ nz + 2™ | > by (ma) 2™

n=1 n=0

y1(z)

y2(w)

Analicemos, como ejemplo un caso particular de la ecuacién de Bessel'?

x2y"+my’+(x2+ug) y:0

I3Fredrich Wilhel Bessel (1784-1846). Astrénomo y matemético aleméan. Aporté notables contribuciones a la astronomia
posicional, la geodesia y la mecdnica celeste. Particularmente, se dedicé a aumentar la exactitud de las mediciones de la
posicién y el movimiento de los astros. La precisién de sus mediciones hizo posible que determinara pequenas irregularidades
en los movimientos de Urano lo condujo a predecir la existencia de Neptuno. Andlogos razonamientos lo llevaron a especular
sobre la presencia de estrellas companeras en Sirio y Procyon. A partir de datos registrados en el siglo XVII, calculé la érbita
del cometa Halley
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Una vez mas, la ecuacién viene parametrizada por v y dependiendo de su valor tendremos una familia de
soluciones. Consideremos el caso v =0

l’2 y”+xy’+x2y:0
la ecuacién indicadora ET (m) =m (m — 1) 4+ bym + ¢o = 0 nos queda como

60=1<:f1(x):1

COZO
m=0<=m@m—-1)+m=0 =
c1=0 p < fo(x)=2?
02—1
los demés coeficientes by = bg = b3 = -+ =b, =0y c3 =c4 = - = ¢, = 0. Con lo cual EI (n) =

n(n —1)+mn =n?, Por lo tanto, la relacién de recurrencia se obtiene del coeficiente de z™+"

EI(m+n)

ap = dado que

c# 0=>n—-k=2=k=n—-2

_ ZZ;é ar (m) [(m +k) bk + cnil _ Gn1 (m) (m+n—1)+ap_2(m)
(m+4+n)(m+n—1)+ (m+n) (m +n)?

an (m)

tomando m = 0, se tiene

n2

an (0) =

con
co#F0=>n—-k=2=k=n—-2

con lo cual

0 (0) = _an—2 (0)[ea] + a:l; 0)[(n—1)b1] _ an—2(0)+ a,;;zl (0) (n—1) paran > 2

Otra vez, al anular el coeficiente para 2™ (ecuacién (59)) se obtiene a; [0(0+1)+1-(0+1)+0] +
ag[0-04 0] =0 = a; = 0. Con lo cual es claro que se anulan todos los coeficientes impares, y asi

_az—2(0)

ao2n 0) = )
(0) (2n)

paran =1,23,---

con lo cual
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1

n=1 = a (O):—Zao (0) = a3 (0) = —21a0(0)

2 = w(0) =5 (0) = —— a0 (0) = w(0)= ——ya (0)
n= a =— a = a =

! 2-2°° (2-2)%22°° ! (2-2)%22°°

3 = as(0)= - as(0) =~ O] = as(0)= a0 (0)

n= a = — a = - a a = a
° 2-3° " 2-3)° [(2.2)7%22"° 0 (2-3)%28 "
1 l
_ _an—2(0) (1) _ (=1
n=1 — a9 (O) = (21)2 = 221 (”)2&0 (0) — a9 (0) = 22l (“)2(10 (0)
por lo tanto la primera de las soluciones sera
= (1" ]
y(x) =ao|l+ ——
; 22n (nl)?
Jo(x)
Donde Jy (x) se conoce como la funcién de Bessel de primera especie de orden cero.
Para calcular la segunda solucion de la ecuacién de Bessel se sustituye
yo (z) = Jo (x)Inz + Z B,x" en la ecuacién z° ¥ +x 3y + 22 y =0
n=0
para ello se requieren sus derivadas
_ - n / oy Jo (if) = n—1
yg(x)—JO(x)lnx—i—Zan éyQ(m)—Jo(x)lnx—i—i—i—ZBn(O)nm y
n=0 x n=1

4

/ / J(l) (x) Jo (CE) = n—2
yy (z) = Jol(x)lnerQT R +;Bnn(nf Da

entonces
() Jo(r) & _
.2 0 n—2
0=z [Jé’ () lnx—|—27x -2 +n5:2 Byn(n—1)x +
/ Jo (x) = n—1 2 - n
+z |J)(z)Inz + . + g B,nx +z° |Jop(x)Inz + g B,x
n=1 n=0

con lo cual

(oo} (oo} oo
0= (2% J) (x) + 2 Jy(x) + Jo? o () | n2z+2 J (2) =+ ZBnn (n—1)z" + ZBnnac” + Z B, z"t?
n=2 n=1 n=0

=0
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y finalmente

2 2 _ 2n
Bix + 2°Box” + 23 B,n®+ B,_ 2 =-2 E 22n
es claro que para los coeficientes impares se obtiene by = b3 =bs =--- = b2n+1 .- =0 ya que
2n
2 2 2 3 2 4 2 54 22
Biz + 2°Byx® 4 (3°Bs + By) 2° + (4°By + By) 2" + (5°Bs + Bs) 2° + - _—2§j22n

mientras que para las potencias pares tendremos la relacién de recurrencia

1 —1)™*t
BQTL = 2 ( ) n2 - b2n72
(2n)° | 22(n=1) (n!)

entonces

1 4 1 1 1
By = (2'2)2 <_22 (2!)2 _222 (1 2) T 4292 (1+2>
3

)
1 3 1 1 1 1 1 1
Bﬁ_((;)QlQAl(g,!)Qb4]_6 [24( AR <1+2> _624222<1+2+3>

(—1)" |1 1 1 1 1 (—1)F*t
B = —— — _— _— ... - — 1 = 7H
2k 22k (k1)? FE it R 2T T3 22k (k1)? ’

Hy,

Asi la segunda solucién puede tomar la forma de

n+1
v (@) = Jo (a lnx+z;n”)m2”

y por lo tanto la solucién general tendra la forma

n+1
Jo (z)Inx + Z 220 (n H, ﬁn]

es costumbre en Fisica reacomodar la segunda solucién de la forma

(e (3)) o+ X S0 ]

donde 7 se conoce como la constante de Euler-Mascheroni'® y tiene un valor

1 1 1 11
Y= lim <+n_1+_2+ +++11n(n)>“0,5772

y(z) = Ay Jy (z) + A

Y2 (v) = Yo (z) = =

n—oo \ 1 3 2

MLorenzo Mascheroni (1750-1800) Monje Italiano, nacido en Bergamo, Lombardo-Veneto. Profesor de Algebra y Geometria
en la Universidad de Pavia y luego Rector de la misma. Ademds de poeta, se destaco por sus contribuciones al Célculo y a la
Mecanica.
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y asi, finalmente

y(x) =C1 Jo(z) + C2 Yo (2)

Bessel Orden Cero, Primera Especie

-1 ;i. Bessel Orden Cero, Segunda Especie
-1.59
_25

-2.57

Comportamiento de las funciones de Bessel de orden cero. De primera especie Jy (z) y de segunda
especieY ()

Nétese que tanto la funcién de Bessel de orden cero, de primera especie, Jy (x) , como la funcién de Bessel de
orden cero, de segunda especie, Yy (z) ,tienen un comportamiento oscilatorio cuando  — oo, que Jy (0) = 1,
mientras que Y (x) se comporta como %lnx cuando z — 0.

0.18.3. my #mo A my —mo = N con N entero.

En general, la ecuacion indicadora para este caso, m; — mg = N = my = N + mg, con my > ms. Este
caso nos lleva a la ecuacién (65)

N-1 n—1
0=a2"{ap EI(m)} + {an EI(m+n) Z ar [(m+k)bp_k + Cn—k}} ™t (76)
n=1 k=0
N—-1
+ {aN EI(m+N)+ Y ax [(m+k) bN_k+cN_k]}xm+N+ (77)
k=0

n—1
+ Z {anEI m+n JrZak (m+k)bp—g + cn— k]} men (78)

n=N+1 k=0

donde esta m es la menor de las raices y m + N la mayor. Anulando el término {ag ET (m)} coeficiente de
2™ nos lleva a la ecuacién indicadora:

EI(m+N)=(m+N)(m+N—1)+bo(m+N)+co=EI(m) = (m) (m— 1)+ by (m) + co = 0.
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por lo tanto EI(m+ N) = 0 anula al coeficiente del término a,, para n = N, esto es la ecuacién (64),
consecuentemente eso significa que se derivan dos casos

s EI(m+N)=0A N Lar [(m+N+k) by i+ o] =0
En este caso la solucién en serie de Frobenius, partiendo de la raiz mayor de la ecuacién indicadora,
m + N, quedara en términos de ag y no serd linealmente independiente a la solucién provista por la
raiz menor, por consiguiente la solucién proveniente de esta raiz menor, m, sera la solucién general.
Esto quiere decir que en (70) la constante f = 0 y por consiguiente la solucién serd

y(x) = ao ||z +an [lf™ [Z an (m+N) x"] (79)
n=0

1+ Z ap, (m)a”
n=1

y1(z) y2(z)

s EIm+N)=0AY 0 ar [(m+ N+k) byk+ cni] #0
En este caso la raiz mayor de la ecuacion indicadora m + N determinara una de las soluciones, la
constante f # 0y la solucién general tendra la forma de

1+ Z an, (my) m”]

n=1

y(@) = Cy ™

y1()

+Cy ¢ f 2™

1+ Z an (my) z"
n=1

Inz+ [z [Z ap, (ma) $711

n=0

y1()

y2 ()

La ecuacién de Bessel de orden fraccionario puede ilustrar el primero de estos casos, resolvamosla

1
x2y"—|—xy'—|—<x2—4> y=0

una vez mds, le expansién en serie de Frobenius de y (z) nos lleva a una ecuacién indicadora del tipo

b():lel(x)Zl
1
_ = 1
m—2 1 CO:—Z
—=mm-1)+m—--=0 —
—! ! =hw) =2t
=Ty =0 2=y
62:1
los demds coeficientes by = by =bg3=---=b, =0y c3=c4 =---=c¢, =0. Dado que N =1 se tiene que la
ecuacién (64)
a[m+1)(m+1-1)+by(m+1)+col+apgbr(m+1—-1)+c1]+--- » =0 (80)
EI(m+N)
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(D)) (D) ((-2) 1) - aol | 0> mbrvaam=s o
o((-3))

con lo cual cualquier valor de a; y ag estardn permitidos. La relaciéon de recurrencia proviene de anular el

coeficiente de ™+, para m = —5 Vale decir

an, EI (m—l—n)—!—Zak [(m+k)byp—k + cni] =0= (82)
k=0

los coeficientes serdn

1 1

n=2—= G,Q:—iao n=3—= a3:—6a1
RS D | S DA

"= ="y = 5% "= %= 750 T 190™
P D S DN

= 4= T T T "= YT TR T Th0a0™

Por lo cual, la solucién general seréd

1
-= 1 1 1 -= 1 1 1
- 2 (1-Za?+ —at a6 ... D (I SR SV
y(@) = a0 @ ( 27 Tt Tt T )t 6" T 120" " s0a0” T
Para considerar el segundo caso, EI (m+ N) =0A Z,iv:_ol ar [(m+ N + k) bp_k + cp—k] # 0 analicemos
la ecuacion diferencial
2y +2x(2-2)y+(2-2%) y=0

una vez mads, la expansién en serie de Frobenius de y (z) nos lleva a una ecuacién indicadora del tipo

bo=—2
— fi(x)=-2+=x
bp=1
m =2
—mm-1)—-2m+2=0 — co =2
m=1
c1=0 <:f2(x):x2+2
82—1
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los demaés coeficientes by = b3 = --- =b, =0y c3 =c4 =--- = ¢, = 0. Dado que N = 1 se tiene que la
ecuacién (64) para m =1

a[m+1)m—-=2(m+1)+2]+as[m=a12—44+2]4+ap[2] =a1[0] +ag[l] =0 (85)
y no conduce a nada por cuanto ag = 0, mientras que, para m = 2 se obtiene
a[m+)m—-—2(m+1)+2+a[m=a1[3-2—2-3+2]+ap[l]=a1[1]+ag[l]=0 (86)

por lo cual la relaciéon de recurrencia para m = 2 nos queda

an EI(m+n)+ Z ag [(m+k)by g +cni] =0= (87)
k=0
an [24+n)24+n—-1)—22+n)+2]+ap-1[l+n]+a,—2[1]=0 (88)
an (n2 + n) +an—1(n+1)=—an_o (89)
los coeficientes seran
1
n=2=— 6as =—3a; —ag = 3ag — ap = a2=§a0
4 1
n=3= 12a3 = —4as — a1 =—§a0+ao = a3 = —35ao0

Por lo cual, la solucién general sera

1 1
2 2 3
- 1— a2
yi(z) =ap x ( T+ 3:5 3633 + )

y la segunda solucién linealmente independiente sera
y2(z) = u(z) — Biyi(z) Inz (90)

y queda como ejercicio demostrar la relacién de recurrencia para los coeficientes B,, de la serie que describe
o0

u(z)=x (Z B¢x1> (91)
i=0

0.19. Revisitando a Bessel

La Ecuacién de Bessel es
2y’ +ay + (2* — k) y =0; ke (92)
obviamente z = 0 es una singularidad regular, por lo tanto el método de Frobenius nos permite afirmar que
si & = xg corresponde a un polo regular de la ecuacién

22y + 2P (z)y +Q (z)y = 0;
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la solucién vendrd expresada de la forma
oo
y(x) = (x —20)" Y an (& — )"
n=0
con r real y determinado a través de las raices de la ecuacion indicadora
r? 4+ (P(xo) — 1) r+Q(z0) =0

y donde P (z) y Q () son funciones analiticas en el entorno de z = xo y por lo tanto

P(xo) =Y bn(x—x0)" A Qz0) =D cnl(w—m0)"
n=0 n=0

Para la Ecuacion de Bessel
Px)=1=b=1 A Q(m):(xQ—kz) =co=—k% =1
los demas coeficientes b’s y ¢’s se anulan. La ecuacién indicadora y sus raices quedan como
mm—-1)+m—-k*=0 = m?=k® = r.o==k
Donde, para r = k proponemos

o0
y1(x) = ¥ Z anx"
n=0

Al hacer las cuentas

oo oo
(332 - k2) y(z) = ¥k Z ap_ox™ — ¥ Z k2 a,a”
n=2 n=0

zyi(x) = 2* > (k +p) anaz”

n=0

22yl (x) = 2* Z (k+p)(k+p—1)apz"

n=0
la ecuacion de Bessel queda como
Z [(k+n)(k+n—1)+ (k+n)— k] anx”+Zan_2m" =0
n=0 n=2

2n+1) a1z + Z [k2n+k)ar +an—2]z" =0

n=2

y por consiguiente obtenemos la relacion de recurrencia

Ap—2
ap = ——————
n (2k 4+ n)
donde es claro que a; = 0. Adicionalmente, si suponemos
1
apg=————
OT kT (k+1)
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Figura 47: Funciones de Bessel, de orden k de primera especie

tendremos
a1:a3:a5:-~-:0
ao
g = ——————
2T 202k +2)
ap
g =

242k +2) (2k + 4)

ago
22 ol (k+1) (k+2) - (k + n)

Por lo tanto, la primera de las soluciones serd

N (=" T 2ntk
Jk(x)_;F(n+l)F(n+k+1) (5)

la Funcion de Bessel, de orden k de primera especie.

Si k = 0 entonces - .
Jo(z) = Z ((;L,l))z (g) '

n=0

Para el caso particular de & = m entero positivo la funcién de Bessel de primera especie toma la forma de

) =3 et ()

agyn = (—].)n
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Para encontrar la segunda solucién linealmente independiente de la ecuaciéon de Bessel el método de
Frobenius propone tres casos dependiendo el valor de &

r1 — 1o # entero = k # entero
rm=ro=r= k=0
r1 —ro = entero = k = entero

Caso 1: ry — o # entero = k # entero.
La solucién general seréd de la forma

y(x) = C1Jg(z) + CoJ_g ()

donde -
—1 n x\ 2n—k
-3 ) () >0
—I'(n+1) F (n—k+1)\2
Para z < 0 se debe reemplazar =% por ||| " . Nétese que esta tltima expresién también es vélida para k

semientero, i.e. k =n + % .
Caso2:ry=ro=r= k=0.
La solucién general serd de la forma

= Z anz™ + Jo(x) Inz
n=0

v los coeficientes a, se encuentran mediante el tradicional método de sustituirlos en la ecuacién de Bessel

para k=0

De donde se obtiene

y por lo tanto

Z‘Ko

wKq(z) =

zy’ +y + a2y =0

Z anz" ™+ xdo(z) Inz = Z p_ox™ ' +aJy(x) Inx

n=0 n=3
L Jol@)

n ) 1 N In
Zna x" nz)’ Zna + J{ () .
(o)

Ji

Z n(n—1)ape" '+ (x) Inx +2J(z) — Og(cx)
n=2

ay + dagx + Y [0y + an 2| 2"+ |2 J + Ty +ado | Inz + 2J4(z) =0
N———

n=3 0

Acomodando y derivando la expresién para Jy tendremos

ay+Aarr + Y [Py + ] 2"t = —2J)(z) =2 Z 2% 1

n+1
) m27171

n=3
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Ahora multiplicando la expresién por = y separando las sumatorias en sus términos pares e impares, tendre-
mos

a1x + Z [ (2n + 1) (2n41 + Q2p— 1} il =

2n
~ 2n ~ 2 _ 2 _1\n+1 2n
E [ azn + azn,Q] " + dasx® = x° + E (-1) Y- (n!)Zx

n=2 n=1
Por lo cual a; = a3 = a5 = = 0 mientras que
2n
4y = 1; 2n) oy + Gon_o = (—1)"! n>1
(2n) U

De esta forma los coeficientes quedan como:

as = —

= ——r (1+1) = ! 142
U= Tp e 2) " or () 2

a _ﬂ 1_~_1+1_~_1+ _|_1
“n = S (12 27374 k

La expresién para la solucion general de la ecuacion de Bessel para k = 0 serd

0 _ n+1 T 2n
Ko(ac)zz((;)')Q{1+;+;+i+~-~+;}(2) + Jo(z) Inx
n=0 :

En Fisica, es costumbre expresar esta solucién de una forma equivalente pero ligeramente diferente:

wo=2 S b b 6+ 2aew [0

n=0

donde, una vez mas, v = 0,577215664901 - - - es la constante de Euler-Mascheroni.
Caso 3: vy — ro = entero = k = entero.
La solucién general serd de la forma

Ki(z) = Z A" 4 CJo(z) Inx
n=0

Procediendo de forma equivalente a la situaciéon anterior tenemos que la solucién general podra expresarse
(luego de una laboriosa faena) como

k—1
n

D=5 6w G)

=0

i( )" [Hy + Hni] <§>2n+k+<}k($) Inz

n!(k+n)! 2

n=1
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Y finalmente la Funcion de Bessel de orden k de sequnda especie o Funcion de Neumann

k—1

nw =13 CEE ) B )

_ % i (=1)" [Hy + Hysr] (x)zmk

n %Jk(x) [mg —|—fy}

— n! (k+ n)! 2
En ambos casos 1 1 1
Hn:1+§+§++5
Mas aun
k—1
2 z 1 (k—n—1) fx\2n—k
Ylw) = S g - 23 0= (5)
1= (=) yx\2ntk
S Y 2 Sy 1 e+ 1
LS () a0 vk )
F/
donde ¢(n) = T ((n)) es la funcién Digamma con
n

1 1 1
]_ = — ]_ —_ — “ e —
P(n+1) v+ +2+3+ +n
(1) = —
También es costumbre definir la funcién de Bessel de segunda especie en terminos de las de primera especie

_ Ji(x) coskm — J_(x)

Ni(z) = Yi() sen k7

Notese que para k = m entero, aparentemente no esta definida. Pero, aplicando la regla de L'Hospital

% [Ji(x) coskm — J_j(z)]
Nm(x) = d
— [sen k)
dk k=m
(@) senn + { cosnm S (@) — < Ti(x)
- wJp(x) sennw cosna - Jn(x) — - J-x(z

T Ccosnmw

k=m
_ % {;ka(x) — (=" ;kj_k(a;)}k_m

De este modo, la solucidnes generales para la ecuacién de Bessel, se expresan segtn el caso en

Zy(x) = Cidi(z) + Cod_i(x); k # entero
Zi(x) = C1Jk(x) + CoYi(a); k=0 V entero

La funciones Zj(z) y Zi(z) se denominan Funciones Cilindricas de orden k
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Figura 48: Funciones de Bessel de orden k de segunda especie o Funciones de Neumann

v TJov T"J1v TJ3v TYov Ty iv Ty 2u

1 | 2.404825558 | 3.831705970 | 5.135622302 | 0.8935769663 | 2.197141326 | 3.384241767
2 | 5.520078110 | 7.015586670 | 8.417244140 | 3.957678419 | 5.429681041 | 6.793807513
3 | 8.653727913 | 10.17346814 | 11.61984117 | 7.086051060 | 8.596005868 | 10.02347798
4 | 11.79153444 | 13.32369194 | 14.79595178 | 10.22234504 | 11.74915483 | 13.20998671
5 | 14.93091771 | 16.47063005 | 17.95981949 | 13.36109747 | 14.89744213 | 16.37896656
6 | 18.07106397 | 19.61585851 | 21.11699705 | 16.50092244 | 18.04340228 | 19.53903999
7 | 21.21163663 | 22.76008438 | 24.27011231 | 19.64130970 | 21.18806893 | 22.69395594
8 | 24.35247153 | 25.90367209 | 27.42057355 | 22.78202805 | 24.33194257 | 25.84561372
9 | 27.49347913 | 29.04682854 | 30.56920450 | 25.92295765 | 27.47529498 | 28.99508040
10 | 30.63460647 | 32.18967991 | 33.71651951 | 29.06403025 | 30.61828649 | 32.14300226

Cuadro 1: Los ceros de las funciones de Bessel J,(z) y de la funcién de Newmann Y, (z).
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0.19.1. Otras Formas de la Ecuacion de Bessel

Haciendo los cambios de variables correspondientes llegamos a

1—2 2 12,2
W)+ 2 ) + | () S ) =0
donde
u(x) = 2% Zy(Bx")
o también
' (x) + az” u(z) =0
con

0.19.2. Relaciones de Recurrencia:
Las funciones de Bessel tienen las siguientes relaciones de recurrencia
xJpr1(x) — 2k Ji(x) + xJp—1(x) =0
Jp1(z) + 2J3(2) — Jp—1(2) = 0

Para demostrar estas relaciones partimos por demostrar la siguiente identidad

/

(2" T (2)] = 2F Jp_1 ()
[x_ka(x)]/ =~z F ()

De la expresién para Ji(x) se obtiene

%) (71 B
;F(n—i—l)f‘(n—i—k—&—l) 2 220tkD (n+ 1) T (n+k+ 1)

n=0

)" onentk]’ & (—1)"2 (n + k) 22n+2k=1
()" -2

— 220+ (k=T (n+ 1) T (n + k)
n=0

= kak_l(x)

Unos cambios apropiados nos llevan a demostrar las segunda de las relaciones y al desarrollar las derivadas
[kak(:c)]/ = ka* 7 () + 2T (x) = 2P T (2)
[x_ka(x)]/ = —kx " () + 7T (x) = —a 7R T ()
Por lo cual

kJi(z) + xJ)(x) = 2J;_1 ()
—kJg(z) + 2} (z) = —xJpi1()

Al sumar y restar miembro a miembro obtenemos las relaciones de recurrencia. Es obvia la importancia que
adquieren Jy () y Jo(z) para generar el resto de las funciones de Bessel.
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0.19.3. Funciones de Bessel y Funciones Elementales

Las funciones de Bessel de érden semientero, k = % se expresa como

Aa= \/gg;ﬁ(n -I-(l_);)T(Ln—i- 3) (g)zn
r<n+‘;’) _{222”;1}_F(2> 1'3-5~2;1(2n+1)

T o (-n" 2
J (x)—\/> "
1z 2;2”n!f‘(%)1-3~5-~-(2n+1)
2
xT

pero como

se encuentra que

X l'4 xG
= =3\ 1—-—+ — 4+
V2al' (2) 2.3 2:4-3-5 2-4-6-3-5-7
1 {1 z3 N a7 N } 1
= T /= a2\ - —-— — = e = ———senx
V2al (3) 351 VaaT (3)
Finalmente, y otra vez invocando a las propiedades de la funcién Gamma: T" (%) = ?

2
Jija(w) = \/asenz

2
J_12(z) = \/%cosm

y ahora utilizando las relaciones de recurrencia tendremos que

Equivalentemente se puede demostrar que

1
J3/a(w) = —J_12(x) + ;Juz(x)

2 [senx }
=1/ — —Ccosx
T T

Asi mismo
3
Jsj2(x) = —J12(x) + ;Jg/z(x)
2 [SSenx 3cosx }
=4/ — — —senz
T 2 x
En general

n |2 ,p1 d” sen x
Jn+%(x) = (_1) \/;l' T2 (.’IJdZC)n (T) n= 172737"'

2 a1 4 cosx
Jn_i_%(x)\/;x +2W(T> n:71,72,73,

Las funciones de Bessel de 6rden semientero son las tinicas funciones de Bessel que pueden ser expresadas
en términos de funciones elementales.
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0.19.4. Reflexién:

Las funciones de Bessel cumplen con

Para el caso k = m entero positivo la Funcién de Bessel de primera especie toma la forma de

(o
L=l (n+m)!\2
Si k = —m es un entero negativo los primeros m términos de la serie anterior se anulan ya que I'(n) — oo
paran = —1,—2,—3,--- y la serie se arma como
o0 _1)" andm 2 (_1)itm 2+m
Sy =Y D (L) - (=1) (%)
= nl (n—m)! \2 — (I+m) i
Jom(@) = (=1)™ Jon(2)

0.19.5. Funcion Generatriz

La funcién generatriz para las Funciones de Bessel es

B(x,t) = e%(t_%)

desarrollando las dos series para las exponenciales

xt "
X e
PR 4
e gt gyt e Gt
y (—1)" 2"
% LTty P2 T
¢ ot Tyt T T +

Por lo tanto multiplicando ambas series

B(m,t)ze’ﬁ(t—i)z{z ;:ﬁt"}{z(_;n' } Z To(x) "

n=0 =

0.19.6. Representaciéon Integral para las Funciones de Bessel

En la expresién anterior para la funcién generatriz se realiza el siguiente cambio de varible t = ¢ de este

modo wls 1 )
e?(tif) — T sen __ cos (.’L’ sen 0) -+ 7sen (iL’ sen 0)

y por lo tanto
Z Jn () [cos (nf) + isen (nd))

n=—oo

cos (zsen ) + isen (zsen )
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igualando partes reales e imaginarias y recordando que J_,,(x) = (=1)" J,,(x), para anular los términos
impares en la serie de la parte real y los pares en la de la parte imaginaria, podemos escribir

cos (zsend) = Jo(z) + 2 Z Jan () cos (2n6)

n=1

sen (zsenf) = 2 Z Jan+1(x)sen ([2n + 1]6)

n=0

Multiplicando miembro a miembro en la primera de ellas por cos (2k6) (y por cos ([2k + 1]6) ) y la segunda
por sen ([2k + 1]0) (y por sen (2k0)). Integrando (en 0 < § < ), también miembro a miembro y término por
término en las series, se obtienen

1 s
Jon(z) = f/ cos (zsend) cos (2nd) df
0

7r
1 s
0= f/ cos (zsenf) cos ([2n + 1] 6) db
T Jo
1 ™
Jont1(z) = — / sen (zsen®)sen ([2n 4 1]6) db
™ Jo
0= 1 / sen (v sen ) sen (2nd) do
T Jo

Sumando miembro a miembro primera con cuarta y segunda con tercera tendremos la expresién integral

para las funciones de Bessel

In(z) = % /0 cos (cos (nf) — xzsend) do

ya que todos sabemos que

cos (nf — xsen ) = cos (2nf) cos (x sen f) + sen (2nd) sen (z sen 6)

0.19.7. Ortogonalidad de las Funciones de Bessel
Ortogonalidad:

Haciendo el caso particular de @« = 0 y v = 1 en la primera de las expresiones equivalentes para la

ecuacién de Bessel, tendremos
2

u () + %u’(m) + [62 - 52] u(z) =0
donde
u(z) = Jp(Bx)
multiplicando por x la ecuacion diferencial puede ser reescrita como

2

osi(so)] + | % - | o) =0
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suponiendo k real y positivo, planteamos la ecuacién para dos indices diferentes 51 y B2 por lo tanto quedan
como
/ k>
[zJ(B17)] + [ﬁfx — x] Je(Bix) =0
2

wSi(aa)l + |30 - = | Siao) =0

Multiplicando apropiadamente por Ji(812) v Ji(B2x), Integrando y restando miembro a miembro tendremos
que

=8 | ad(ra) e = [ { 1) (B = (6w iG]} e

- / i (Bo)z T (Br) — Te(Br) T (o)) da

= Jiu(Box)xJy(Brz) — Ju(Bra)edi(Baz) oo,

para f3; las raices de los polinomios de Bessel, i.e. J;(8;) = 0 podemos deducir que las funciones de Bessel
son ortogonales

1
0
Maés ain partiendo de la ecuacién de Bessel original se puede llegar a

ﬂ27k2

s LB

T (8)) +

N | =

17 (B) ] =

0.20. Algunas funciones Especiales

0.20.1. Funcion Gamma e Integrales de Probabilidad

Es la generalizacién del factorial n! el cual sélo estd definido para enteros, mientras que I' (z) estd definida
para toda variable compleja z con parte real positiva.
' (2) se define indistintamente como:

F(z):/ e_ttz_lth(Z—l)!EH(Z—l) Rez >0
0
1.2.3.....¢

F(Z):nlggoz(erl)(erZ (z+n)n

F(lz) :zeVZH (1+%)e

n=1

)..

donde n es un entero positivo y
v = 0,577215664901 - - -

se conoce como la constante de Euler-Mascheroni:
También es frecuente encontrar I' (z) con algunas variantes cosméticas:

© ! 1\17" >
I'(2) = 2/ e T dt :/ [m ()] dt = k/ e M 1dt
0 0 t 0
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Para probar la equivalencia de las dos primeras definiciones inventamos las siguiente funcién de dos variables

F(z,n) =/ (1 — t) t*7ldt  Rez>0
0

n

t n
lim (1 — ) =e !
n—oo n

o0
lim F(z,n) = F(z,00) = / e "t* At =T (2)
0

n—oo

y como es conocido que

Entonces

Con lo cual queda demostrada la primera de propuestas de Euler.
Para construir la segunda partimos de la misma funcién F(z,n) y un cambio estratégico de variable

n
F(z,n) = nz/ (1 —u)" v du Rez >0
0
Un par de integraciones por partes nos llevan a comprobar
1

1
—|—E/ (1—w)" ' wrdu
o *Jo

! n(n’_l) ! _un—Quz—‘rl U
0+z(z+1)/0(1 ) d}

que el primer término se anula siempre. Repitiendo el proceso n veces

o nn—1)(n-2)(n—-3)---3-2-1 1uz =14y,

Pem = | e e e

:nz{n(n—1)(n—2)(n—3)-~-3~2-1}
2z+D)(z4+2)(z+3)---(z+n)

z
n U

F(z,n)znz{(l—u)

z

_ .z _un—Quz 1ﬂ(ﬂ—1)
- {(1 ) ’ z(z+1)

Una vez maés, haciendo

lim F(z,n) = F(z,00) = lim nz{ =T1(2)

n—oo n—oo

n(n—l)(n—?)(n—3)---3-2-1}
2(z+1)(z+2)(2+3)--- (2 +n)

Se completa la equivalencia para la primera y segunda definiciones de Euler.
En particular, de la primera de las definiciones se tiene por integracién directa

I (1) :/ e ldt =1
0

r <1) :/ e tt12dt :/ e du =7
2 0 0

mientras que de la segunda, si z =n =1,2,3,--- , se obtiene
'n+1)=mn!
1 1-3-5----(2n—1)

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 120



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias BORRADOR PRELIMINAR

Finalmente la tercera de las definiciones de la funcién I" (z) viene expresada en término de un producto
infinito (Weierstrass). Este puede demostrarse partiendo de la segunda definicién de Euler
1.2:3-....p

F(Z):nh;nc}oz(z+1)(2+2)~-~(z+n)nz

Por lo tanto

nos queda

iy Lm0 200} L 1 (15 2]

Donde, la serie exponente del primero de los términos converge a un valor constante y cual ha quedado
bautizado como la constante de Fuler-Mascheroni

S L b bt ()
[ L R R it R L D B
v = 0,5772156649015328606065112 - - -

Con lo cual queda demostrada la tercera de las propuestas para expresar la Funcién Gamma,

00 z
1 zZ\ ——
= vz 1 7) n

I'(2) = H ( * n) ¢

n=1

Es facil comprobar las siguientes propiedades
P(z+1)=2T(2)
00 z—ld
F(z)F(l—z):/ )
0

222711 ()T (z + ;) = /7T (22)

x
(14+z) senmz
(

La primera de ellas (la relacién de recurrencia) es trivial y se obtiene integrando por partes la definicién
integral de Euler.

o0 o oo
F'(z+1)= / e lt*dt = z e_ttz_1|0 +z / e 2 ldt = 2T (2)
0 0

El primer sumando de la integraciéon por partes se anula siempre. Esta propiedad es valida Vz con z #
0,—-1,—-2,--- .
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La segunda de las propiedades (férmula de reflexién) se comprueba también partiendo de definicién

integral de Euler con el siguiente cambio de variable t = u2.

Fz)r1-=z = 2/ e 2 1y 2/ e 27y
0

2z—1
= 4// (u*+0?) 7) dudv
v

si ahora hacemos u = pcosp y v = psen g, la integral anterior queda como
0o R /2
Fz)r(1-z2) = 4/ pe ? dp / cot* 1 pdyp
0 0

1 /2
=4 f/ cot?* 1 pdyp
2 Jo

—dzx
2z (1 + )

Finalmente, si
© = arccot \/x; dp =

nos queda
z* " tdz T

r(z)ru—z):/ooc( =

1+x) senwz

Es inmediato volver a comprobar

Del mismo modo, si utilizamos ademas la relacién de recurrencia encontramos
7r

L(z)T(—2) =

—zsenmz
La férmula de duplicacion y puede comprobarse partiendo de la definicién del limite de Euler, asi

22710 (2)T (2 + 3)
T'(22)

N

Hay que hacer notar que en el numerador sustituimos directamente las expresiones para del limite de Euler
y en la del denominador, adicionalmente sustituimos n por 2n

F o) — 9. ~w 9. o2
(22) nggo2z(2z+1)~~(2z+n)n n—>0022(22+1) (2z+2n)(n)

por lo cual se tiene la siguiente expresién dentro del argumento del limite

1 1-2:3-----n - 1- et
2 <z(z+1)(2+2)-~-(z+n) ><( +3)(z+ %) (z—|— +n) +>

1-2-3----- n 0s
<22(22+1)(22+2)"'(22+2n) (2n) )

la cual se reacomoda como

lim 9221 (n!)2 22 (22 +1) (22 +2)--- (22 + 2n) . a2+
n—oo 2n)! 2 (243) (z+1) (24+2) (2 +2)-- (z+ 2 +n) (z+n) (2n)*
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2D

2 2t 3)(z+2) (2 +5)(207) 22 (m)? nite
n—oo z(z+3)(z+1)(2+3

J(z4+2)--(2+ 4 +n)(z2+n) (2n)! 2222
Entonces
2 (2 43) (277 (n)?v/n
T (22) T o (2n)!

por lo cual se deduce que el valor de lado izquierdo de la ecuacién es independiente del valor de z por lo

tanto es el mismo valor para cualquier z y lo evaluamos para z = %

22710 (2)T (2 +3) (1)
T (2z) =t (2) =V

con lo cual queda comprobada la férmula de duplicacion.
Otras propiedades que van quedar como curiosidad y sin demostracién son:

n—1
T (nz) = (2m)" 20 T ( i ﬁ)

k=0

(z)_ 2! B I'(z+1)
w)  w(z—w)! T+ (z—w+1)

A partir de T' (z) se definen otras funciones especiales, las cuales se expresan conjuntamente con sus propie-
dades como

0.20.2. La Funciones Digamma y Poligamma

)

Para evitar tratar con derivadas de los factoriales es costumbre trabajar con sus derivadas logaritmicas.
A partir de la segunda definicién
1.2.3--+--n

r 1)=2l= 1 *
(z+1) =2 n1—>H;o(z—|—1)(z+2)-~~(z—|—n)n

In (#!) = In (JE& (z+1)(2+2)"‘(z+n)n>

= 1Lm (InmpH)+zInn—In(z+1)—In(z+2)—---—In(z+n))
ahora derivando,
d 1 1 1
L) =F(z) = lim (Inn— - R
3 M =FE) ngréo(n” G+1) (z+2) <z+n)>

y finalmente acomodando, para llegar a la definicién més conocida

= 1 1
P =--3 (w5 7)
n=1
También se le conoce como funcién Psi
_I'(z) d

T T (R)=F(z-1)= %m((z -1

P(2)
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con las siguientes propiedades
Y1) = -+ ()
P(z—1)—¢(z) =meotmz
U(z )+1/)< )+21n2-21/}(2z)

De donde se pueden deducir
(1) =T"(1) =~

La funcién v(z) puede ser expresada en términos de integrales definidas, para ello notamos que
(oo}
I (z) = / e t* int dt
0

y sustituyendo la identidad de Frullani

tendremos

o0 oo —x _ —at
I (z):/ *ttH/ 7% drdt
T
d
/ 17/ 6% — o t) et 14t
_/ 76 z/ et 1dt / dJL‘/ 7t(m+1)tz 1dt
o 7T 0

:F(z)/ooo dz [e_m - (x—!—l)_z]

T

va que I' (z) = k* [~ e7*¢>~1d¢t y por lo tanto

v = [T [ -]

T

También daremos (sin demostracién) otras expresiones

1 -1
1— 27
= — d
¥(z) v+ /0 T, 4
La Funcién Poligamma se obtiene derivando en forma repetida la Funcién Digamma
dm
(m) (m) — +1 E — o
P (z+1)=F"(z) = dsz(z)_ )™ im) Z+nm+1 m=1,2,3

y cuya serie puede ser expresada en términos de la funcién Zeta de Riemman

=3
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como
FM(0) = —1)™ 1 mi¢(m + 1)
de esta forma es posible desarrollar en serie de Maclaurin

22 23
In(n!) = =y + 5:¢(2) = 5CB) + -+ (-1)

0.20.3. La Aproximacion de Stirling

El comportamiento asintético de las funciones especiales serd tratado en una clase aparte. Pero la impor-
tancia de la Aproximacién de Stirling obliga a que se trate en este punto. Supongamos que consideramos el
caso z = x € R. Por lo cual estamos interesados en el caso x > 1. Partimos de

I'(z) = ;F(x +1) = 7/ e At — 7/ o trrint gy
0 0

x x
haciendo t = xu tenemos que
oo
I'(z) = xz/ e rlu—nu)gy,
0

Ahora bien, el integrando tendrd su méximo en v = 1 donde la exponencial tiene su minimo y es entorno a
ese punto que desarrollara en series de Taylor

5 1

1 3, 1 4
Chu=14 (-1 @w-1% 4= (-1t
u—Inu 2(u ) 3(u ) 4(u )

por lo cual
> > 1 2_1 3
F(,T) _ m:c/ e—x(u—lnu)du ~ xz/ du e—$(1+§(u—1) —5(u—-1) +)du
0 0

Otro cambio de variable v = /x (u — 1) nos lleva

P~ Z [ et L L, 1o
x) ~ ve exp | —=v° — —v* + —5v° — - --
N PAsve’ T’ st

1

Para valores x > 1 se expande, en series de Taylor los exponenciales que contengan términos 7

xTe™T [ 12 1 1 1
T ~ doe—2? 1 P S i 5
(x) NN ve { + (3\/511 P + 5x%U +
1/1 4 1, 1 . 2
o <3\/;E” 1" Tt *

Finalmente, utilizando que

) L s V2T n=20
/ dve ™2V 0" = V2r-1-3-5----(n—1) n =2k
—o0 0 n=2%kk-—1

e integrando término a término, tendremos que

2 1 1
T(z)m ) Zate {14 — 4 —— 4.
(@) z 0 C {JF121;+288$2+ }
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0.20.4. La funcion Beta

B(z,y) = /1 P 1 —0)Y" At Rex >0 A
0
_T(@)T(y)
P =Tty

La Funcién Integral de Probabilidad

Rey >0

La funcién Integral de Probabilidad para una variable compleja arbitraria z como

d(z) = % /OZ e dt

Obviamente ®(0) = 0y ®(o0) = 1. A partir de esta funcién se define la Funcién Error y su complemento

erf(z) = /0 T tar = Yz

ol ol

erf o(z) = / TPt = Y[ _ ()]

Funcién Gamma Incompleta v (z,«a) y
Funcién Gamma Complementaria I (z, )

v (z,a) = / et de
0
I'(z,a)= / e 't*ldt
[
las cuales claramente cumplen con
v(z,0) + T (z,a) =T (2)

y resumen

(e

v(z+4+1,a) =27(z,a) — a®e”
IF'(z+1,a) =2I(z,a) + a”e™“

0.21. El problema de Sturm-Liuoville

0.21.1. Calculo Operacional

Toda ecuacién diferencial puede ser descrita de la siguiente forma

—F(z) = f(z) = DF(z) = {(x)
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donde D (o) es un operador diferencial lineal, tal y como los estudiamos en su momento. De esta forma
D (Az"™ + Bz™) = AD (") 4+ BD (2™) = nAz""' + mBx™ ! (94)

y en muchos aspectos ese operador diferencial D (o) puede ser tratado como un nimero més.
De esta forma una ecuacion diferencial homogénea puede ser descrita en forma de operadores como

ay' +by +cy=0 =0Jy)=0 < (aD*’+bD+c)ly)=0 (95)

y consecuentemente

D—7r)(D—7)|y) =0 conryyr raicesdear®+br+c=0, (96)
con soluciones, como era de esperarse de la forma
I — reales = y(z)=(A+ Bx)e"®
1 #£ T reales = y(r)=Ae™?® 4 Be® (97)
r=r complejas 1y = a+if = y(z) =e** (Acos(fz)+ Bsen(fx))

Esta notacion también se presta para algunas curiosidades. Para una ecuacion diferencial genérica con
coeficientes constantes se tiene

y' =3y +2y=2? = (D*-3D+2)y =2? = D-1)(D-2)y =2 (98)
mas atin ) ) )
T x x
=y = 99
YT-1n)Dd-2) Y“-2) -1 (99)
por lo cual expandiendo
1 -1
— = =-1-D-D*-D3-D*—... 1
D-1 1-D (100)
1 -1 1 1 D D?* D?
_ — -2 (101)

de donde
y=< ———————————— >x2—(—1—D—D2—D3—D4—-.-)x2 (102)

por lo tanto tendremos la solucién particular de la ecuacién 3" — 3 ' +2 y = x2

2 1 2 7
yz(—x—x—)—(—x2—2x—2):z+§x+4 (103)

Las operaciones que se usaron arriba estan relacionadas muy estrechamente con las propiedades de la integral
(oo}
/ e St ()t (104)
0
En el mismo espiritu anterior podemos asociar una ecuacién diferencial de segundo orden a un operador

diferencial

2
(P(m)(ic2 + Q(m)% + R(x)) u(z) =0 = (P(x)D*+Q(z)D+ R(z))[u) =0 < Llu)=0  (105)

L

Donde las funciones P(z),Q(z) y R(x) son funciones reales, definidas en el intervalo [a,b] y que cumplen
con las siguientes exigencias

= P’(2), Q' (x) y R(x) existen y son cont’inuas en [a, b], y

= P(x) no contiene ceros en (a,b).
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0.21.2. Operadores diferenciales de segundo orden

Consideremos el espacio de Hilbert de funciones continuas en [a,b], en el cual representaremos a esas
funciones como |u) y los operadores lineales actian en ese espacio de Hilbert de la forma acostumbrada
L |u) = |&). Entonces, a trav’es de la definicién del producto interno podemos construir

(v ]a) = (@ [v)" & (v|L|u) = (u| LT |v)". (106)
Sabemos que, los operadores hermiticos (o autoadjuntos y esto es . = L) tendré autovalores {\1, A2, Az, - -+ , An}
reales y los correspondientes autovectores {|wi) ,|wa), [ws) -, |w,)} serdn ortogonales, (w' [w;) o 5. El

hecho que construyamos una ecuacién de autovalores con L de la forma expresada en (105) implica una
ecuacioén de la forma

Llvi) =X |vi) & (P@)D?+ Q(z)D+ R(z)) |vi) = Xi |vi) (107)
Con lo cual estariamos resolviendo una familia de ecuaciones diferenciales homogéneas del tipo
d?y;(z) dy;(z)
dz? dx

parametrizadas por el pardmetro );. Mds aun, con esta estrategia podremos integrar ecuaciones diferenciales
de la forma y(2) ()
YilT YilT

P@) L + Q)+ (R(z) — Aw()) yi(e) =0, (109)

si consideramos productos internos generalizados con funciones peso w(z) de la forma

P(x)

+ Q(x)

+ (R(z) = A yi(x) =0 (108)

b
15 = [ dow@)g @) (110)
a
Varios son los ejemplos de esta forma general de abordar las ecuaciones diferenciales como un problema
de autovalores. Entre ellos podemos mencionar:

» El oscilador arménico

——
L
= La ecuacion de Legendre
(1—2?) @ 2w L) p () = —n(n+1) P,(z) (112)
da? de )" "
L

En general toda las familias de polinomios ortogonales, p, (x) con producto interno definido como

b
P" |pn) = / W(2)pm ()pp(x)dx = hpdpm ., con w(z) > 0 una funcién peso en a <z < b
a

2
(P s + Q)5 ) palo) = —aupa(o) =0 (113)

L

Donde las expresiones para P(z), Q(z) y au, se encuentran especificadas en la Tabla (2)
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’ Polinomio \ P(x) \ Q(x) \ ay, ‘

P, 1—a? —2z n(n+1)

T, 1— a2 —z n?

U, 1— 22 —2z nin+1)

H, 1 —2z 2n

L, T 11—z n

Ly T l-z+a n

Pos 1—2?2 | B—a—a22+a+8) | nn+a+B+1)

Cuadro 2: Funciones para determinar la ecuacién diferencial para la cual son solucién los polinomios ortogo-
nales. Con P,, Legendre, T,, Tchebychev 1E; U,, Tchebychev 2E; H,, Hermite; L,, Laguerre; L% (z) Laguerre
G; P?(z) Jacobi

= La ecuacion de Bessel )

(Izdiﬂ + x% + o:2> Jp(z) = K2 Jp(2); keR (114)

L

0.21.3. Operadores diferenciales autoadjuntos

Es claro que las funciones P(z),Q(x) y R(z) tendran algunas restricciones adicionales a las expresadas
arriba, de tal forma que se garantice que el operador L sea autoadjunto (hermitico).

Para encontrar esas restricciones a los coeficientes, partimos de la definicion de producto interno en
un espacio de funciones. En general, vimos que, para un espacio de funciones continuas y continuamente
diferenciales en [a,b] una posible definicién de producto interno es

b b
@1f) = / do g*(2)f(z) = (g|L|f) = / dz g*(2) Lf(z) (115)
es decir

b 2 T b T b
Wi = [ arg@ro P+ (i @ewd D+ i@ res@ o)

a

Integrando por partes la primera y segunda integral tendremos

b

b 2f(x T ) a* (x b 2 ) a* (x
[ asg 0P L — (P 0 - o WEGLEN L [y 5 HEDLED
y
b b *(
[ g @0t < @) g @k - [ ar s ADL) (115)

Con lo cual podremos escribir

oLl = [ i (e g+ (220 o) &+ (rew - 499 4 A o)

Lt

+ (1 (@@ - ) @)+ P (L@ - L) )
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donde hemos identificado por Lt al operador adjunto de L. Ahora bien, si queremos que L sea autoadjunto
(0 hermitico ) L. = LT, entonces se debe cumplir que

dP(x) B dQ(z) d*P(z)
2 T Q(z) = Q(x) e + Erea 0 (120)
y ambas se satisfacen idénticamente si
_dP(x)
Q) = =2 (121)

Estas restricciones sobre P(x) y Q(z) son aparentes, porque siempre podremos construir un operador
diferencial autoadjunto a partir de cualquier operador diferencial de segundo orden. En efecto, como P(x)
unicamente puede tener raices en los extremos del intervalo [a, b], siempre podremos definir

b ot P(@) = h2)P(a)
h(z) = %exp (/a dz géci) = (122)

Q(x) = h(z)Q(z)

con lo cual se cumple inmediatamente la condicién (121), a saber

dP(z) d "R _ Q) bR _
W = dp &P (/a dz P(x)) = Pl) exp (/a dz P(a:)) = Q(x) (123)
y entonces h(z)L siempre serd auto adjunto.

Entonces, al utilizar (121) en (105) es f’acil convencerse que todo operador autoadjunto puede ser escrito
como

d d(e)
L« s (P(w) e > + R(z) (124)
Adicionalmente, la ecuacién general (119) quedaria escrita como
b b
N df(z) . dg*(z
WLl = [ @ sl @+ P (L2 @) - L p) (125)
o dx dx "
(fILT]g)"

Claramente, si L es autoadjunto y f(z) y g(x) son soluciones de una ecuacién diferencial autoadjunta,
el segundo término se debe anular, y alli habran de incidir las condiciones de borde que se impongan al
problema.

0.21.4. El Sistema Sturm-Liouville

Evidentemente, si consideramos que f(z) y g(z) son soluciones de una ecuacién diferencial autoadjunta
(que puede ser representada por un operador lineal de segundo orden autoadjunto L), entonces la ecuacién
de autovalores

Liu) = —Xi|u) < ((fx <P(x)ddm> + R@)) wi(x) = =\ w(w)u;(x) (126)

donde, A; son los autovalores, u;(x) las autofunciones soluciones y w(x) > 0 es la funcién peso descrita en
(110). Claramente esta ecuacién (126) debe ser complementada con las condiciones de frontera

b

dui@) | _ Vi, j (127)

Playu () 5

J

a
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Las ecuaciones (126) y (127) constituyen Sistema Sturm-Liouville y también se le refiere como el problema
de Sturm-Liouville.
Se distinguen dos posibles situaciones con las condiciones de frontera:

1. Condiciones Regulares: Para este caso se especifican los valores de una combinacién de las funciones
y las derivadas, S u;(z) + 'yld“diig(f) =Cy y Baui(x) + 'ygdu#(;“') = (5 en los extremos x = a 'y x = b.
Estos valores son finitos en todo el intervalo de validez de las funciones. Claramente de ésta pueden

derivarse cuatro tipos de condiciones de frontera

a) Condiciones Regulares Puras: Para este caso se especifican los valores para la combinacién
lineal completa, con 81 #0, B2 #0, 71 #0y 2 #0

b) Condiciones de Dirichlet: Para este caso se especifican los valores de la funcién u;(z) en los
extremos, t =a y x = b. Esto es para y; =7 =0

o e . . du;
¢) Condiciones de Neumann: Para este caso se especifican los valores de las derivadas % en

los extremos, x = a y © = b. Esto es para 1 = 2 =0

d) Condiciones Mixtas: Cuando se especifican los valores de un tipo de condiciones de frontera
en un extremo y otro en el otro. Esto es para 51 =% =007, =82 =0

2. Condiciones Periddicas: Para este caso el valor de la funcién y su derivada es el mismo en los

extremos u;(a) = u;(b) y dudiig(f) = dudiig(cx)

. Otra vez, estos valores son finitos en todo el intervalo de
b

validez de las funciones.
3. Condiciones Singulares: Para este caso encontramos valores singulares para las funciones y sus
derivadas.

0.21.5. Algunos ejemplos ilustrativos

Vamos a analizar el caso muy simple de la ecuacién diferencial tipo oscilador arménico libre. Esto es

d*y(z)
dz?

+ Ay(x) =0 (128)
y veremos como cambia cuando se tienen en cuenta distintos tipos de condiciones de frontera.

. . _ dy(z) _
Condicién Regular con y(0) =0 A <2 =0

T=Tr
Este caso corresponde una condicién de frontera regular con y; = 2 = 0y, en principio, tendra soluciones
distintas para A >0, A=0,y A <0

A =0 Para A = 0 la solucién serd de la forma y(z) = Ciz + C2 como y(0) = 0 tendremos que Cy = 0y
como d%—(;) = 0 necesariamente C; = 0. Con lo cual la tnica solucién es y(z) = 0 y A no serd un
autovalor de la ecuacién (128).

A < 0 Para A < 0 podemos re-escribirla con A = —u2. Entonces la solucién general para (128) tendra la forma
y(x) = CreM™* + Coe #*. Las condiciones de frontera imponen

0=C1 4 Cy A 0=p (CleMﬂ' + —Cgeiuﬂ—)

y otra vez, tendremos como unica solucién 0 = C; = Cy y A no serd un autovalor de la ecuacién (128).
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A >0 Para el caso A > 0 usamos A = p? y la solucién serd del tipo y(z) = Cjcos(ux) + Cysen(ux). Las
condiciones de frontera imponen: y(0) =0 = C; =0y

dy(z)
dx

2n+1 2n +1)2
nt éAn:% paran=0,1,2,3,---

= Copcos(um) =0 = p, ==

=T

Es decir, tendremos infinitos auto valores asociados con infinitas autofunciones y;(z) = sen (Q”Q—H:v)
paran =0,1,2,3,---. En primer lugar, es importante senalar un que, por ser L. un operador hermitico
sus autovalores son reales y cumplen A\g < A1 < A2 < Asz---, es decir son crecientes para indices
crecientes de las autofunciones. En segundo lugar que las infinitas autofunciones funciones forman una
base ortogonal y, por lo tanto la suma de todas esas soluciones, también serd solucién de (128), con las

dy(z)

condiciones de frontera y(0) =0 A =42

=0y A > 0 puede ser escrita como
=7

y(z) = i sen <2”2+ 19;) (129)

n=0

Esta hecho nos permitira resolver el problema inhomogéneo, L|u) = |f), v serd analizado en detalle
mas adelante.

dy(x
sa| =

=T

Condicién Regular con y(0) =0 A y(m) +

Para este caso tendremos una condicién de frontera regular con 3 = 0 y, en principio, tendré soluciones
distintas para A >0, A=0,y A <0

A =0 Para A = 0 Se cumplen las mismas situaciones que el caso anterior y se demuestra que sélo es posible
la solucién trivial y(x) =0

A < 0 Parael caso A < 0, una vez mas hacemos A = —p? y la solucién general tendrd la forma y(x) = Ciet® + Cpe 2.
Las condiciones de frontera imponen

Ci=-Cy A 0= (Cret™ 4+ Coe ™ 7) + p (Cre!™ — Coe T

con lo cual
(17 —e=r7)

= (@ f e = —tanh(u )

Esta ecuacién trascendente se tiene que resolver numéricamente. Si p > 0 no existird solucién para
u = —tanh(pm). Esto se ilustra claramente en la figura 49. No hay punto de corte entre las dos
funciones. Por lo tanto volvemos al caso de la solucién trivial y(z) = 0. Si g < 0 entonces, al re-

solver numéricamente, encontramos que p ~ —0,9962, con lo cual A ~ —0,9924 y consecuentemente
y(z) ~ Cy (6—0,99621 _ (0,9962 m)

A > 0 Parael caso A > 0, una vez mas hacemos A = p? y la solucién seré del tipo y(z) = Cj cos(ux) + Cosen(pu ).
Las condiciones de frontera imponen: y(0) =0 = C; = 0 y, para este caso

y(m) = 0= Cy (sen(um) + prcos(um)) = p = — tan(u)

Otra vez, la ecuacién trascendente p = —tan(u ), se tiene que resolver numéricamente. No obstante
) ) )
procedemos a analizar una posible representacion grafica que se muestra en la Figura 50. Claramente,
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=
P
///
: L=
//./
-
B
P
s
[
05 1 1
n
ys = —tanh(y)
& —0.9962
Y2 = —H
Figura 49: Las posibles soluciones ;1 = — tanh(u ), tanto para g > 0 como para p > 0 para el intervalo

[0,2] se muestra claramente en la figura. Para p > 0 no existe solucién, pero para p < 0, se encuentra
numéricamente que p ~ —0,9962

tanto para pu > 0 como para p < 0 existen infinitas soluciones. Si resolvemos numéricamente para el
caso p > 0 encontramos que

1~ 0,7876, po ~ 1,6716, ps ~ 2,6162--- = \; & 0,6204, Ao &~ 2,7943, A3 ~ 6,8446 - - -

Del mimo modo, para p < 0 se obtiene

fin ~ —1,2901, fig &~ —2,3731, jig ~ —3,4092--- = X\ ~ 1,6644, Ay ~ 5,6314, A3 ~ 11,6225 -
Por lo tanto la solucién, se podra escribir,
o0
y(@) = 3 sen (jinz) — sen (|fin|2) (130)
n=0

Condiciones Periédicas

En el caso de condiciones de frontera periédicas tendremos y(0) = y(L) y dz(;) = di’i(;) . Una
=0 =L

vez mas se distinguen tres casos.
A = 0. En este caso, la solucién vuelve a ser y(x) = Ciz 4+ Cs y las condiciones de frontera imponen

dy(@)| _ dy(a)
dx dx

y(0)=y(L) = Cy=C1L+Cy = C1 =0 = Oy =y

=0 =L

Por lo tanto, para A = 0, la solucién (128) con condiciones de borde periddicas, serd y(z) = Cs

A < 0. Una vez més, A\ = —u? y la solucién general tendra la forma y(x) = Cre#® 4+ Cye . Las condiciones

de frontera imponen
y(0) =y(L) = C (1 - e"L) = (s (e*"L —1)

dy(z)
dx dz |,_;

Por lo tanto, C; = C3 = 0, y obtenemos la solucién trivial y(z) = 0 para valores de A < 0.

=04 (1 —e“L) =—CY (e*“L — 1)

=0
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; YT
¥ //')///
/‘///
P g ys = —tan(um)
S i ; : :
u
“ Yo = — [
Figura 50: Las posibles soluciones de ;1 = —tan(u ), tanto para p > 0 como para u > 0 para el intervalo

[0, 4] se muestra claramente en la figura. Tanto para g > 0 como para p < 0 existen infinitas soluciones.

A > 0. Aligual que en lo casos anteriores hacemos A\ = p? y la solucién serd del tipo y(z) = Cj cos(uz) + Cosen(u ).
Las condiciones de frontera imponen:

y(0) =y(L) = C1 (1 —cos(nL)) = Cysen(uL)

dy(z) dy(z)
dz dz

con lo cual, al resolver para Cy se obtiene

= Cy (1 —cos(uL)) =—Cyrsen(p L)

x=0 x=L

2

2 2
201 (1 —cos(uL))=0 =cos(pl)=1 = p,= i% =\, = (T) paran=0,1,2,3---
por lo cual, para cada autovalor A, tendremos asociadas dos autofunciones: y;(z) = cos (Q”T”J:) y

yo(z) = sen(Q”T”x)

Condiciones Singular

En este caso se presentan uno o mads infinitos en el intervalo de validez z € [a,b]. En esta seccién
analizaremos unicamente el caso para el cual los puntos singulares estén en los extremos x =ay * = b. En
este caso, la ecuacién (126), vale decir

Llju) = =Dw(z) |u;) < % (P(x) dﬁix)) + (R(x) + N w(x)) u(z) =0, (131)
tendremos P(a) =0 o P(b) = 0 o ambos. La aparacién de polos en el intervalo de validez de las ecuaciones
diferenciales fue el caso que motivé el uso del método de Frobenious que se discutié en la seccién 0.18.
Particularmente, el caso de la ecuacién de Bessel (92) en la seccién 0.19 representa este caso. Tal y como
discutimos en esas secciones, si incluimos x = 0 en el intervalo de validez de la ecuacién esta presenta un
polo en uno de los extremos del intervalo. Es decir, en la ecuacién de Bessel escrita en forma autoadjunta

2
2y +ay + (k2x2 - 712) y=0 < a4 (mdy($)> + (kQﬂU - n) y(z) =0, (132)
z

dx dx
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identificamos: P(x) = z, R(z) = —%2, A = k? y finalmente w(x) = x. Tal y como monstramos en 0.19 la

solucion general de esta ecuacién es
y(x) =CrJu(kx) + CoYy(kz) conyla=0)=0 = Co=0 = y(z)=CrJy(kx) (133)

La condicién de borde y(a = 0) = 0 impone que C2 = 0 porque Y,,(kz — 0) — oc.

Si adicionalmente, imponemos y(b) = 0, entonces se cumplird que J,(ka) = 0 por lo cual ka = 7y, ,,
donde 7;,, con v =1,2,3,--- son las raices de las funcién de Bessel J,(z), tal y como se expresan en la
Tabla 1. Entonces, al igual que en los casos anteriores tendremos

2

_TJ'”V _T.]nu _ TInv

De esta forma se trandran las funciones asociadas con los autovalores y los ceros de la funcién de Bessel
reescalan el argumento de la funcién.

0.21.6. Funcién de Green

Consideremos ahora la solucién de caso inhomogéneo

L =11 = g (P@%D) + R = @) (135)
Claramente -
Llu) = =Aifw) = ly) = ZCi |u;) (136)

donde {]u;)} son las autofunciones de L. Por lo tanto podemos expresar (135) de la forma

IV =Lly) =1f)= (ZC’ZM[) ZCZ}L|ul = ZC”/\ |u;) (137)

=0

para finalmente proyectar (135) a lo largo de las mismas autofunciones |u;) y dado que las funciones {|u;)}
son ortogonales, obtenemos los coeficientes C*

1N g Jedr @) ) f@)
Aj (W Juy) e = ffdz wi () w(a)u;(z)

(138)

(! |f) = ZC)\ u]\uz =7 =

5”

(1) ) K d§u (&) w(&) f(€) .
|y>_§<)\i (ut Uz>> Z)\ (f ¢ u @)%(C)) i(z) (139)

Siempre se puede normalizar las autofunciones y con ello se simplifica la expresion anterior

Por lo tanto,

[e.o]

b
(i —1@/@< Qi) =1 = y(a) = Zi(/@@@w@mvmw (140)

=0

donde

i) = —“ o i) =

(ul Ju) VI 4¢ 43 (€ w(Quil<)

(141)
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De este modo, tendremos

=1 b b =1
ym=§:x</%ﬁmwﬁﬁ®>ww=/&«X&ﬁ%ﬁMOw@ﬂa (142)
i=0 "' \/@ @ j

G(z,€)

Por lo tanto, la solucién al problema de Sturm-Liouville se puede expresar en términos de la funcién de
Green como

v = [ dE Gle RO con Glex) =Y i @i (143)
a i=0 "
Para ejemplificar esta técnica, consideremos la ecuacion diferencial del oscilador arménico forzado
#(t) +w?x(t) = cos(wt) con 2(0) = z(r) =0 donde & = deigt) (144)
Resolvemos primero el problema de autovalores
#(t) +wiz(t) = Az(t) = z(t) = Acos (t w? — )\) + Bsen (t w? — )\) (145)

Las condiciones de frontera imponen
2(0)=0=>A=0 yaz(r)=0 :>sen(7r\/w2—)\) =0 =>vVwr—A=n conn=0,%1,4+2,--- (146)

Las autofunciones tendran la forma de z,(t) = A,sen(nt). Al normalizarlas tendremos z,,(t) = (2) 1/2 sen(nt).
De este modo la funcién de Green y la solucién quedan como

G(r,t) = % 3 m?ﬂ Sty =2 /Oﬂ dr (Z W) cos(@7) (147)

—n? ™ w? —n?

n=0 n=0

con lo cual

o}

z(t) = N Z sen(nt) /Oﬂ dr sen(nr) cos(@T) = a(t) = 2 (w(licm(wﬂ)) Z sen(n ) (148)

T w?2 —n? s w2 — w24\ w? —n?
n=0 n=0

la cual constituye la solucién més general para la ecuacién del oscilador arménico forzado (144).
Inspirados en el nuestra motivacién inicial, (135), podemos extenderla para considerar las siguientes
ecuaciones diferenciales

LN =1 = 5 (POUD) + B0 +ru) o) = fo) (149

donde y(z) estard sometida a algunas de las condiciones de frontera expresadas en 0.21.4. Una vez més
resolvemos el problema de autovalores para encontrar las autofunciones en las cuales expandiremos todas las
funciones involucradas en el problema. Esto es, en general y siguiendo el esquema presentado en (136)

L) = —Xili) = |f) =Y Fla)y=>_ (@ |f)]i) (150)
1=0 =0

= i
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donde hemos supuesto que las autofunciones fueron normalizadas, (4’ |i;) = 47. Con lo cual

oo

L+ M) y) = |f) L+A(§jwiu>=§ijﬁm» =C' N+ A (@ |f)=0  (151)

i=0
y se sigue que

o (@) RSV RN _“f% GIGAW
“= (Ai + ) :>y>_z<()\i+)\)>| i _Z< )\ +>\ >uz(x) (152)

=0 1=0

intercambiando sumatorias e integrales tendremos

o 07 (&) () o @5 (§)ii(2)

= 2 1
/ d¢ w(e 2 T = G(&,x) ; } (153)
podemos identificar claramente la funcién de Green. Nétese que para el caso \; +A = 0, es decir si A en (149)
coincide con alguno de los autovalores del operador L, la funcién de Green se hace infinita y este esquema

presenta dificultades para su aplicacién.
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