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1.1. Vectores y niimeros complejos

Desde los cursos elementales de matematica nos hemos tropezado con las llamadas raices imaginarias o
complejas de polinomios. De este modo la solucién a un polinomio cibico

=2
2 -3 +dz—-12=0 =< x=-2 = (z+2i)(z—2i)(z—3)=0
z=3
o cuadratico ‘
22 4+4=0 :>{xx__2;i}:>(x+2i)(a:—2i)
nos lleva a definir un nimero > = =1 & i = y/—1, como se puede ver, al multiplicar el niimero imaginario

i por cualquier nimero real obtendremos el niimero imaginario puro bi, con b € R. La nomenclatura niimeros
imaginarios surgié de la idea de que estas cantidades no representan mediciones fisicas. Esa idea ha sido
abandonada pero el nombre quedd.

1.1.1. Los nuimeros complejos y su algebra

Un ntimero complejo, z, es la generalizacién de los niimeros imaginarios (puros), ib. Esto es

a — parte real
z=a+1ib con a,b € R —
b — parte imaginaria

Obviamente los nimeros reales serdan a + i0, nimeros complejos con su parte imaginaria nula. Los niimeros
imaginarios puros seran nimeros complejos con su parte real nula, esto es 04 ib. Por ello en general diremos
que

z=a+ib =a=Re(z) A b=Im(z)

es decir, a corresponde a la parte real de z y b a su parte imaginaria.
Cada numero complejo, z, tendra un nimero complejo conjugado, z* tal que

*

z=a+tb = z'=a-—1b
i3

NV'=2 AN z-2"=ad>+0b?

claramente
2220 ===z 2"

Es importante senalar que, en general, no existe relacion de orden entre los nimeros complejos. Vale
decir, que no sabremos si un nmero complejo es mayor que otro. No esta definida esta operacion.

Z1)£22 vV 217(2’2

las relaciones de orden s6lo se podran establecer entre médulos de niimeros complejos y no nimeros complejos
en general.
Répidamente recordamos el algebra de los ntimeros complejos:

= dos nuimeros complejos seran iguales si sus partes reales e imaginarios lo son

21 = %292 — (a1 + Zbl) = ((12 + sz) = a; = az A by =by
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= se suman dos niimeros complejos sumando sus partes reales y sus partes imaginarias.

23 =21+ 22 — ((11 + Zbl) + (CLQ + Zbg) = (CLl + (12) + ’L(bl + bz) =asz+ Zbg
—— ——

as b3
claramente z + z* = 2Re(z) también z — z* = 2Im(z). Igualmente es inmediato comprobar que

(21 +22)" =2 + 25

= se multiplican nimeros complejos por escalares multiplicando el escalar por sus partes reales e imagi-
narias
zg=0az1 = a(a1+1iby) = (aa1)+i(abr)

= se multiplican niimeros complejos entre si, multiplicando los dos binomios y teniendo cuidado que
2
1° = —1.
23 = 2129 —> (a1 + Zbl) . (CLQ + ’ng) = (CL1CL2 — blbg) +1 (a1b2 + blag)

también es inmediato comprobar que (2122)" = 2§ 2}.

= se dividen numeros complejos siguiendo la estrategia de racionalizacién de fracciones irracionales. Esto

es
- ﬁ (a1 + Zbl) o (al +’Lb1) ([12 — ’ng) - aijas + blbg ,blag — albg

== 22 (CLQ + ’ng) o (az + Zbg) (CLQ - ’ng) B (CL% + b%) ! (CL% + b%)

es claro que el divisor serd cualquier nimero complejo excepto el cero complejo, 0 + 0.

1.1.2. Vectores y el plano complejo

Mirando con cuidado el dlgebra de nimeros complejos nos damos cuenta que un niimero complejo puede
ser representado por una dupla de ntimeros complejos es decir,

z=(a+1ib) = z=/(a,b)

las propiedades entre ntimeros complejos de igualdad, suma y multiplicacién por un escalar arriba expuestas se
cumplen de forma inmediata con esta nueva representacion. Hay que definir las operaciones de multiplicacién
y divisién entre nimeros complejos de forma que

ay,b aras + b1by bias — arb
((11,()1)(0,2,[)2) = (alagfblbg,a1b2+b1a2) 1A\ Ea;big = < Ea§+b%1)2’ 1(a§+b§)2>

Esta asociacién de un numero complejo con una pareja de nimeros inmediatamente nos lleva a imaginar
un punto en un plano (complejo) en el cual la primera componente (horizontal) representa la parte real
y la segunda componente (vertical) representa la parte imaginaria. De esta forma asociamos a un nimero
complejo un vector que une a ese punto (a,b) con el origen del plano complejo. Esta representacién de
nimeros complejos como vectores un el plano (complejo), se conoce con el nombre de Diagrama de Argand!
a pesar que no fue Jean Argand, sino Caspar Wessel? el primero en proponerlo. Por cierto esta interpretacién

1En honor a Jean Robert Argand, (Ginebra, Suiza, 18 Julio 1768; Paris, Francia 13 agosto 1822) Contador pero matematico
aficionado. Propuso esta interpretaciéon de niimeros complejos como vectors en un plano complejo en un libro autoeditado con
sus reflexiones que se perdié y fue rescatado 7 anos después, fecha a partir de la cual Argand comenzé a publicar en Matematicas.

2Caspar Wessel (Vestby, Noruega 8 junio 1745; 25 marzo 1818, Copenhagen, Dinamarca) Matemético noruego que se de-
dicé principalemente al levantamiento topografico de Noruega. Su trabajo sobre la interpretacién de nimeros complejos perma-
necié desconocido por casi 100 anos.

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 7



Matematicas Avanzadas: Variable Compleja, Series y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

fue tres veces redescubierta primero por Caspar Wessel en 1799, luego por Jean Argand en 1806 y finalmente
por Gauss® en 1831.
De esta manera como un recordatorio al plano real tenemos

r=+vVzz* = |z| = /22 + 92

tan(6) = Y donde — <O<m

T

z=x+iy = z=r/(cos(d)+isen(d)) con

A la cantidad
_ -1 ( Y )
arg z = tan =
T

se le denomina el argumento de z. Se puede ver que no es més que el angulo polar del nimero complejo en
el diagrama de Argand.

La interpretacion vectorial de niimeros complejos permite que la suma de ntimeros complejos sea repre-
sentada por la “regla del paralelogramo”. Mientras que los productos escalar y vectorial nos llevan a

z1- 22 = Re(z125) = Re(2122) A 21 X 23 =Im(2]22) = —Im(z123)

Con esta interpretacién tendremos

x = Re(z) = componente real del vector z o parte real de z

y =Im(z) = componente imaginaria del vector z o parte real de z
r=+2z*=1z| = mddulo, magnitud o valor absoluto de z

argz =0 = angulo polar o de fase del nimero complejo z

1.1.3. Foérmulas de Euler y de Moivre

Nos hemos tropezado con la expansién en Taylor?, esta serie permite expresar cualquier funcién infini-
tamente diferenciable alrededor de un punto zy como una serie infinita de potencias del argumento de la
funcién. Esto es

2 3
£ (&) = flao) + L SRS LEE ety Er) e
f(x)=Cn(x—x0)" con C), = % %Ef) . donde n =0,1,2,3,---

3 Johann Carl Friedrich Gauss (30 abril 1777, Brunswick, Alemania; 23 febrero 1855, Gottingen, Alemania). Uno de los
matematicos mas geniales y precoces de la Historia. Desde los 7 anos comenzé a mostrar sus condiciones de genialidad. Sus
contribuciones en Astronomia y Matemaéticas son miltiples y diversas.

4Brook Taylor (18 agosto 1685, Edmonton, Inglaterra; 29 diciembre 1731, Londres, Inglaterra) Fisico y Matemético Inglés
contemporaneo de Newton y Leibniz y con ellos participé profundamente en el desarrollo del cédlculo diferencial e integral.
Ademéds de sus aportes al magnetismo, capilaridad y termometria. Desarrollé el area de diferencias finitas que hasta hoy
utilizamos para cédlculos en computacién. Inventé la integracién por partes y descubrié la serie que lleva su nombre.
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con lo cual si consideramos zy = 0, entonces, por ejemplo:

T ]'2 13 ]' 4 1 5 ]‘ 6 1 7
er=ltedgrth et gt g 0 o0 T

1 1
cos(x) =1 — 5:1:2 + ﬂx‘l - %zG I

1
sen(z) =z — EIS + Hox‘r’ ~ 2010°

Ahora bien, es facil convencerse que

» 1 1 1 1 1 1

0 _ L2 A 3 tpa L5 L g6 _ N7
e’ =1+1i6 20 +( 62)9 +249 + 12029 7200 +( 50402)9 +

puede rearreglarse como

; 1 1 1 1 1 1

ZG— —_—— 2 —_— 477 6 ...... ) —_—— 3 —_— 577 7 ......
e = (1 507+ 50— g+ >+z<0 s+ 55 st >

cos(0) Sen(o)

e’ = cos(0) + isen(f)

esta relacién se conoce como la relacién de Euler ®. Con lo cual ahora tenemos tres formas de representar
un ntmero complejo

z=x+iy = z=r(cos(d)+isen(d)) = z=re?

La expresion z = x + iy se conoce como forma cartesiana de representacién de un niimero complejo, la
forma z = r (cos @ + isen(f)) serd la forma trigonométrica y la expresion z = € serd la forma de Euler. Es
importante notar una sutileza implicita en esta notacién. La forma cartesiana representa univocamente a un
ntimero complejo, mientras que la forma polar (y la de Euler), es ambigua

z =1 (cos(0) + isen(d)) = r (cos(d + 2nm) + isen(f + 2nw)) , (1.1)

es decir, existen varios valores del argumento que definen el mismo niimero complejo. Esto se considerara més
adelante cuando tratemos las funciones de nimero complejos.

Las suma de nimeros complejos es més facilmente planteable en su forma cartesiana. Mientras las mul-
tiplicacién y divisién serdn directas en la forma de Euler

21 = rlewl
_ = 2129 = 1160170002 = p poetO1H02) — p gy (cos (61 + 02) + isen (61 + 02))
29 = roe'f?
Mas aun, si
z=x4iy = e =TT = %W = ¢ (cos(y) + isen(y))

5Leonhard Euler (15 abril 1707, Basilea, Suiza; 18 septiembre 1783, San Petersburgo, Rusia). Uno de los mateméticos mas
prolificos de todos los tiempos. Desarrollé inmensamente campos como la geometria analitica y trigonometria, siendo el primero
que consideré el coseno y el seno como funciones. Hizo aportes significativos en el desarrollo del cédlculo diferencial e integral
asi como también, astronomia, elasticidad y mecédnica de medios continuos.
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y a partir de la relacién o férmula de Euler se puede demostrar la férmula de De Moivre ©

(ei‘g)n = = (cos(h) + isen(f))" = cos (nh) + isen (nf) con n entero.

1.1.4. Algunas aplicaciones inmediatas

Presentaremos algunas aplicaciones inmeditas la férmula de de Moivre en diferentes ambitos.

Identidades trigonomeétricas

La primera de las aplicaciones de la férmula de Moivre es para construir identidades trigonométricas en
las cuales se expresa el coseno, o el seno, de factores de un dngulo. Veamos las siguientes (nada triviales)
identidades trigonométricas

cos(30) = 4 cos®(0) — 3 cos(0) o sen(36) = 3sen(f) — 4sen*(9),
para demostrar estas (y otras) identidades utilizamos la férmula de Moivre, es decir

cos(30) + i sen(360) = (cos(d) + isen(h))?
= cos®(0) — 3 cos(0) sen®(0) + i (3 cos®(0) sen(d) — sen®(0)) ,
igualando ahora parte real e imaginaria tendremos

cos(30) = cos®(0) — 3 cos(6) sen’(0)
cos®(#) — 3cos(f) (1 — cos®(0)) = 4 cos®(0) — 3 cos(0)

sen(36) = 3 cos?(#) sen(#) — sen®(0)
=3(1- sen2(9)) sen(f) — sen®(#) = 3sen(0) — 4sen®(0) .
El método puede extenderse a expresiones de senos y cosenos de nd.
Igualmente podemos desarrollar un método para encontrar expresiones de potencias de funciones trigo-

nométricas en término de funciones de factores de angulo del tipo (cos())" = F (cos(nf),sen(nd)). Para
empezar, supongamos que tenemos un numero complejo de médulo 1, de tal forma que

1
2" + — = 2cos(nb)
Zn

z =" = cos(f) +isen(d) =

n

1
2" — — = 2isen(nd)
Z’n

Estas identidades surgen de manera inmediata de

2"+ zi” = (cos() +isen(h))" + (cos(6) + isen()) " = (cos(nf) + isen(nh)) + (cos (—nh) + isen (—nh))
= cos(nf) + isen(nd) + cos(nf) — isen(nd) = 2 cos(nd),

igualmente puede demostrarse la segunda de las afirmaciones anteriores.

6 Abraham de Moivre (26 mayo 1667 in Vitry-le-Frangois, Francia; 27 noviembre 1754, Londres Inglaterra) Matemético
francés que tuvo que emigrar a Inglaterra por razones religiosas. Contemporaneo de Newton, Liebniz, Halley, fue pionero con
sus contribuciones en Geometria Analitica y Teoria de Probabilides.
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Ahora bien, supongamos ademds que n = 1, con lo cual se cumple que
1 0 —i0 i —i0 .
z4+—=¢e"4+e " =2cos(h) y z——=¢€" —e " =2isen(d),
z

que también lo sabiamos desde la mas temprana edad de nuestros cursos de bachillerato. Ahora bien, lo que
quizd no sabfamos en ese entonces (y quizé ahora tampoco) es que a partir de aqui podemos construir, por

ejemplo:
1 1\° 1 1 : 5 10
5 5 3
cos (0)—25 <z+z) =5 Kz +Z5>+<5z +z3>+<102+ z)] ,

cos®(0) = 2% [2 cos(56) + 10 cos(36) + 20 cos(0)] ,

es decir

de la misma manera se puede proceder con otras potencias y con potencias de la funcién seno.

Raices de polinomios

La férmula de De Moivre nos puede ayudar para encontrar raices de polinomios. Supongamos, para
empezar, que queremos encontrar las n raices de la ecuacién z™ = 1. Para ello procedemos con el siguiente
artificio

2" =1 = cos (2nk) 4 isen (27k) = !®™) | donde k =0,1,2, ....

con lo cual las n raices de la ecuacién z"™ = 1 seran

=1 =z= ez(sz)
%
zo=1; 2z = 62771'(%); 2 = 62771’(%); 23 = 6271'1'(%);.“ Zn = eQm‘(";?); P :eQm'(%)

es decir, n raices corresponderan a los n valores de k = 0,1,2,---n—2,n—1. Mayores valores de k£ no proveen
nuevas raices.

Estas propiedades pueden extenderse a raices de polinomios. Supongamos la siguiente ecuacién polinémica
con sus raices:

A42=0 = 2*=-2
P 42:-2=0= ("+2)z-1)=0 =
z—1=0 = z=1

una vez mas

A o(1) = —2 (ei(zﬂk)) R {_2 (ei(zﬂk))] /4 _ (—a)/ei(8) = L g 4 gy 93/ai(32)

1
2
donde hemos utilizado el hecho de que: (—1)Y/4 =§'/2 = ?(1 +1). Por lo tanto:

(1+0)2%4 2 == (1+14)2%4(5) = % (1+14)23/4,

N =

zZ0 =

N =

1 . 1 - :
2= 5 (L4920 =~ (14+0) 2%, 25 = 5 (1+1) 93/40i(%) = —% (1+14) 284,

N | =
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5 — 24 422 — 2 =0, tendrd las siguientes cinco raices:

20 :1(1+i)23/4, 2= —1(1—1')23/4, Z = —1(1+i)23/4, 23 = 1(1 — )23 2 =1.
2 2 2 2
Una afirmaciéon que nos han dicho, y que quizd no sepamos de dénde viene, es que si un polinomio
con coeficientes reales tiene raices complejas, ellas serdn complejas conjugadas unas de otras. Vale decir, si
2> — z* + 22 — 2 = 0 tiene como raiz zo = 1 (1+14)2%/%, también tendrd como raiz z3 = 1 (1—14)23/4y
Zo = 23.
Esta afirmacién se prueba de forma general si suponemos que tenemos la siguiente ecuacién

por lo tanto, la ecuacién z

a; 22=0, coni=0,1,2,---n—1,n = ag4+a; z+as 2>+ an_1 2" +a, 2" =0,

donde los coeficientes ag, a1, a2, -+ ,an—1,a, los suponemos reales, esto es: a; = a; para todos los valores
del indice 1.
Al tomar el complejo conjugado nos queda:

_ 2 —1
ap+ar z4ay 22 A an 2" ta, 2" =0 <= af+al 2 +as(z") - +al_ ()T 4a ()" =0,

como los coeficientes son reales tenemos que

n—1

a0+al Z+G;2 Z2...+an_1 Zn_1+an ano — ao“y_a/l Z*+a2(z*)2~-.+an_1 (Z*) +a,n(Z*)n:O7

esto nos dice que si z es solucién también lo serd z* ya que la ecuacién es la misma por tener los mismos
coeficientes (reales).
Ahora consideremos el siguiente polinomio complejo

P(2) = 2% — 2° + 42" —62° 422 82 +8=0.

Si por algiin método comprobamos que (22 — 2) es uno de sus factores, entonces podremos encontrar las
raices del polinomio P(z). Veamos, claramente si (2 — 2) es un factor podemos expresar

P2) =25 — 25 +42" =622+ 222 =82 +8=(22—2)(2 =22 +42—4) = (2 = 2)(z — ) (2> + 4),

con lo cual, como z es complejo, hay que tener cuidado con las raices encubiertas

20— P4 de? 625 4222 -8248=0 = (2°-2)(z-1)(2*+4) =0 = z=1

22=—-4
Por un lado: 22 = -4 = 2z =42;.
Y por el otro:
B _9_9 (ei(Qﬂ'k)> o 5= [2 (ei(27rk)>:|1/3 — 91/3,i(%")
Por lo tanto:
o 21/3 o 21/3
20 = 21/3, 21 = 21/3€’L<%) — —T |:1 — \/gz] , Rg = 21/362(%) = —T |:1 —+ \/§’Li| .

La ecuacién 28 — 25 + 42% — 623 + 222 — 82 + 8 = 0, tendra las siguientes seis raices:

2= %2, i = — [11\/51} R

=
Vi
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Logaritmos y potencias de niimeros complejos

Definamos la siguiente funcién

0

z=¢" < Ln(z)=1i0,

donde Ln representa el logaritmo natural del niimero complejo z. Nétese que hemos utilizado Ln en lugar
de tradicional In y la razén es la ambigiiedad implicita en la notaciéon de Euler, vale decir

z=re" = Ln(z)=In(r)+i(0+2n7)=1In(r) +1i0,

en otras palabras, Ln(z) no es funcién por el hecho de ser multivaluada. Se supera esta dificultad cuando se
restringe el argumento —m < 6 < 7 y esta se conoce como el valor principal de la funcion

Ejemplos
1. Al evaluar

Ln(—3i) =Ln [3ei(_%+2"”)} =In(3)+4 (—g + 2n7r) conn=0,1,2,---

decimos que el valor principal del Ln (—3i) serd In(3) —i7 .

2. Con la misma intuicién se procede con las potencias de niimeros complejos. Si queremos evaluar z = i~

tendremos que proceder como sigue
2=i"% = In(z)=Ln(i"%) = —5iLn (i) = —5iLn [ei(%""?"”)} =5 (g + 2m) :

5 jes un nimero real!

con lo cual z =1~
3. Para finalizar consideremos otro par de casos de potencias y logaritmos:

o= [ei(gﬁnw)r _ eﬁ(gmm) _ 67(g+2m)

Ln [{\@—H}S]

2
Ejercicios

1. Demuestre que

2 2

| | = [21]]2] (2122) z ozt —vy . 2xy
z122] = |z1]|2 arg(z122) = arg z; + arg z — = +i
122 1l|z2|, g(z122 g21 g22, " T 2 T2

2. Demuestre que
a)
cos(3a) = cos®(a) — 3 cos(a)sen?(a)
b)
sen(3a) = 3cos?(a)sen(a) — sen®(a)

3. Encuentre las raices de

a) 2i

b) 1—+/3i

¢) (-1)13

d) ]1/6

e) (—8—8/3i)'/4

3Ln [2&("““(%))] —3 [m(z) +i (arctan (%) + 2m>] = In(8) +i (Z + 6nr
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1.2. Funciones de Variable Compleja

A continuacion, generalizaremos algunos conceptos de funciones de variable compleja.

1.2.1. De la recta real al plano complejo

La idea de funcién de variable (o variables) reales puede ser extendida (continuada, le dicen también)
al plano complejo. La idea es la de siempre: si en una determinada regién del plano complejo a un niimero
complejo z le corresponde un nidmero (o varios nimeros) complejos w = f(z), diremos que f(z) es una
funcién de variable compleja z. Obvio que f(z) puede ser biyectiva, en cuyo caso tendremos que a z le
estard asociado uno y solo un ndmero complejo w = f(z). Es claro también que siempre se podré expresar

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) con u(z,y) la parte real y v(z,y) la parte imaginaria (1.2)

Esta representacion tiene una interpretacién adicional. Como representamos un niimero complejo en el plano
Ozy como z = x + iy, pero w = f(z) también podrd ser representada como un punto en el plano Ouv.
Entonces, desde el punto de vista geométrico una funciéon de variable compleja podra ser entendida como
una ley de transformacién entre pares de puntos (z,y) del plano Ozy del argumento z y los puntos (u, v) del
plano Ouwv de valor w.

1.2.2. Continuidad en el plano complejo

Podemos también extender el concepto de continuidad de una funcién de variable real a una funcién
de variable compleja. Esto es: diremos que una funcién compleja’ w = f(z) serd continua en zq si para un
€ > 0 siempre existe un 6 > 0 tal que |z — zp| < ¢ tan pequenio como uno quiera y siempre puede encontrar
|f(2) = f(20)] < €. La otra manera de verlo es la estdndar: si existe el limite cuando z — zg, es decir,

Jim f(z) = f(20)

En este punto se pueden resaltar que los limites (y con ello la idea de continuidad) en el plano complejo
hereda las sutilezas y dificultades de los limites y continuidades de las funciones en varias variables. En
segundo lugar cabe senalar que la diferencia con las funciones de variable real radica en que los € y § son
radios de un circulo centrado en f(zg) y 2o, respectivamente. Adicionalmente, para el caso de las funciones
complejas no tiene sentido los limites por la derecha y por la izquierda que plantedbamos para funciones de
variable real. También es obvio que si

f(z) =ulz,y) + w(x,y) con u(z,y)y v(z,y) continuas en (xg,yo) = f(z) serd continua en zy = ¢ + iyo

1.2.3. Diferenciabilidad de funciones complejas

La dificultad que subyace en esta definicién es equivalente a las dificultades que enfrentamos en las defi-
niciones de derivadas para funciones de varias variables. Diremos entonces que, una funcién f(z) univaluada
en una region S serd diferencialble en esa regién si la derivada

i [ A2~ [(2) - w4 Azy + Ay) —u(z, y)] +ifv(z + Az, y + Ay) — v(z,y)]
im = lim -
Az—0 Az Az, Ay—0 Ax +iAy

af

L=

7A partir de ahora y por razones de simplicidad llamaremos a f(z) funcidn compleja en vez de funcién de variable compleja.
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existe y es unica.

Una vez mas, al igual que en el caso de funciones de varias variables, el concepto de limite (y con éste
el de derivada), debe existir sin importar la ruta o forma de aproximacién al punto sobre el cual estamos
calculando la derivada. Esto es, si Az — 0 < Az + iAy — 0, entonces

[u(z + Az,y) —u(@, y)| +i[v(z + Az, y) — v(z,y)]

’ _ ,
F(2)ay=0 = Alglglgo Ax

, ol y + Ay) —u(x,y)] i u(e,y + Ay) — oz, y)]
[Baamo = =1 00, Ay

Ejemplos
1. Sea f(z) = 22 — y? + 2izy

Fle) = lim LEFRDZIE) (z + Az)? — (y + Ay)? + 2i(z + Az)(y + Ay) — a? + ¢ — iay

Az—0 Az Az, Ay—0 Az + ZAy

al desarrollar pruebe que, independientemente de la ruta en el plano complejo (Ay = 0;Az — 0 o
viceversa) resulta:

(Az)? — (Ay)? + 2iAzAy
Az +iAy

f(z)= lim <2x + 12y +

) =22 +1i2y
Az, Ay—0

que es mas o menos obvio si hubiéramos notado que f(z) = 22 — 4% + 2izy = (z +iy)? = 22 con lo cual

o) = lm EEB =2 2eAeH (A _
f'(z) = lim ~ = Jim ~ = Jim (224 Az) =22

2. Ahora bien, las cosas no siempre son asi. Si consideramos f(z) = 2z + iy es rdpido comprobar que no
es diferenciable en el plano complejo, ya que

N 2z +2Ax +i(y + Ay) — 2z —iy 2Ax + iAy
f'(z)= lim - = lim ———
Az, Ay—0 Az + ’LAy Az, Ay—0 Ax + ZAy

el cual, claramente no coincide si las direcciones de aproximacién a zg = xg + 1y son distintas, vale
decir, por ejemplo: Ay =0; Az — 00 Az =0; Ay — 0.

Como heredamos todas las ideas y métodos del campo real se cumplen todas las reglas de la derivacién
para funciones reales. Vale decir

L@ +oe) = L+ B L g = Ly + 10 B st - LD A

1.2.4. Funciones Analiticas y Condiciones de Cauchy-Riemann

Diremos que una funcién es analitica (holomorfa o regular) en una regién S, si es univaluada y derivable
en todos los puntos dentro de esa misma region S. Puede darse el caso de que sea analitica en la regién
excepto en un numero finito de puntos (donde es singular). Entonces diremos que es es analitica (holomorfa
o regular) en S, excepto en esos puntos.

Una funcién se denomina una funcién entera si ésta es analitica en todos los puntos del plano finito, como
por ejemplo, los polinomios.
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A partir de dos estrategias (muy particulares) de aproximacién a Az — 0 tales como Ay = 0; Az — 0
o Az = 0; Ay — 0, podremos encontrar un criterio para identificar dénde, una funcién compleja, f(z), es
analitica. Esto es

[u(z + Az, y) — u(z,y)] +i[v(z + Az, y) — v(z,y)]

/ _ ;
P Aa
o [Au(y) | Avu(z,y)
a Alglcgo [ Az t Az ’
/ e [y + Ay) —u(z,y)] +ifv(z,y + Ay) — (@, y)]
F(#)ae=o = ZA%%O Ay
L Au(z,y) | Av(z,y)
o Algl/go [_Z Ay + Ay ’

y ambas tienen que coincidir. Con lo cual

Aulz,y)

Ax Az

F@ava=F e & Jim |

y equivalentemente

y o u(z,y) | Ov(z,y) . Ou(z,y)  Jv(z,y)
[ (2)ay=0 = f(2)ae=0 & o +i o = 9y + oy

Con ello hemos encontrado las condiciones necesarias para que una funciéon compleja sea analitica, vale decir:
Las condiciones de Cauchy Riemann

Ou(z,y) _ v(z,y)  Ovlz,y) _ Ou(z,y)

(1.3)

ox oy ox dy
Ahora tendremos un criterio mas expedito para determinar que la funcién f(z) = 2z + iy no es analitica.
ug) =20\ Ouley) ey () o duy)
v(z,y) =y Oz Oy ox dy
Para el caso f(z) = 22 — y? + 2ixy se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann
uey) ==y | Buley) _,  vwy) o Ovley) _,  duly)
v(x,y) = 2zy Oz Ay Ox dy

pero como esas condiciones son necesarias porque para encontrarlas hemos seleccionado un par de rutas
muy especificas: Ay = 0;Ax — 0y Az = 0; Ay — 0, se requiere exigir algunas condiciones adicionales.
Sin demostracién (puede consultar para detalles y demostraciones las referencias indicadas) exigiremos como
condicién necesaria y suficiente para que una funcién sea analitica que las cuatro derivadas parciales para
u(z,y) vy v(z,y), existan, sean continuas en la regién S y que se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann.
El punto crucial (adicional) es que las derivadas sean continuas.

Ejercicios

Investigar los dominios del plano complejo para los cuales las funciones f(2) = |z|—ily| v f(2) = |2|* = z2*
son analiticas.
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1.2.5. Curiosidades de Cauchy-Riemann

Las funciones analiticas satisfacen algunas propiedades adicionales consecuencias de las condiciones de
Cauchy-Riemann.

La primera es que dada una funcién compleja genérica f(z) = u(x,y) + iv(x,y), si f(z) es anélitica,
u(x,y) y v(x,y) serdn funciones arménicas conjugadas, V2u(z,y) = V2v(z,y) = 0, i.e. satisfacen la ecuaciéon
de Laplace. Si derivamos apropiadamente las ecuaciones (1.3) respecto a una y otra variable encontramos
que

9 [ulwy)] _ 0 [ov(@,y)] _ 9 [dvly)] 0 [dulwy)] | Pulz,y)  0ulzy)
oz ox Oz Oy Oy Oz Oy Oy Ox? oy
y equivalentemente
9 [Ovz,y)| _ 0 [oulxy)| _ 0 [Ou(z,y)| _ 9 [du(zy)] &v(z,y) n Po(x,y) 0
Ox Ox - Oz Oy Oy Ox Oy Oy Ox2 oy

es decir, hemos demostrado que las partes reales e imaginarias de una funcién analitica son necesariamente
armoénicas. La importancia de este resultado radica, en primer lugar, que no son arbitrarias las funciones
u(x,y) y v(x,y) con las cuales construimos f(z). Ambas deben satisfacer la ecuacién de Laplace. En segundo
lugar que ambas estan ligadas por las condiciones de Cauchy-Riemann, y esto implica que al conocer una
de las funciones arménicas conjugadas, siempre es posible encontrar (salvo una constante de integracién) la
otra.

Ejemplo

Para ilustrar lo anterior, supongamos la siguiente funcién arménica conjugada u(z,y) = 2 — 2% + 3zy?
correspondiente a la parte real de f(z). Es facil comprobar que es una funcién arménica, ahora construyamos
la parte imaginaria v(z,y). Esto es

du(z,y) _ Ov(z,y)

uw,y) =2z — a2’ + 3wy = —= = gy =2 32 +3y° = w(w,y) =2y — 3%y +¢° + ()
entonces
dlzy) _ 76:17y+a¢7(x) = —6zy = _dulz,y) = 98(z) _ 0= ¢(z) =C = v(z,y) = 2y—32°y+y*+C.
Or or dy or

La segunda curiosidad, consecuencia de las ecuaciones (1.3), es que para una funcién compleja genérica
f(z) = u(z,y) + iv(z,y), en la cual ademds se cumple que u(z,y) = const y v(z,y) = const, entonces se
cumplird que: Vu(z,y) - Vo(z,y) = 0.

ou(zx, y)J] . {81}@, y)i+ ov(x, y)J _ ou(z,y) Ov(x,y) +8u(:17, y) Ov(x,y)

du(z,y),
ox Ay or or dy dy

Ox y

Vu(z,y)-Vo(z,y) =

y por obra de las condiciones de Cauchy-Riemann es inmediato comprobar que se anulan

Vu(@,y) - Vole,y) = oz dy Ay oz

=0

Es decir, u(x,y) =const y v(z,y) =const, corresponden a trayectorias mutuamente ortogonales. Esta “cu-
riosidad” nos permite construir sistemas de coordenadas alternativos en el plano complejo y, sobre todo
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saber como establecer su transformacién a otros planos complejos. Esto se representa en la Figura 1.2 y
serd considerado en la seccién 1.4 de la pagina 24.

La tercera curiosidad es un resultado el cual, siendo una formalidad, nos indica que las funciones analiticas
f(z) dependen de z y no de su conjugado z*. O dicho de otra manera: z y z* son variables independientes.
Para demostrar esto procedemos primero a convencernos que si f(z) = u(z,y) +iv(z,y) y f(z) analitica,
entonces 6gz(f ) = 0. Sin detenernos a pensar en el significado de la derivada respecto a la variable conjugada,
recordamos que operacionalmente

z+ 2"

2 L 0/(z) _0f(z) 0x  Of() Oy :% {%(%y) H.av(w,y)] 1 {%(%y) H.av(:r,y)]

or ox 2 dy dy

xr =

0z* oxr 0z* dy 0z*

z— 2"
27

y:

arreglando tendremos que es inmediato comprobar que se anula si se cumplen las condiciones (1.3)

)| P ] 2O BN o ) Sla) =

0z* 2 Ox oy

z4+z5 z—2z*
2 72

en otras palabras, la funciones analiticas son verdaderas funciones de variable complejas y no, como pudiera
parecer, de dos variables reales interpuestas.

Ejercicios
1. Determine la funcién f(z) analitica cuya parte imaginaria es [y cos(y) + xsen(z)|e”

2. Muestre que si f(z) es analitica entonces f*(z*) también lo es.

1.3. Puntos y lineas de corte, ceros de funciones complejas

Hemos mencionamos anteriormente, que los nimeros complejos se representan por su forma polar en
dos ejes coordenados. Ese diagrama bidimiensional lo llamamos Diagrama de Argand. Como en el caso
del Anélisis de Funciones Reales, existen funciones multivaluadas, a las cuales les debemos imponer ciertas
condiciones para convertirlas en univaluadas, si una funcién es multivaluada, automaticamente deja de ser
analitica. El objetivo de esta seccién es identificar ese conjunto de condiciones para detectar en cual region
del plano complejo una determinada funcién es univaluada.

1.3.1. Puntos y lineas de corte

Consideremos entonces la funcién f(z) = 21/2 y hagamos distintos circuitos cerrados 0 < 6 < 27 con el
“ 99
vector” z.

F(2) = L1/2 = 1/2,10/2 F(2) = P1/200/2  _y 1/2,0(042m)/2 _ _,.1/2,i0/2

Visto asi nos tendremos que preguntar ahora cual fue el circuito que recorrimos con z, y dependiendo de ese
circuito identificaremos algunos puntos con caracteristicas distintas. Si el circuito cerrado descrito por z no
contiene el punto z = 0, la funcién f(z) = z'/? retoma su valor original (ver Figura 1.1 cuadrante superior
izquierdo contorno Cp). Pero si, como se aprecia en la misma Figura 1.1, el circuito cerrado Cy si contiene
el punto z = 0 entonces la funcién no retoma su valor original, f(z) — —f(z). También es claro que si el
circuito cerrado lo recorremos dos veces 6 — 4 entonces f(z) = z'/? retoma su valor inicial.
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Figura 1.1: Los distintos contornos que identifican los puntos de corte

Los puntos alrededor de los cuales se construye un circuito cerrado en el diagrama de Argand y la funcién
no retoma su valor inicial se denominan puntos de corte y las lineas de corte (o simplemente cortes) serdn
aquellas lineas que separan regiones en las cuales una determinada funcién es univaluada. Es claro que los
puntos de corte son puntos singulares, en los cuales la funcién deja de ser analitica y existiran si 6 toma,
valores 0 < 0 < 2n7. Es decir, puede dar n vueltas.

En este caso, para nuestra funcién f(z) = 21/2_1a linea de corte sera cualquiera que comience en z =0y
continie para |z| — oo. Por simplicidad es costumbre tomar las lineas de corte a lo largo de los ejes reales o
complejos. De este modo aparece ilustrado en la Figura 1.1 cuadrante superior derecho la linea de corte que
sigue el eje positivo de las x.

La situacién se torna méds interesante cuando estas definiciones se analizan a la luz de funciones con mas
de un punto de corte.

Consideremos la funcién

FR)=V2+1 = f(2)=V(z—i)(z+1i) = \/(r1€) (r9ei02) = \/riT2e11/26192/2 = | fr5ei(01+02)/2

analicemos entonces, varios contornos en el plano de Argand. Otra vez la Figura 1.1 ilustra en el cuadrante
inferior los distintos contornos C1,Cs,C3 y Cy.
Tal y como se aprecia en esa figura, se dan cuatro casos:

1. Contorno C; no incluye ningin punto de corte, entonces 01min < 01 < O1maz ¥ Gomin < 02 < Oomaz,
con lo cual f(z) retoma su valor inicial luego de recorrer el Cy

2. Contorno Cs incluye z = i como punto de corte, entonces 0 < 07 < 2n7w v Oomin < 02 < 0214z, por lo

cual f(z) = —f(2)

3. Contorno Cs incluye z = —i como punto de corte, entonces 01,5 < 01 < 01 ¥ 0 < 02 < 207, por lo
cual f(z) = —f(2)
4. Contorno C4 incluye ambos como punto de corte,z =iy z = —i, entonces 0 < 01 < 2nmy 0 < 0y < 2nm,

por lo cual f(z) — f(z) retoma su valor.
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De este modo para construir los cortes que impidan que nuestra funcién sea multivaluada podremos selec-
cionar:
Zcorte > { Y Zcorte < _7;7 o -1 < Zecorte < {

1.3.2. Singularidades, polos y ceros de funciones complejas

Un punto donde la funcién f(z) no es analitica se denomina un punto singular. Estos puntos pueden ser:

s Singularidades aisladas: si una funcién es analitica en todo el entorno de un punto zy, excepto en
el propio punto zg, entonces se dice que el punto zp es una singularidad aislada o un punto singular de
la funcién f(z).

Por ejemplo, para la funcién f(z) = 1/z, sabemos que es analitica en todo punto excepto en z = 0.
La tnica singularidad de la funcién esta en el punto z = 0 y este punto es entonces una singularidad
aiaslada.

» Singularidades no aisladas: Si una funcién contiene un conjunto de singularidades aisladas en
una vecindad de un punto zp, entonces se dice que zp es una singularidad no aislada. Es decir, una
singularidad no aislada de una funcién es un punto limite del conjunto de sus singularidades.

Clasificacion de las singularidades aisladas
1. Un punto singular aislado zy de una funcién f se denomina removible o evitable si:

lim f(z) 3.

Z—r 20

Observemos que:

a) la funcién f puede no estar definida en zg y por esta razén la funcién no es analitica en zq.

b) la funcién puede estar definida en zy pero de valor diferente al lim,_, ., f(z). Con lo cual la funcién
no es continua en zy y por lo tanto no es analitica en zg.

¢) la funcién puede estar definida en zy y su valor igual al del lim,_,,, f(z). En este caso la funcién
no es singular en zg.
Por lo tanto, si f tiene una singularidad removible en zy entonces una de las posibilidades (a) o (b)
debe ser la causa de que la funcién no sea analitica o regular en z.

Si una funcién g es igual a f en todos los puntos, excepto en zg, y
— 1
9(z0) = lim f(2),

entonces g no es singular en zg, esto significa que la singularidad de f puede ser removida mediante la
redefinicién de la funcién f en zg.

2. Un punto singular aislado zy de una funcién f que no esta definida en 2y se llama un polo de orden n
de f si:
lim (z —20)" f(z) =M #0,

Z—r20

donde n es un numero entero positivo. Un polo de orden 1 se denomina un polo simple.

3. Un punto singular aislado de una funcién f recibe el nombre de singularidad esencial de f si

lim (z — 20)" f(z) 3,

Z—20

para ningin entero positivo de n.
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Ejemplos

1. Consideremos la funcién
322 + 22

)= ——
1) (z —4)(z —1)
la funcién es analitica en todos los puntos, excepto en z = 4 y z = 4. Entonces, las tinicas singularidades

estan en los puntos z =4 y z = ¢, y como son un conjunto finito de singularidades cada una de estas
son singularidades aisladas.

109~ (o [ o] 5[] )

Si denotamos al denominador como ¢(z), entonces

(=) | cosh | g | —icos | g | senh |

z) = sen|———=|cos —1¢08 | —=———=|senh | ———

9 x2+y2 502 +y2 x2+y2 932+y2
= u(z,y) +iv(z,y) #0,

Es claro que z # 0. Por otra parte, de las condiciones de Cauchy-Riemann se tiene:

2. Sea f la funcion:

ou y? — a2 x L Y 2y x L y Ov
— = coS cos — sen sen = —
ox (I’Q + y2)2 2 + y2 xr2 + y2 (1‘2 + y2)2 2 + y2 x2 + y2 8y

ou 2zy x L Y n % —y? x L Y v

— = cos cos sen senh | —— | = ——

8y (.’172 + y2)2 x2 + y2 x2 + y2 ($2 + y2)2 2 + y2 2 + y2 ox
Las condiciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en todas partes salvo en z = 0, donde ni g ni las

derivadas parciales estan definidas. Como las derivadas parciales son continuas, entonces g es analitica
en todos los puntos excepto z = 0. Por lo tanto, f es analitica salvo en z = 0.

Por otra parte, g = 0 si su parte real como su parte imaginaria son nulas, asi que las singularidades de
f, ademds de z = 0, vienen dadas por el siguiente sistema ecuaciones:

— % leosh| =2 —|=0 x h|—Y
Sen COS = COS | —— | sen _— =
r? +y? r? + 3?2 Y x? +y? r? +y?

Como cosh(a) > 0, la primera ecuacién se satisface si

x x
sen | 55| =0= 55
Tt +y Tt +y

puesto que cos(a) # 0 cuando senh(a) = 0, entonces la segunda ecuacién se satisface si y = 0. Por lo
tanto, el sistema se satisface simultdneamente si

==+ nm,

x
_T 4
212 ™

= —=x2nm,n=0,1,2,...

8|

y=0

Las singularidades ocurren en el eje real y en los puntos donde z = £ 1/nx. El punto limite de este
conjunto, cuando n — oo, es el punto z = 0. Por lo tanto, f tiene una singularidad no aislada en z = 0
y singularidades aisladas en los puntos z = £ 1/nm, con n = 1,2,3, ....

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 21



Matematicas Avanzadas: Variable Compleja, Series y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

3. Dada la funcién

. z# 4,

esta funcién es el cociente de dos funciones enteras y por lo tanto es analitica, salvo donde el denomi-
nador se hace nulo, esto es en z = 4i. Por otra parte:

(z+ 4i)(z — 49)
z—4i

z—4

fz) =

=z+4+4i,

lim f(z) = lim z + 4i = 8i.
z—41 z—41
la funcién f tiene una singularidad removible en z = 4¢ pues el limite existe. Podemos definir una
funcién g igual a f, para z # 4i
z4+4i siz#4i

9(z) =
8 siz =41
y queda claro que g es una funcién entera.
4. Para ) 1 5
z
G Al e Dl G
v es inmediato darse cuenta que tendremos polos de orden 1 en z =1y 2z = —1
5. Para h(2)
senh(z e —e * .
— tanh _ _ = o7 = i(2n+1)w —2z 1
f(z) = tanh(z) cosh(z) ~ o T e“=e e es un polo
es decir donde e* = —e™%, con lo cual zy = (n + %) 1w y al utilizar la definicién:
it [z— (n+ 1) in] senh(z) i [z — (n+ 1) in] cosh(z) + senh(2)
1m = 1m =
Z—>(7L+%)i7‘( COSh(Z) z—>(n+%)i7r Senh(z)

donde hemos utilizado el Teorema de L’Hopital y consecuentemente zg = (n + %) i es un polo simple.

Existe otro tipo de singularidades conocidas como removibles. Estas singularidades se caracterizan porque
el valor de f(z) — 0/0 cuando z — zp. El caso mds emblemadtico es la funcién

_ sen(z) 1 23 20 7 22 A ) B
fle) = ) ;»f<z>—z<z—3!+5!--.> _ <1_3!+5!...) =l £(2) = 1

con lo cual, luego de desarrollar por Taylor la funcién sen(z), se ha removido la singularidad aparente.

El comportamiento de una funcién compleja en infinito (o cuando tiende a infinito), vale decir, cuando
z — 00 no estd tan bien definida como en los casos de funciones de variable real. Es claro como una cantidad
real, digamos |f(z)| o |z| tiende a infinito, pero z es una cantidad “bidimensional” y, en principio, existirfan
varias formas de tender a infinito. Para precisar el comportamiento de una funcién compleja de variable
compleja en infinito, hacemos un cambio de variable z = 1/£ y estudiamos f(1/£) con 1/£ — oo.

De esta manera:

1.

1 1
lim 2(1+ 2%) = lim = + — con lo cual tendra un polo de orden 3.
Z—00 £—0 € 53
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2.
o0
s 1 . . .
lim e* = lim Ten y presenta una singularidad esencial para z — co.
n!
n=0

Los ceros de una funcién compleja (f(zg) = 0, entonces llamaremos zp un cero de f(z)) se clasifican al
igual que los polos. Esto es

f(z) = (z — 20)"g(z) con n entero positivoy g(z) #0 V z.

Ejercicios
1. Determine el tipo de singularidades (en caso de poseerlas) de las siguientes funciones en: z =0y z = c©

a)
1
1) = —
b)
1423
1@ =5
c)
f(z) = senh E
B z
2. Identifique los ceros, polos y las singularidades esenciales de las siguientes funciones
a)
z—2 1
flz)= 2 sen <1 — z>
b)
flz) =ell?
¢)
7(z) = tan (2
z) = tan |
3. Encuentre el comportamiento en el infinito de
a)
b
f(z)=a+ 2
b)
fz) = 2(1+2%)
c)
f(z) =€
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72N
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=

Figura 1.2: Tranformaciones conformes. Tomado de Eric W. Weisstein. Conformal Mapping. MathWorld-
A Wolfram Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/ConformalMapping.html

1.4. Transformaciones conformes
Nos interesard ahora considerar transformaciones entre planos complejos, esto es:
z=x+iy & w=r+is = w=g(z)=r(z,y) +is(z,y) < z=hw)=2x(rs)+iy(rs)

Es decir, transformaciones entre puntos (z,y) <> (r, s) correspondientes a dos diagramas de Argand, de
tal modo que existe la funcién inversa z = h(g(z)) con w = g(z) y z = h(w) funciones analiticas, salvo en un
nimero finito de polos aislados. Entonces denominaremos a este tipo de transformaciones transformaciones
conformes si ademds, en todo punto z y w (excepto en aquellos en los cuales ¢'(z) y por lo tanto A'(w) son
cero o infinita) cumple con:

= Curvas continuas en el plano z transforman en curvas continuas en el w.

= Los angulos entre dos curvas cualesquiera que se intersecten en el plano z seran los mismos que los que
formen las curvas transformadas en el plano w. Esto es, los dngulos entre las curvas seran invariantes
bajo la transformacién.®

= El cambio de escala en la vecindad de puntos transformados es independiente de la direccién en la cual
se mida.

s Cualquier funcién analitica en z = x + iy transforma en otra funcién w = r 4 is también analitica.

La segunda de las afirmaciones es inmediata a partir de la primera. Es decir, si una transformacion
conforme de coordenadas tienen inversa y ambas sén analiticas, es obvio que curvas contiunas C(z) serdn
transformadas a curvas continuas C(w).

8De esta propiedad es donde la transformacién hereda su nombre de conforme. Son transformaciones isogonales es decir, que
preservan los dngulos entre las curvas que se intersectan.
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w = g(z)

el ....Q -

Figura 1.3: Tranformaciones conformes. Cuadrante superior representa las conservacion de angulos y escala
bajo transformaciones y el inferior un ejemplo de transformaciones conforme

El hecho que la transformacién conforme preserva el dngulo y las escalas se muestra en la figura 1.3
y puede comprobarse de la siguiente manera. Considere dos curvas, Ci(z) y Ca(2), en el plano complejo
z = x + iy. Supongamos ademads que estas curvas se intersectan en un punto z = zg. Entonces, sobre las
tangentes a cada curva, en zg, definimos otros dos puntos z; y z3 de tal forma que
01

Z1 — 29 = pe w1 — Wy = plei‘z’l

20 — 29 = pei92 Wyg — Wy = eri‘z’2

Notese que hemos construido los puntos z; y 29 sobre las tangentes a 2y a la misma distancia p de zg
y, en principio, hemos supuesto que las distancias a los puntos transformados w; y ws (las cuales hemos
identificado como p; y p2, respectivamente), no son iguales. Ahora bien, dado que w = g(z) es analitica
entonces

dg(z)
dz

_dw
T odz

w1 — w Wy — W 4 ,
= lfm 9% — Jfm 20 g (z0) = lim PLi(01=01) — yqpy P2 pi(2—02)

zZ1—20 21 — R0 z2—20 29 — 20 p—0 p p—0 p

Z=Zz0 Z=Z0

Es claro que al comparar las magnitudes y las fases demostramos que las transformaciones conformes preser-
van las distancias, p1 = pa2, y los dngulos (¢2 — ¢1) = (62 — 61). Adicionalmente, es muy fécil convecerse que
si la transformacion conforme conserva los dngulos entre curvas y las escalas en todas direcciones las figuras
son transformadas en figuras equivalentes quizé ampliadas y rotadas, pero no deformadas.

1.4.1. Algunas consecuencias y ejemplos

Las consecuencias de la tltima afirmacién reviste alguna importancia. Si f = f(z) es analitica en el plano
(z,y) y la transformacién z = h(w) también lo es, entonces la funcién F(w) = f(h(w)) necesariamente es
analitica en el plano (r, s).

AF  Af Ah _ Af Ah
Aw  AhAw ~ Az Aw
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Por hipétesis supusimos que f y h eran analiticas, por lo cual es inmediato concluir que debido a que los
dos factores de la derecha son analiticos, la funcién F(w) también lo sera.

Tal y como mostramos en la seccién 1.2.5 si f(z) = u(z,y) + iv(x,y), es andlitica, entonces u(zx,y) y
v(x,y) serdn funciones armdnicas conjugadas, vale decir que satisfacen la ecuacién de Laplace, con lo cual
V2u(z,y) = V2v(x,y) = 0. Eso significa que si F = ®(w) + i¥(w), entonces:

2 2 2 2
#o oo ro oo
or? = 0y? oxr?  Oy?
f=o+i = & F=0+i0 =
2 2 2 2
ru v ou e
ox?  0y? 0x? = 0y
Esto impone que si R[f(z)] = ¢ es constante en el plano (z,y), también lo serd R[F(w)] = @ en (r,s)

(iDemuéstrelo!). Esta propiedad deriva una serie de aplicaciones en la solucién de la ecuacién de Laplace en
dos dimensiones. Si bien es una técnica elegante y ttil cuando es posible, no deja de ser limitada porque se
restringe a 2D. Hoy los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales han
superado con creces este tipo de técnicas.

Los ejemplos son variados.

= Las siguientes transformaciones representan:

traslaciones: w = z + b; rotaciones de dngulo 0: w = ze'?; expansiones de escala a : w = az

y pueden ser combinadas como: w = az+b con a y b nimeros complejos. Para la traslacién es inmediado.
Para la rotacién también si recordamos que z = |z|e’® con lo cual w = \z|e’¢e’9 = |z\ez(¢+9)

» También la transformacién de inversién w = 1/z que transforma los puntos del interior de un circulo

1 1 1 .
unidad a su exterior y viceversa. Una vez mas, w = — = W = || e, Entonces es claro que
z zle z
0<|z2|<1 =oo<|w <l A 1<]z] <0 =0<|w <1

o[ % — %0

= Un caso mas interesante lo constituye la transformacién w = e’ »

), la cual transforma los
z—z

puntos zp del semiplano superior complejo y > 0 al interior de un circulo unidad en el w—plano (ver
figura 1.3 en la pdgina 25). Para convencernos de ello notamos que

: Z— 20
2 =2

En general si zg y 2 los consideramos en el semiplano complejo superior y > 0, entonces siempre se
cumple que |z — zg| < |z — 2| con lo cual |w| < 1, y como se cumple para todo z en ese semiplano,
entonces cada uno de esos puntos es transformado dentro de un circulo de radio |w|. Es inmediato
convencerse que, la igualdad se cumple para puntos z sobre el eje real y que el punto z = zq es llevado al
punto w = 0. Finalmente, notamos que si conocemos como transforman dos puntos z; — wy y 25 — ws
entonces podremos determinar la transformacién, esto es, conocer los valores de los parametros zg y ¢.
Este caso lo podemos apreciar si consideramos un par de puntos en el semiplano complejo y conocemos
como tranforman, digamos z = 7 sobre el eje imaginario, e imponemos que sea transformado a w = 0,
entonces es inmediato determinar que z9 = 4. Por otro lado, si imponemos que z = 00 = w = 1,
z—1

2+

Z— 20

jw| =

*
z -z

entonces: 1 =w = e = =0, con lo cual w =
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Figura 1.4: Integrales complejas y circuitos

1.5. Integrales complejas

Como siempre, luego de definir la derivada, construimos el concepto de integral a partir de la suma de
Riemann. Esto es

=> f()z—2zj-1) sin—o0 =]z —zj-1] =0 = hmeC] —Zj_1) / dz f(z

Jj=1 j=1

Es decir, que si el lim,_,, S;, existe, entonces se corresponde con la definicién de la integral.

1.5.1. Algunas propiedades
Es claro que esta integral es, necesariamente, una integral de linea, ya que z tiene “dos dimensiones”

Z2,Y2 2,Y2

fu(r,y)de — (e, y)dy]+i / oz, y)dz + u(z, y)dy]
o (1.4)

con lo cual transformamos una integral compleja en una suma de integrales reales. Pero necesitamos
definir el contorno a través del cual vamos del punto z; = 7 + iy; al punto zo = x5 + iys.
La integracién compleja tendré las propiedades acostumbradas

Jedz (f(z ) fcdzf )+ Jodzg(2)

Jodz Kf(z Kfc dz f(z) con K una constante real o compleja
Sl dz f(z) = *fba dz f(2)

f dz f(2) = ["dz f(= +f dz f(z
Jodz |f(z)| < ML, donde M = méx|f(z)| y L la longitud de C

/z2 dz f(z) = /22 [dz + idy] [u(z,y) + iv(z,y)] = /

Z1 Z1 Z1,Y1
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Esta ultima propiedad es importante porque permite establecer cotas a las integrales complejas sin tener que
evaluarlas. De la definicién de integral es casi inmediata la demotracién

n

nILH;to(Cj)AZj :/ Cdz F2) = DO FGAZ| <D IFE)I Az < MY Az < ML
i=1 a1

j=1 j=1 j=1

Donde hemos utilizado que |f({;)| < M y que la suma de los intervalos Az; = z; — z;_1 es la longitud L del
recorrido C. Es claro que tomando limites a ambos miembros obtendremos | [ dz f(z)| < [, dz |f(z)| < ML.
Ejemplos

1. Evaluemos la integral compleja f(z) = z~! a lo largo de diferentes contornos, tal y como se ilustran en
la figura 1.4

a) un circuito cerrado a lo largo de una circunferencia de radio R

27

%dz 2zl = %d(Rew) Rle ¥ = df = 2mi
0
b) siguiendo una semicircunferencia desde (R,0) — (—R,0). Esto es
z2=(—R,0) (R,m) ) ] ™
/ dz 27t = / d(Re?) R71e™ = z/ df = i
z1=(R,0) (R,0) 0

¢) siguiendo dos lineas rectas entre los puntos (R,0) — (0, R) — (—R,0). En este caso, procedemos
utilizando la expresion cartesiana para los niimeros complejos. Para ello, vamos a parametrizar
z = z(t) para (R,0) = (0,R) y z = z(s) cuando (0, R) — (—R,0). Veamos

23:(—R,0) 22:(0,R) ZgZ(O,—R)
/ dz 271 = / dz 271 —I—/ dz 271
21:(R,0) Zli(R,O) ZQi(O,R)

para cada una de las integrales se cumple, respectivamente, que

z=(1—-t)R+iR con0<¢t<1 A z=—-sR+i(l—s)R con0<s<1

zo=(—R,0) d 1 -1 . 1 —1—3
/ dz _ / a e / ds— 17"
a=(R0) ? o LHi(=1+4) Jo i+s(=1-1)
procedemos entonces con la primera de las integrales
/1 (—1+d)dt _/1 (=1 +0)((1 —t) —it)dt _/1 (2t — 1)dt H,/1 dt
o (T=t)+at ), (1—t)2 —¢2 Jo 1 =2t 422 o 1—2t+212

es decir

1 . 1
(71+Z)dt ]. 2 1 . t_§
——— =—-In(1-2t+2¢ t

/0 A—0+it 2 n( + )’0+zarcan I

con lo cual

y, la segunda integral también tendra el mismo resultado, con lo cual

zo=(—R,0) dz
/ — =mi  jel mismo resultado que a través del arco de circunferencia!
z21=(R0) %
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Es interesante notar que si regresamos al punto (R, 0) a través del contorno (—R,0) — (0,—R) —
(R,0) la integral cerrada se anula, no asi cuando nos regresamos a través el arco complementario
de circunferencia. En pocas palabras, como se esperaba, el valor de las integrales de camino, para
algunas funciones, dependeran del camino seleccionado. En la préxima seccién veremos a cuéles
funciones correspondera un mismo valor de la integral cerrada, independientemente del circuito
que uno elija.

2. Otro ejemplo ilustrativo lo constituye

f{ dz N /2’r L /2” 4o
(Z_zo)n+1 0 Rn+lei(n+1)0 — Rn o

donde hemos utilizado la forma polar z — zg = Re' e integrado a lo largo de una circunferencia de
radio R centrada en z = zg.

n=0: [77df=2in

n#0: = 0277 df[cos(nf) — isen(nd)] =0

Ejercicios
Repetir los mismos pasos del primer ejemplo para el caso de

flz)= ("""

1.6. Teorema Integral de Cauchy

1.6.1. El teorema y las regiones

El teorema integral de Cauchy es uno de los dos teoremas bésicos en la teoria de funciones de variable
compleja. Este teorema considera que si f(z) es analitica en una regién simplemente conexa, R, en su
contorno C y su derivada f’(z) existe y es continua en esta regiéon’, entonces la circulacién a lo largo de
cualquier contorno cerrado C se anula. Esto es

jidz f(z)=0

Antes que nada, y como parte de ese adiestramiento en lenguaje, precisaremos qué queremos decir (qué quie-
ren decir los matemédticos) con regiones simplemente conexas y miltiplemente conezxas.

Una regién simplemente conezra es aquella que no tiene “huecos”, o dicho de una manera maés precisa
y elegante, en la cual una curva I' puede ser reducida (encogida) a un punto sin salir de la regién R. En
la figura 1.5 cuadrante Ia se muestra una regién simplemente conexa y en los cuadrantes Ib y Ic regiones
multiplemente conezras. Estas dos ultimas figuras clarifican este concepto. Es decir, una regién maltiplemente
coneza es aquella que no es simplemente conera y con eso queremos decir que “tiene huecos”, o lo que es lo
mismo existen curvas que no se pueden reducir a puntos en la regién.

Tal y como hemos comentado la demostracion rigurosa del Teorema de Cauchy esta fuera de los alcances
de estas notas, pero algo se puede hacer si invocamos el Teorema de Stokes (o uno de los Teoremas de Green
en el plano) que vimos cuando estudiamos anélisis vectorial. Con ello recordamos la ecuacién (1.4), entonces

/ Y g = / " e, )de — o(e,y)dy] +i / " (e, y)de + (e, y)dy]

1 1,Y1 T1,Y1

9Esta ultima condicién no es necesaria, pero la demostracién del teorema se torna mucho més sofisticada, y referimos al
lector a los libros especializados, vale decir a las referencias [2, 3].
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G

Figura 1.5: Regiones en el plano complejo

El Teorema de Stokes nos dice que

o % % _
/Rda:dy (3 +8 > (pdy — qdz)

con lo cual, si una vez més suponemos f(z) = u(x,y) + iv(z,y) y dz = dz + idy, entonces tendremos que

ji(udx—vdy)—l—i?{(vdm—i—udy):/Rdxdy <8(a_;)—|—8((;:))+i/ndxdy <(38(Z)+6(8_;)) =0

y acto seguido, como f(z) es analitica, invocamos las condiciones de Cauchy Riemann (ecuacién (1.3)) y es
inmediato ver que se anula la integral de circulacién.
1.6.2. Algunas observaciones y el Teorema de Morera

De la anterior “demostracion” del Teorema de Cauchy Riemann emergen algunas observaciones

» La primera es la insistencia de que la condicién que la derivada f’(z) existe y es continua en esta regién
no es necesaria.

= La segunda es que el Teorema de Cauchy Riemann, es valido también para regiones multiplementes
conexas. Consieremos una region como la descrita en la figura 1.5 cuadrante II, es claro que podemos
circular la integral en los siguientes contornos

j({ de fle) = /ABDEAFGHFA dz flz) = /ABDEA 4 f(Z)Jr/AF @ f(Z)+/FGHF 4 f(Z)Jr/FA de fle) =

y como [, dz f(z) = — [, dz f(z) entonces

/ dz f(z)+/ dz f(z) =0 < dz f(2)+ ¢ dz f(z) =
ABDEA FGHF i C
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con lo cual se nota que para regiones multiplemente conexas, a pesar que las circulaciones son opuestas,
el “observador” que circula por C; y Cy siempre tiene la regiéon R a su izquierda.

= Siguiendo con la reflexién anterior, podemos invertir el sentido de la circulacién en el contorno Co con
lo cual

dz f(z)— ¢ dz f(2) =0 < dz f(z) = ¢ dz f(2)

Cy Co Cy Ca

Es decir, que si f(z) es analitica en una regién R, da igual cualquier recorrido por las fronteras de una
region y el valor de la integral permanecerd inalterado.

= Mds aun, este resultado puede extenderse a regiones con n huecos de tal forma que, tal y como ilustra
en en la figura 1.5 cuadrante ITI

;{1 dz f(Z)=é:féj d f(2)

Con lo cual estamos afirmando que, dada una regién que contiene un ndmero finito (;numerable?) n
de singularidades, la integral a lo largo del contorno que encierra la regién R es equivalente a la suma
de las integrales que encierran cada una de las n singularidades.

Enunciaremos sin demostracién el Teorema de Morera!®, también conocido como el teorema inverso de
Cauchy.

Teorema de Morera: Si una funcién f(z) es continua en una regién R encerrada por un contorno C y
$odz f(z) = 0 entonces f(z) es analitica en R.

Ejemplo

Considere la funcion definida en una regién R

f(2) = 1 con { zo fuera de la regién R

T 2— 2 2o dentro de la regién R

» Si zp estd fuera de la regién, entonces f(z) es analitica en R, con lo cual el Teorema de Cauchy implica

que
j(l{dz f(z)=0
c

= Si 2z estd dentro de la regién, entonces f(z) no es analitica en R por cuanto existe una singularidad
z = zg. Si consideramos C el contorno que bordea a R, como una circunsferencia centrada en z = 2y y
T otra circunsferencia que aisla a zy con un radio |z — 29| = € (esta situacién se ilustra en la figura 1.6
cuadrante I). Entonces, si hacemos z — zg = Z = ee'’ el Teorema de Cauchy implica

dz dz ™ e d6 2
= = —_— = dé = 2mi
j{;zfzo ]ngzo /0 eet? Z/0 m

10Pyeden consultar la demostracién en la referencia | ]
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C
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r

Figura 1.6: Circulaciones y Polos

1.6.3. Formula integral de Cauchy

El ejemplo de la seccidon anterior nos lleva a una de las expresiones mas tutiles e importantes del anélisis
complejo: La Férmula Integral de Cauchy, la cual dice que si f(z) es analitica en una regién R encerrada
por un contorno C y consideramos un punto z = 2y contenido en esa regién, entonces

I ORI

2w Jo 2 — 20

Para probar esta afirmacién supongamos una vez mds un circuito en encierra al polo z = 2o (ver figura 1.6
cuadrante IT). Con lo cual, como f(z) es analitica en una regién, el Teorema de Cauchy nos garantiza

0 1 2m f(zo+ Tew)riewdﬂ 1 [

1 d 1 d . ;
L f(z) dz - f(z) dz siz—zp = et = — , = — f(zo+re'®)do
2im Jo z—20  2im Jp z2— 20 2im Jo ret? 27 Jo
si hacemos r — 0 tendremos que

1 f(z) dz 1 f(z) dz 1 [ 0 1 [ 0
A A2 i0ag = — [ 1 )49 =
sin b o 2 ey imar ) Setret)do=on | lim Sz +ret)dd = f(z0)

Observaciones Surgen también observaciones al respecto

= Obvio que es vélido para regiones multiplemente conexas y es facil demostrarlo. Se lo dejamos al lector
como ejercicio.

= Si reacomodamos la expresién para la forma integral podemos hacer que esa férmula sea véalida para

todo z ) £0) d¢
f(z) = %n fé C—2
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= Mds aun, veremos que es facil generalizar esta férmula para derivdas de funciones, vale decir

o) - g f S

20w z — zg)" L

Veamos el caso mas sencillo y demostremos que para n =1

/ _ 1 f(Z)dZ / s f(Z +h‘)_f(2)_ . 1 f(Z) 1 1
P = 5= § L28E o pre) = ig L0 i o f S -

24T zZ— 2 h z—zp—h z-—2

tal y como se muestra en la figura 1.6, cuadrante III tenemos que

1 z) dz 1 z) dz
h—0 | 267 Jo (2 — 20 — h)(2 — 20) 2im Jo (z — 20)?
Pero mucho més interesante hubiera sido “derivar respecto a una constante”. Este truco implica que

R EIOK'S (s = L 7{5" [f(C)]dC_ n! f(¢) d¢ (15)
C

T 2im Jo9n [(— 2

flz) =

2 Je C—=z

© 2im Jo (C— 2)n !

Esta formula es muy util para calcular integrales. Considere, por ejemplo la siguiente integral

2¢ 2 ;
I= 7{ ende =27 G (=1) con f(z) =e*® = I= 821672
C

C+1)4 7 3 3
donde hemos supuesto que el contorno C encerraba el punto z = —1, porque de otro modo la funcién
(Zizl)z; seria analitica y la integral se anularia por el Teorema de Cauchy.
Ejemplos
1. Evaluar ) o
I= dz, para los entornos: C:|z| =3 y C:|z| =1.

El entorno |z| = 3 contiene en su interior al punto zy = 2, esto implica que:

1 z
¢ dz = €2.

Para el entorno |z| = 1, vemos que el punto zp = 2 no esté contenido en ese entorno, esto significa que
el integrando es una funcién analitica en toda la regién. Por lo tanto:

1 e?

2mi Jo z—2

dz = 0.

2. Evaluar
1
= / ———dz, paralos entornos: C1:|z —i| =2, Ca:|2| =3 y C3:|z +i| = 2.
C z +4

La integral puede ser escrita de la siguiente manera:

1
IZ/Cde-
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Para el contorno |z — i| = 2, tenemos que éste contiene en su interior al punto zg = 2i. Si escribimos

la integral como
1

I = z+21 d
léz—2i“
la funcién 1/(z + 2i) es analitica dentro de C; y entonces por el teorema de Cauchy
1 1
I:/ Z+2l,dz=2m'(,> =
cZ—2i 44

Consideremos ahora el contorno |z| = 3. Este contorno contiene en su interior a los puntos 2i y —2i.
Podemos trazar dos contornos adicionales, de radio € alrededor de cada punto, entonces:

1 1 1
———dz = 7032—}—/ ——dz
/C 22 +4 /C(m 2?2+ 4 Clian 2> +4

1 1
z+21 z—21
= —T=dz +/ -dz
/C(%) z— 21 Croniy # + 21
1 1
= 2mi - + 273 -
2+ 20,y =20,y
1 1

Finalmente, para el contorno |z + i| = 2 se tiene que éste contiene al punto zy = —2i. Repitiendo lo
que hicimos en el primer caso tenemos:

B

1
I — z—21 d
Lz+%z

la funcién 1/(z — 2i) es analitica dentro de C'3 y entonces por el teorema de Cauchy

1

; 1
I:/ 22 gy —omi () = T,
cZz+2i 43 2
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2.1. Sucesiones y Series

Basicamente el tema central de este curso tiene que ver con el estudio de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias y el desarrollo de métodos para resolverlas. Las Ecuaciones Diferenciales aparecen ya como tema
de estudio, o curiosidad matematica, desde los tiempos de Isaac Newton' cuando se comenzé con el desarrollo
del Célculo Diferencial. El propio Newton las estudia en su tratado de Célculo Diferencial donde discute sus
soluciones a través de una expansion en series.

Newton estudia la siguiente ecuacién diferencial, que por contener una primera derivada llamaremos una
ecuacion diferencial de primer orden:

dy(z)

e 1 -3z +y(x) + 22 + zy(z) . (2.1)

Para buscar su soluciéon, Newton propone el siguiente método que consiste en suponer una solucién que tiene
la forma de una serie infinita. El primer término de la serie es:

’y:0+...

el cual corresponde al valor inicial z = 0 en la ecuacién (2.1). Al insertar este valor en (2.1) resulta

dy(z)
—14---
dx +
que al integrarse se obtiene
y = + PN
Sustituyendo esta ultima expresion en (2.1), resulta
d
y(=) =1-3z4+z+---=1-20+2>+--
dx
Integrando esta ultima ecuacion, se obtiene
Y= — xz 4+ .-
Repitiendo el proceso:
d 3
y(z) =1-2r+2°+--- = y:x—x2+x—+--~
dx 3
y continuando con el método repetidamente
o, xd at  ab Al
y=r—x"+———+-=——=+--

3 6 30 45

1Sir Isaac Newton (1643-1727), fue un cientifico, fisico, filésofo, inventor, alquimista y matemético inglés, autor de los
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, mas conocidos como los Principia, donde describi6 la ley de gravitacién universal
y establecié las bases de la Mecénica Clasica mediante las leyes que llevan su nombre. Entre sus otros descubrimientos cientificos
destacan los trabajos sobre la naturaleza de la luz y la éptica y el desarrollo del cdlculo matematico. Newton fue el primero
en demostrar que las leyes naturales que gobiernan el movimiento en la Tierra y las que gobiernan el movimiento de los
cuerpos celestes son las mismas. Es, a menudo, calificado como el cientifico méds grande de todos los tiempos, y su obra como
la culminacién de la revolucién cientifica. Tomado de Wikipedia.
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Exegmrepr L
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T — 3%-}-xx non affectos Rdnm Quantitate difpofitos vides in la--
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+ I —3x4xx !

‘ — Tt v Ly
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Figura 2.1: El esquema de Newton

Por otra parte, notemos que para cada valor de z y g, la ecuacién (2.1) no es més que la derivada y/(z)
(pendiente) de las soluciones de

y' () =1 -3z +y(zx) + 2 + zy(x)

Asi, con un poco de paciencia, o con algin programa de computacion apropiado, se puede obtener el
campo vectorial correspondiente a la ecuacién diferencial, como se puede apreciar en la Figura 2a. En realidad
las soluciones se pueden apreciar como las curvas determinadas por las direcciones indicadas en el campo
vectorial, Figura 2b. Las aproximaciones que se van obteniendo con el método mostrado anteriormente se
pueden observar, junto con la soluciéon verdadera en la Figura 2c. Notemos que todas las aproximaciones son
mas cercanas entre si cuando x toma valores cada vez mas préximos a cero.

Las gréaficas mostradas en la Figura 2 pueden obtenerse con la ayuda de algin programa de manipulacién
algebraico, digamos Maple:

> restart: with(DEtools):

> ED1 := diff (y(x),x) = 1-3kx+y(x)+x" 2+x*y(x);

> ics := y(0)=0;

> Sol = dsolve(ED1l,ics,y(x)); assign(%):

> dfieldplot(ED1, y(x), x=-2..2,y=-2..2,color=blue);

> DEplot (ED1,y(x),x=-2..2, [[y(0)=0]],y=-2..2,color=green,linecolor=-exp(x)) ;
> Yi:=x: Y2:=x-x"2: Y3:=x-x"2+x"3/3: Y4:=x-x"2+x"3/3-x"4/6: Ys:=rhs(Sol):

> plot([Y1,Y2,Y3,Y4,Ys],x=-2..2,y=-2..2);
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Figura 2.2: (a) Representacién de los campos vectoriales. (b) Diferentes soluciones para la ecuacién diferencial (2.1).
(¢) La solucién correcta correspondiente al valor inicial y(0) = 0 con las diferentes soluciones aproximadas.

Comencemos entonces nuestro estudio sobre Ecuaciones Diferenciales precisamente con las Series Ma-
tematicas.

2.2. Introduccion a las Series

Para empezar, vayamos a la nocién elemental de sucesiones. Bésicamente, una sucesién es una coleccién
numerable de elementos, dados en cierto orden, como:

1,2,3,4, ..., 1,x,22, ...

Una sucesién puede contener infinitos elementos y en este caso se denomina una sucesién infinita, por lo tanto,
si a cada nimero entero positivo se le asocia un elemento u,,, entonces el conjunto ordenado: uy, ug, us, ...Unp, ...
define una sucesion infinita. Cada término u,, tendra un siguiente término u, 11 y por lo tanto no existe un
dltimo término.

Las sucesiones se pueden expresar de una manera mas sencilla definiendo el n-ésimo término, como por
ejemplo:

Up = —, n=123,...
cuyos primeros cuatro términos son:
L1t
'27374°
Otra manera de definir sucesiones es por medio de una relaciéon de recurrencia, por ejemplo, para la bien
conocida sucesion de Fibonacci la relacién de recurrencia es

U1:U2:1, Upt+1l = Up + Un—1 , TLZQ,
cuyos primeros términos son:
1,1,2,3,5,8,13,21, ....

Existe una funcién que permite generar los ntumeros de Fibonacci, esta funciéon cuando se expande en
potencias de = tiene como coeficientes, jlos nimeros de Fibonacci!

f(x) a =422 +223 + 32" +52° +82° 41327 + 2128 +342% 4 -

T l—z—22
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También es posible definir una sucesién a través del concepto de funcién. Se define una funcién para los
enteros positivos, de manera que f(n) es el término n-ésimo de la sucesién para cadan =1,2,3, ....
Los términos de las sucesion se escriben como:

f(1),£(2),F3),.f(n), ...
Las siguientes férmulas son ejemplos de sucesiones

nm

fn)=(-1)", f(n) = sen <?) ; f(n) = (-1)" [1 + n}

Una sucesién {f(n)} se dice que es creciente si
f) <fln+1) VvV n=>1,

o decreciente si:
fn)>f(n+1) VvV n>1.

Una sucesién se denomina mondétona cuando es creciente o decreciente, y en estos casos se tiene que la
convergencia o divergencia se determina de manera sencilla, como lo indica el siguiente teorema:

Teorema: Una sucesién monoétona converge si y sélo si es acotada.

Una sucesién {f(n)} se dice acotada si existe un nimero positivo M tal que |f(n)| < M para todo n.

A medida que n se hace cada més grande, el valor de una sucesién u,, se puede comportar de una manera
bastante particular. Por ejemplo, si u, = 1/n, es claro que u,, converge a cero a medida que n — oco. Pero si
u, = e, el limite dependerd del valor de a.

La pregunta a responder tiene que ver con el hecho de saber si los términos de u,, tienden, o no, a un
limite finito cuando n crece indefinidamente.

Con el concepto de sucesiones es posible definir una expresién analitica que formalmente tiene aspecto
de suma, que contiene un ndmero infinito de sumandos y que se denomina serie infinita.

Siu,, n=1,2,3,..., es una sucesién infinita de nimeros reales o complejos, es posible formar una nueva
sucesion s, a partir de tomar sumas parciales de {uy}:

n
S1=uy, 8Sy=uUy+U2, S3=uy+ug+us, .. sn:u1+uz+u3+~--unzg Uj -
i=1

Si la sucesién s,, tiende a un limite S, la serie infinita Y, u; se dice que es convergente y converge al valor
S, el cual es unico. Entonces se puede escribir:

n—oo

S:u1+u2+U3+---+un+~-~:Zun = S= lim s,. (2.2)
n=1

El nimero S se denomina la suma de la serie infinita y debe ser entendido como el limite de la sucesion. Se
dird que la serie diverge si el valor de la sumatoria aumenta indeteniblemente.
La serie también puede oscilar, con lo cual tampoco converge:

Si:Z(_U”:1_1+1_1+...+(_1)i+...

n=1

Aqui s, serd 0 o 1 y por lo tanto el limite antes mencionado no existe.
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Esto se puede formalizar diciendo que la condicién para la existencia de un limite S es que para cada
€ > 0 existe un nimero N = N (e) tal que

|S —s;| <e parai>N = |s; —s;| <€ para, todo i,j > N.

Esta afirmacién se denomina criterio de Cauchy? sobre la convergencia de las series parciales, y viene
a ser la condicién necesaria y suficiente para que una suma parcial s; converja a medida que avanzamos en
los términos de la serie.

La serie cuyos términos son tomados a partir del (n 4 1)-ésimo término, y en el mismo orden, de la serie
(2.2) se llama el resto n-ésimo de la serie (2.2) y se denota por:

oo
Z U = Uptl + Upso + Upyz + - . (2.3)
k=n-+1

Si el resto n-ésimo de la serie (2.2) converge, entonces su suma

Ty = Z ug (2.4)

k=n-+1

se denomina el resto de la serie.

De las series nos interesa conocer cuanto suman. Es decir, cudl es el valor de s; para una serie finita
cuando ¢ = N. Pero también estamos interesados en conocer cuanto suma una serie infinita. Empecemos con
las finitas.

2.2.1. Series elementales

De cursos anteriores hemos conocido algunas series emblematicas, estudiemos algunas:
Serie aritmética Seguramente con anterioridad hemos oido hablar de progresiones aritméticas. Ellas son,
sencillamente:

N—-1
sn=> (a+nd) =a+(a+d) +(a+2d)+(a+3d)+ (a+4d) + -+ [a+ (N - 1)d] ,
n=0

donde a y d son ntimeros reales o complejos.
Al desarrollar la serie anterior en orden inverso y sumarla con la serie original:

SN = a +(a+d) +(a + 2d) +(a + 3d) +-- e+ (N —-1)d]
sy= la+(N—-1)d] +[a+(N—-2)d] +[a+(N—-3)d] +[a+(N—-4)d +--- +a
resulta N N
SN = [a+a+ (N —-1)d] — sy = 5 [Primer Término + Ultimo Término]
obviamente, si N — oo la serie diverge.
Serie Geométrica De ésta también sabemos que
N-1
SN = Z ar” =a+ax+ar®+ax®+--+axVN!
n=0

2 Augustin Louis Cauchy Parfs, 1789 - 1857, matemdtico francés pionero en los estudios de anilisis (real y complejo) y
de la Teoria de los Grupos de Permutacién. Cauchy hizo aportes importantes en los criterios de convergencia y divergencia de
series infinitas, asi como tambien, en ecuaciones diferenciales, determinantes, probabilidades y Fisica Matemética
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y si restamos

SN = a “+ax +ax?® +ax® +--- +azN-1
TSN = ax +azx® +axd +a9:4 —+ .. Jra:cN
es inmediato comprobar que:
a(l—z)
SN = ————
11—z
si |z] < 1 tendremos que la suma de la serie seré:
, a
S= lim sy = ,
N—o00 1—2x

y, divergird (u oscilard) si |z| > 1.
Series Aritmético-geométricas Estas series, un poco mas exdticas y como su nombre lo sugiere son
una combinaciéon de las anteriores. Estos es
N—1
_ no_ 2 3 4 N—1
SN = Z(a—i—nd)x =a+ (a+d)x+ (a+2d)z° + (a+3d)x° + (a +4d)z* + -+ [a+ (N — 1)d] =
n=0

y con la misma estrategia de las geométricas se llega a encontrar el valor de la suma S, nada intuitiva:

Ca—la+ (N=Dda | ad(1— )
SN = 11— + (=)

Otra vez, si |z| < 1, entonces cuando N — oo la serie converge a:

a xd
S_lfx—i—(lfx)f

Serie Armoénica Quizd no la conocfamos con este nombre (y menos por sus propiedades) pero seguro nos
la hemos tropezado
1 R 1
;n— ozttt
Esta serie infinita resulta ser engafiosa, en apariencia parece converger, pero no es asi. Ademéas notemos

lo siguiente:
20 220 20220

1 1 1
Zg ~ 38,5977, ) ~ ~5,9731, > ~ ~ 10,492,
n=1 n=1 n=1
la suma de los primeros 20 términos es mas grande que la suma de los siguientes 200 términos! y da la
impresién de que la serie crece muy lentamente hacia algin valor limite.
Si analizamos con més cuidado, veremos que hay sutilezas

i371+ 1 + 1+1 + 1+1+1+1 + 1+i+ +i +
n 2 3 4 5 6 7 8 9 1 16
n=1 ~—

g0

g1 o2 o3

y puede ser reescrita como

TINUL I S VI S VI
1+1 2+1 242 4+1 442 443 4+4
N——

oo o1 o2
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on

1 1 1 1
tE T e Tl
o3
con lo cual
1 7 1 533 1 95549 1
0T NTRTY Ty 9 BT i
y claramente diverge ya que
1+O’0+0’1+0’2+0’3+"'>1+1+1+1+1+"'
2 2 2 2

Esta prueba aparentemente se le debe a Nicole D’Oresme?®.

Una de las generalizaciones de la serie arménica es la funcién Zeta de Riemann

Zik (k) >1.

Esta 1ltima expresion es también un ejemplo donde a partir de una serie se define una funcién.
Ejemplo

4

1. Demuestre que
oo
1 —
D 5=
n=1

Se tiene que

Ll i ]
Sp = — — — e —
2 22 23 2n
y que al multiplicar por % se obtiene
1 1 1 1 1
TR T T T g
restando
- S E
2] T2 gnit on

por lo tanto
1
lim [1 — } =1,

n—o0 on

la serie converge.
Las series que hemos mencionado con anterioridad tienen la particularidad de que todos sus términos son
positivos, es decir, para la serie Y a,, se tiene que a, > 0, y por lo tanto:

Sp = Sp—1+ap = Sn_1

de manera que las sumas parciales s, son una sucesién mondtona creciente.

3Nicole D’Oresme (1323-1382) Matemadtico francés que inventé la geometria coordenada antes de Descartes. Sobre la serie
harmoénica consulte: http://mathworld.wolfram.com/HarmonicSeries.html

4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 Hanover, Alemania - 1866 Selasca, Italia) Mateméatico alemdn cuyas ideas
sobre las geometria del espacio han tenido un profundo impacto en el desarrollo de la Fisica Tedrica. Igualmente clarificé la
nocién de integral al introducir el concepto de lo que hoy se conoce como integral de Riemann. Mas detalles en http://
mathworld.wolfram.com/RiemannIntegral.html.
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Ejercicios
1. Encuentre la suma de los 100 primeros enteros.

2. Encuentre la distancia total que recorre una pelota que rebota verticalmente y que en cada rebote
pierde 2/3 de su energfa cinética.

3. EncuentrelasumadelaserieS:2+g+%+%+~-~.

4. Demuestre que
a)
= 1
>
n(n—+1)

n=1

> 1 1
7; Cn—1)@2n+1) 2

5. Determine el limite de las siguientes sucesiones cuando n — co.

n

a) up, = o
b) u, = H%
C) Un = lrfn
d) uy =

2.3. Mas sobre las series geométricas

Las series infinitas se encuentran entre las mas poderosas herramientas que se introducen en un curso
de célculo elemental. Son un ejercicio bastante inteligente para la manipulacién de limites y son una buena
herramienta para el estudio de las ecuaciones diferenciales, en el desarrollo de métodos numéricos y para
estimar el comportamiento de funciones.

2.3.1. Derivaciéon de series geométricas elementales

La serie geométrica:
ataz+az+azd +-- a4+

con |z| < 1, es uno de los pocos ejemplos donde se puede encontrar el término de las sumas parciales a través
de una expresion sencilla. Esta serie se puede tomar como punto de partida para encontrar la suma de un
gran nimero de series interesantes. Consideremos el caso a =1y z = z.

1
Ltota’+a o da ==, ol <1 (2.5)

Si cambiamos x por 22 en (2.5) resulta

1
1—22’
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Si se multiplica (2.6) por z se obtiene
x+x3+x5+$7+---+332"+1+"':133727 2| < 1. (2.7)
-z

Si cambiamos x por —z en (2.5) resulta
l—z+a2> -2+ 4 (-D)"2" +--. = ——, |z|<1. (2.8)
x

Si cambiamos z por 22 en (2.8) resulta

1
1—xQ+a:4fx6+-~+(*1)nx2n+“':1_’_73627 lz| <1 (2.9)
Si se multiplica (2.9) por z se obtiene
v £ e () = < (2.10)
Si cambiamos = por 2z en (2.6) resulta
1—|—4x2+16x4—|—-~-+4”x2"+~~:; |x|<1 (2.11)
1— 422’ 27 )
Si se deriva (2.5) entonces
1
1+2x+3x2+"'+n$n_1+"':m’ lz] < 1. (2.12)
Si se integra (2.8):
(E2 1.3 1.4 (71)nxn+1
I T Sl M B 1. 21
T (R e (213)
Si se integra (2.9) ahora resulta
3 5 7 —1)" 2n+1
x—%—i—%—%—i-n-—&-%—i—n-:arctan(m), lx] < 1. (2.14)

Siguiendo a Laplace, quien dijo que habia que leer a Euler: “Read Fuler, read Euler. He is the master of
us all”, podemos hacer lo siguiente con (2.13):

22 23 2t

In(1 —r— 44 2.15
n(l+z)==z s tg -t (2.15)
Es bueno acotar que Euler utiliz6 esta expresién para construir jtablas de logaritmos! Ahora bien, cambiando

x por —x resulta

2 2 2t
m(l—a)— —— & T 2.1
S (216)
restando (2.15) menos (2.16):
2 3 4 2 3 4
In(1+2) —In(l—z) = x2+gi+}{x‘ggz (2.17)
223 22°
= %+ ‘; + ‘;,4_... (2.18)
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Es decir:

14z 23 225
1 =9 N 2.1
n(l—x) x + 3 + 3 + (2.19)

Para valores pequeiios de z, digamos x = 1/3 resulta:

141 1 2 13 2 19
1n<1+§) zln(z):2<>+(33)4_(53)4----z0,6930041152

3

3

Euler not6 la siguiente conexién entre logaritmos y las series armoénicas. Cambiando z por 1/n en (2.15) se
obtiene

1 1 1 1 1
1“@+n>nmﬁ+&ﬁ@#+“' (2.20
por lo tanto
1 1 1 1 1
n:m<“v)+mﬂ‘&ﬁ+@ﬁ‘“ (2:21)

y para valores de n muy grandes, se cumple que

1 <n+1>
—=1In
n n

Ahora bien, para diferentes valores de n se obtienen las siguientes relaciones

1 = ln(2)+%—%+i—-“ (2.22)
% _ ln<g>+;_214+614_”' (2.23)
o)k de
: : o (2.25)
i:m%ﬁw+$—$+@—~ (2.26)

si sumamos por columnas resulta

éi = 1n(2)+1n(2>_Hn(;1>+.“+ln<n—nkl>

2 4 9 n? 3 8 27 n3
+ 1|:1+1+1++1:|
4 16 81 n4

Es facil ver que la suma de los logaritmos de la primera linea se puede escribir como el logaritmo de sus
productos, es decir,

e () e () v () 2o (2) (4 i
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De manera que, y siguiendo a Euler que llevé a cabo un estimado para los términos sobrantes, resulta lo

siguiente:
n

k=1

(n+1)+0,577218 (2.27)

w\H

Para valores de n muy grandes la suma de las serie arménica es igual a un logaritmo mas una constante.
Esta constante es actualmente llamada la Constante de Euler y denotada por la letra ~:

v = lim [i % —In(n+1) (2.28)

n—oo

Ejercicio Demuestre que

= nh_{glo [Z % —1In (n)] .

k=1

La constante de Euler juega un papel central en otras ramas de las matematicas, por ejemplo, en el
analisis real aparece como:

v = —/O e “ln(z)de. (2:29)

2.4. El método de la diferencia

A e finit — N " | térmi Lo " .
veces para una serie finita, sy = )’ an, Uno encuentra que para el término n-ésimo se tiene que:

an = f(n) — f(n — 1) para alguna funcién f(n). En ese caso es inmediato demostrar lo siguiente:

N
SN:Zan:f
n=1

m4s atn, se puede ir més alld. Si identificamos que el término n-ésimo tiene la forma de a,, = f(n)— f(n—m)
es facilmente demostrable que la suma de la serie se puede escribir como la segunda ecuacién de (2.30). Hay
que hacer notar que el argumento n —m puede ser positivo o negativo. Con lo cual el método de la diferencia
resulta versatil y muy 1til cuando se requiere encontrar la suma de series de variada dificultad.

Zm:fN—k—i—l)—Zm:f(k;—l) (2.30)
k=1

k=1

Ejemplo 1 Para la serie
N
> D
— n(n+1)

se tiene que

T e R R
a”_n(n—i—l)_ n+1  on+1
por lo tanto, la suma se podra expresar como
1 N
sv= I =JO) =~ =5

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 47



Matematicas Avanzadas: Variable Compleja, Series y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Ejemplo 2 Siguiendo la estrategia de la expansion en fracciones simples se puede encontrar que para la

serie
ZN: -
n(n + 2)

=1

3

se tiene 1 1 1 1
n = = — JE— N -
“ + T =309

de forma y manera que

1 1 1

SNf(NHf(Nl)f(O)f(l)i2<N+2+N+1> |

Ahora bien, con alguna frecuencia surgen las series de nimeros naturales. La més simple es

N
N(N +1
n=1

una serie aritmética de razén d = 1.
Maés interesante puede ser la serie de cuadrados de niimeros enteros

sN:1+22+32+~~+N2:Zn2:N(NJrlé(zNJrl).

n=1

Este resultado, nada intuitivo, surge de la aplicacion ingeniosa del método de la diferencia. Tal y como hemos
dicho, se trata de encontrar que el elemento genérico de la serie, tal que, a, = f(n) — f(n — 1) = n? para
alguna funcién. Suponga una funcién del tipo

fmy=nn+1)2n+1) = f(n—-1)=m—-1)n2n-1),
entonces
fn)—fn—1) =nn+1)2n+1) - (n—1)n(2n — 1) = 602
con lo cual

4, =60 = N(N+ 12N +1) = sy= f(N)G—f(O) _ N(N+1()5(2N+1)'

2.4.1. Sumando por analogia

Como siempre, intentaremos proceder por analogia. La intencién es expresar una serie complicada como
sumas de series conocidas. Considere el siguiente ejemplo

N N N N N
szvZZ(n+1)(n+3):Z(n2+4n+3):Zn2+24n+23
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

con lo cual NN N NN N (2N N
1)(2 1 1 2 15 31
< NOEDEN 0 | N NN Y 50
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2.5. Algebra Elemental de Series

Las series se suman, se igualan y se multipilican. Para ello es importante que tengamos cuidado con los
indices y sus valores. Consideremos un par de series infinitas

o0 o0
“:E an 'y v=§ b,
n=0 n=0

con lo cual la suma de esas series serd

u+v:Zan+an:Z(an+bn)
n=0 n=0 n=0

Los indices son mudos y se acomodan para ser sumados.
Para sumar series es imperioso que los indices de cada serie comiencen con el mismo valor esto es

Zan +Zb] - Z (an—l +bn) =ap + Z (an +bn)
n=0 j=1 n=1 n=1

nétese que hemos hecho los siguientes cambios: 7 - nyn —n — 1.
Algo parecido ocurre cuando las series se igualan

D= nay = > bp=> (k+Dagpr < > [(n+1Dans —by] =0
n=0 n=1 n=0 k=0 n=0

Para finalizar se puede comprobar que las series también se pueden multiplicar

oo o0 oo
uv:E an E bn:E Cn ,
n=0 n=0 n=0

donde:
cn = agby, +aiby_1 + -+ ajb,_j+ -+ an_2bs + an_1b1 +anbo.

Cuando las sucesiones comprenden sumas y productos de otras sucesiones, es decir, si uy y vg son dos
sucesiones con uy — U y v, — V cuando k — oo, entonces se cumple que:

1. si a y b son ntimeros independientes de k, entonces aug + bvy — aU + bV cuando k — oo.
2. upvy — UV para k — oo.
3. si V # 0 entonces uy /vy, — U/V a medida que k — oo.

4. siug <wvg V k>N entonces U <V cuando k — oc.

Teorema: Si la serie Y-, u, converge, entonces cualquiera de sus restos converge. Si cualquier resto de
la serie Zflozl u, converge, entonces la propia serie también converge y si ademas

9] [e'S) [e%s)
SZ} Unp, SiZE Up, Ti= E Unp,
n=1 n=1 n=1i+1

Entonces

5:51+T1
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Se tiene entonces que es posible agregar o quitar un ntmero finito de términos a la serie dada y esta
operacion no influird sobre su convergencia. También se desprende del teorema anterior que si la serie converge

entonces su resto tiende a cero:
lim r; = lim (S —s;) =0. (2.31)

1—00 1—>00

2.6. Series telescopicas

Una propiedad importante de las series finitas es la propiedad telescépica:

n

Z (ap — ag+1) = a1 — ant1, (2.32)
k=1

para el caso de series infinitas, se consideran aquellas series > u, donde cada término se puede expresar
como una diferencia de la forma:
Up = Gp — App] -

Teorema: Sean {u,} y {a,} dos sucesiones de niimeros complejos tales que
Up = Ap — Gp+1 pPara n =123, ...
Entonces la serie Y u, converge si y sélo si la sucesién {a,} converge, en cuyo caso se tiene:

oo
Zun =a; — L donde L= lim a,.
n—oo

n=1

Ejemplo: Consideremos la siguiente serie:

o0

1
Zn2+n'

n=1

Tenemos entonces que
1 1 1

Uy = —— = — — ——
" n24n n n+1l’

es decir que: a, =1/n , a; =1y ademds ya vimos que la sucesién a,, = 1/n converge. Entonces:

L= lim a, = lim — =0.
n—oo n—oo N
Por lo tanto:
=1
Z 2 =1
ne+n
n=1

Las series pueden llegar a tener comportamientos extranos, como se ve con la siguiente serie

11 1 1 1
—1l—- 4+ - 4 ...
S 2-1-3 4-1-5 6+ )

como se verd mds adelante la suma tienen el valor de S = In(2), pero si se arreglan los términos de la manera
siguiente:
S=1+ = 1+1 + ! 1+1 + ! 1+1 +
B 325 7 49 11 6 13 ’
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la cual contiene exdctamante los mismos términos, aunque en orden diferente, la suma es ahora S = % In(2).
A pesar de que las series pueden presentan estos comportamientos extranos, las series resultan muy
buenas representaciones aproximadas de funciones, por ejemplo:

- 2?2 23 a2t N
e:Lm+§+§+ﬂ+m:2Em (2.33)
n=

La suma directa de una serie infinita no es un método practico para estudiar su convergencia, por ejemplo,

la serie
oo

Ink
>
k=2

converge al valor 0,937548..., pero para obtener estos primeros cinco decimales se tendria que sumar unos
107 términos!

> restart:

> Sum(1n(k) /k"2,k=2..10)= evalf (sum(1n(k)/k"2,k=2..10));

> Sum(1n(k) /k"2,k=2..100)= evalf (sum(1n(k)/k"2,k=2..100));

> Sum(1n(k) /k"2,k=2..1000)= evalf (sum(Iln(k)/k"2,k=2..1000));

> Sum(1n(k)/k"2,k=2..10000)= evalf (sum(1n(k)/k"2,k=2..10000));
> Sum(1n(k) /k"2,k=2..100000)= evalf (sum(1ln(k)/k"2,k=2..100000));

Es necesario entonces desarrollar algunos criterios que nos permitan saber si una serie puede llegar a
converger o no.
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Ejercicios
2 2
1. Muestre que sy =1+23 433 4+... + N3 = ZN 1”3 = (ZNA”) =X (JXH)Q'

2. Demuestre que para |z| < 1

a) Yo, nat = (1—195)2

b) Yo nPa" = (91”2_7%%

c) Z?:l nda" = xSJiwfijaj
)

0  4.n _ zltllad 4112’ 4w
d) Y. n*2" = =D

2.7. Ciriterios de Convergencia

La pregunta que nos planteamos es la siguinte: Si hacemos que N — oo entonces ;la suma Zivzl ay, tiene
un limite? Existen algunas formas de averiguarlo, a pesar de que sélo podremos calcular la suma de algunas
series. En la mayoria de los casos nos serd imposible y nos tendremos que conformar con saber si convergen
0 no, o peor aun, si una suma parcial converge sin poder calcular el valor de esa suma. Los términos de
una serie pueden ser positivos, negativos o numeros complejos y las series pueden converger (decrecer o
crecer hacia un valor finito) diverger (incrementar o decrecer indefinidamente) u oscilar, Existen una serie
de criterios y teoremas de aplicacién general que expondremos a continuacién.

2.7.1. Convergencia Absoluta o Condicional

Para estudiar la convergencia de una serie infinita dada, i.e., > a; veremos que siempre podremos asociarle
otra de la forma Y |a;|, es decir la serie de valores absolutos, con lo cual garantizamos la positividad (y que
sean nimeros reales) de los términos de la serie. Si la serie de los valores absolutos Y |a;| converge, entonces
también covergerd la serie original ) a; y diremos que esa serie es absolutamente convergente. Sin embargo
si la serie de valores absolutos diverge, no podremos decir que > a; converja. De hecho si converge diremos
que es condicionalmente convergente y, con un rearreglo de sus términos podra converger, diverger u oscilar.

Teorema: Si )’ |a,| converge, entonces también converge Y  a, y se tiene que

00 0o
> an| <D lanl
n=1 n=1

Para una serie de términos positivos el criterio de convergencia mds intuitivo (necesario pero no suficiente)
es que en limite cuando n — oo el término n-ésimo tienda a cero. Con lo cual tenemos que si esta condicién
no se satisface, la serie diverge.

Teorema: Sila serie ) a,, converge, el término n-ésimo tiende a cero, esto significa que:

lim a, =0.
n— oo

Notemos que para la serie Zzozl 1/n se tiene que

1
Iim — =0,
n—o00 N
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sin embargo, como ya vimos anteriormente, esta serie diverge. Esto significa que el teorema suministra una
condicién suficiente para que exista la divergencia de la serie, es decir, si para el término n-ésimo de la serie
a, no se cumple que tiende a cero cuando n — oo, entonces la serie Y a, diverge.

Una serie que es convergente pero que no es absolutamente convergente es la siguiente

(oo}

a1 1 1 1
Z(—l)+1ﬁ:1—§+§—1+~-=1n(2)
n=1

porque ya vimos que la serie de los valores absolutos asociada a la serie anterior es
o
n:ln

la cual diverge.

2.7.2. Criterio de Comparaciéon

En segundo lugar de simplicidad estd el criterio de comparacién entre un par de series de términos
positivos. Si conocemos el comportamiento de una de ellas comparamos el de la otra. Esto es, suponga que
consideramos dos series: una de prueba Y~ a,, y una serie conocida y convergente (o divergente) > > ay,,
entonces

o0 oo oo oo
Si E an converge y Vn se tiene que a, = a, = g Ay = E a, = E an converge
n=0 n=0 n=0 n=0

Por otro lado

oo oo oo oo
Si Z an diverge y Vn se tiene que 0 < a,, < a, = Z an < Z an, = Z an diverge
n=0 n=0

n=0 n=0

Ejemplo Para ilustrar esta estrategia consideremos las siguientes series
1 1 1 1 — 1
44— — 4= -
2 3 7 25 nzz:l nl4+1
En ese caso compararmos con una serie conocida

oo

1 1 1 1 1 PR B _,
Zoﬁfﬁ+i+ﬁ+§+m* ittt =1t
n= e e

e

y es claro que la serie indicada no es otra cosa que e, con lo cual la serie claramente converge y su suma es
1+e.
2.7.3. Criterio de la Raiz

Dada una serie de términos positivos Y. an, €l criterio de la rafz (o también de la rafz de Cauchy)
puede resumirse en el siguiente par de afirmaciones. Si:

(an)

3=

< p <1 paraun n suficientemente grande y p independiente de n = converge

-

(an)™ >1 para un n suficientemente grande y p independiente de n = diverge

3=

(an)

=1 para un n suficientemente grande y p independiente de n. — (?)
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Otra forma, mas compacta de expresarlo seria

p<1l = converge

Sip= lim (an)% entonces: p>1 = diverge

n—oo
p=1 = ()
Es facil ver que si utilizamos el criterio de comparacién, entonces

. cuando p < 1 la serie converge

(an)"<p  =an<p® =
cuando p > 1 la serie diverge

Ejemplo Dada la siguiente serie:

por lo tanto:

1 n 1" 1 1 1
an)™ = = = =lfm —— =><1.

La serie converge.

2.7.4. Criterio de d’Alembert

Dada una serie de términos positivos Y~ a,, el criterio de d’Alembert® o también llamado criterio del
cociente, compara el valor relativo de un término de la serie con el que le precede. Este criterio se resume
también facilmente

p<1l == converge

. , anJrl
Sip= lim
n—oco  Q,

entonces: p>1 = diverge

p=1 = indeterminado

Noétese que si
Ap+1
p<l =p<zr<]l = —<2T = apt1 =0T
an
Entonces para un N < n, pero también suficientemente grande, tendremos que los términos de la serie a
partir de ese IV seran

aN+aN+1+aN+2+aN+3--~:aN+xaN—|—a:2aN+:c3aN"~zaN(l—i—x—l—xQ—i—xs—ﬁ—x‘l'--)

y que no es otra cosa que una serie geométrica con razén x < 1 y por consiguiente converge. Es claro que un
argumento similar se puede utilizar para probar la divergencia.
Ejemplo Un ejemplo inmediato lo constituye la serie

1 1 3 1 5 2 n e R E S 1
— — — — J— ce e — [— — = — = — ]_ —_ y
statgTata™ L on a2 0 AR

5Jean Le Rond d’Alembert Paris, Francia 1717 - 1783. Matemético francés pionero en el estudio de las ecuaciones
diferenciales y su utilizacién en la Fisica, en particular en el estudio de los fluidos. M4s detalles en http://es.wikipedia.org/
wiki/Jean_Le_Rond_d’ Alembert
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[ (@)

1 2 3 4 5

Figura 2.3: El criterio de la integral

=1 1 1+ 1y =1 <1
P=E% 2 n)| 277
con lo cual tiene que converger.

2.7.5. Criterio de la Integral de Maclaurin

El criterio de la Integral de Maclaurin® es otro criterio de comparacién, pero esta vez se compara la serie

con una integral. As{ supondremos que existe una funcién f(z) continua y monétonamente decreciente para
un valor de x > xg y que, adicionalmente, se cumple que para algun valor entero x = n el valor de la funcién
es igual a un término de la serie. Esto es f(n) = a,. Entonces se tendra que si el limite limpy_, 0 fN dz f(x)
existe y es finito, entonces Y~ | a, converge. Por el contrario si el limite no existe o es infinito, entonces
diverge.

La idea de este criterio es comparar la integral de f(z) (es decir, el area bajo la curva) con la suma de
rectangulos que representa la serie. Entonces, la suma parcial

si:Zan = Zf(n)
n=1 n=1

Pero: "

s> i da f(x) i1 i
1 . :>/ d$f($)SS¢S/dxf(x)+a1
Si_a1<ffd$ f(x) 1 1

donde a1 = f(1), con lo cual, al hacer ¢ — co tendremos que si el limite de la integral existe, entonces la

serie Y7 | a, converge.
0 o oo
/ dxf(x)SZanS/ dz f(z) + a1
1 — 1

6Colin Maclaurin 1698, Argyllshire, Escocia - 1746 Edinburgo, Escocia. Matemético escocés quien escribi6 el Tratado de
los Fluziones el primer tratado que expuso de una manera sistemética y rigurosa el célculo diferencial ideado por Newton. Este
tratado fue como respuesta a la critica de Berkeley sobre la falta de rigurosidad de los métodos Newton.
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Ejemplos

1. Un ejemplo inmediato podria ser determinar si la siguiente serie converge

> 1 1 ) N 1 ) -1
n=1 2

n—2 ((E— N—oco (SL‘— N —o00 —%

Njw
[SJ[eY
SN—

con lo cual claramente converge.

Este criterio es muy Ttil para acotar (entre un {nfimo y un supremo) el residuo de una determinada
serie. Vale decir

0o N 0o o) o] oS
Zan:Zan+ Z an, = dz f(z) < Z ang/ dz f(z) + any1
n=1 n=1 n=N4+1 N+1 n=N+1 N+1

—_———
Residuo

2. Comprobar que la funcién Zeta de Riemann, {(p) = > -, n~P, efectivamente converge. En este caso

f(x) = x7P, entonces

g—Pt1 o
—p+1 |4

0 0o Para p # 1
C(p) = Z n?t = / dez 27?7 =
n=1 1

Inz|{° Parap =1

y es claro que para p > 1 el limite existe y es finito, por lo tanto, la funcién Zeta de Riemann,
C(p) = >,°, n~P, converge para p > 1.

> restart:

> assume(p>1):

> Limit (Int ((x)”(-p),x=1..infinity),x=infinity)=
limit (int ((x)"(-p),x=1..infinity) ,x=infinity);

> assume (p<=1):

> Limit (Int ((x)”(-p),x=1..infinity),x=infinity)=
limit (int ((x)"(-p),x=1..infinity) ,x=infinity);

2.7.6. Series alternantes y convergencia condicional

Hasta ahora todos los criterios que analizamos eran para una serie de términos positivos, por lo cual todos
esos criterios nos llevaban al concepto de series absolutamente convergente. Esto es, si - |a,| converge,
entonces y_ -, a, también converge. Sin embargo, muchas veces nos tendremos que conformar con que una
serie sea simplemente convergente y no requerir que sea absolutamente convergente. Este es el caso de las
series alternantes. Series en las cuales se alternan términos positivos y negativos:

o0
al—a2+a3—a4+a5—a6+~~+a2n_1—a2n+...:Z(—l)”“(an) con a, >0

n=1
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Entonces, si la serie es monétona decreciente para un n suficientemente grande tenemos lo que se denomina
el Criterio de Leibniz:

Ay > Ap_1 YV n>N
oo
(—=1)"*! (a,) converge, si: A
n=1

a, — 0 cuando n — 0o

De otro modo la serie oscilara.
Estas condiciones son faciles de ver si reorganizamos la serie de los primeros 2m términos, a partir de un
determinado N par y N > n, entonces

Som = (any —an—1) + (an—2 —an—3) + - + (ANt2m—2 — AN+2m—1)

donde todos los paréntesis son positivos, con lo cual sy, > 0 y se incrementa al incrementar m. Ahora bien,
si rearreglamos la serie tendremos que

Som = an — (an—1 —an—2) — (an—3 —an—4) + - — (ANf2m—1 — AN4+2m—2) — AN+2m—1

donde, otra vez los paréntesis son positivos y es inmediato comprobar que entonces So,, < a, para todo m.
Como a, — 0 cuando n — oo, la serie alternante necesariamente converge.
La series alternantes ya eran conocidas desde hace mucho tiempo, como por ejemplo la serie

> 2?2 2 ot z"
=T — — 4 — (=)
n§_1a s- 5 tg -+ +(=1) (n)+

Esta serie converge y su suma es In(1 + z) para —1 < x < 1. Para x positivo es una serie alternante y en el
caso particular de x = 1 se tiene:

1 1 1 1
1l o 4 (=1)" [ 2 oo =1In(2
5tz 1t +(-1) (n)+ n(2)
Otra relacién interesante es:
1 1 1 1 T
1l o4+ 2 - Z 4 (=1)"1? R
3+5 7+ +(=1) <2n—1>+ 4

Teorema: Si {a,} es una sucesién mondtona decreciente con limite igual a cero, la serie alternante

i(il)nilan )
n=1

converge.
Si S es su suma y s, su suma parcial n-ésima, se tiene que:

0<(=1)"(S—sn) <apt1 para n>1.

Ejemplo Estudiemos la serie

> 1 1 1 1
(2 ) =124 4 ...
1( ) (n) 2+3 4+ ’

n=
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Sabemos que 1/n es una sucesién monétona decreciente y que:

lim — =0,
n—o00 N

por lo tanto, de acuerdo al teorema anterior la serie converge; como ya hemos visto.

Ejemplo Sea
1 n+1 dr

Qp—1 =5 Y Qa2p =/ — para n=1,2,3,....
2 " T

Por otro lado, se tiene también que:
lim a, =0,
n—oo

vy que a, es mondtona decreciente, por lo tanto la serie

oo
Z(_l)nilan ’
n=1

converge.
La suma parcial (2n — 1) se puede escribir de la siguiente manera:

2dz 1 3 dx 1 " odr 1
—_ 4 - — et — — — 4+ — =
n—1

Sop—1 =1—
1 T 2 9 n—1 T n

1 1 " dx 1 1
1

y obtenemos
1 1
lim (1+2+~~+nln(n)) =7,

n— oo

donde « es la constante de Euler, v ~ 0,5772156649.
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Ejercicios

1. Encuentre el radio de convergencia de las siguientes series

a)

2.8. Series de funciones

La idea de series se puede ampliar al permitir que sus términos sean funcién de alguna variable (una o
varias), esto es a,, = a,, (). Esta extensién del concepto se serie, trae como consecuencia que ahora las sumas
parciales dependen de x

sn(z) =Y ar(x) = ao(z) + ar(z) + as(x) + -,
k=0
con lo cual, si

n—oo

lim s,(z) = S(x) = Zak(as),
k=1

entonces, el comportamiento de las serie también dependera de la variable.

La convergencia de la serie podra ser posible para algunos valores de z y no para otros. El punto central
con las series de funciones f(z) complicadas es la de tratar de construir funciones como una serie de términos,
ax(x), més simples. Asi, esas sumas parciales f,(z) constituiran la funcién deseada

flz) = Zak(x) = lim Zak(x).
k=1

n—o00
k=1

Estaremos interesados en aquellas funciones a las cuales converjan las sumas parciales de una serie. Para
fijar conceptos, comenzaremos por las series de funciones mas comunes: Las Series de Potencias.
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2.8.1. Series de Potencias

Asociaremos una serie de potencias a,, = ¢,z™ a un polinomio de grado infinito.
o0 o0
P(z) = co + 17 + cox® + csa® + ez +--- = E cnx™, o también P(z — xg) = E en (z— )" .
n=0 n=0

Esta asociacion tiene la ventaja de permitirnos intuir algunos comportamientos de la serie para algunos

valores de x. Los coeficientes ¢, son numeros independientes de x. Pero, méds aun, estas series pueden ser
. . 4 . . ') n .

series de potencias de niimero complejos. Vale decir, >~ ¢, 2" con z = = + iy.

2.8.2. Convergencia de una serie de potencias

Se pueden utilizar todos los criterios que hemos desarrollado anteriormente. Asi una serie de potencias
oo o an (z — z9)" converge en un punto zg si el limite

o0
2. n
lim E an (x — xg)
n—oo

n=0
existe, para © = x, para todo x o para algunos x.

. . o0 n ’ z
Una serie de potencias )~ ¢, (x — )" convergerd absolutamente si

n

, il .
lim E ‘cj (z — x0) ‘ =p, existe.
n—oo

Jj=0

También se cumplird el criterio de convergencia absoluta. Esto es, si >~ |c, (z — x0)"| converge, en-
tonces, > 7 ¢n (x — x0)" converge, pero el inverso no es siempre verdad.
Los criterios més populares para evaluar la convergencia, se seguirdn cumpliendo. Asi el criterio de
d’Alembert y el de la raiz de Cauchy se podrén reescribir como:
n+1
1 Cnt1 (T — )
1My — 00 n
cn (T — o)

p(r) = =

p(r) <1 = converge

plx)>1 = diverge
limy, 00 ¥/ Cn (z —20)"

S6lo que ahora es bueno enfatizar que p = p(z) dependerd de la variable. Llamaremos, de ahora en
adelante a este limite el radio o entorno de convergencia, el cual delimitard los valores de = para que la serie
de potencias converja.

Ejemplos

1. Considermos la siguiente serie

2 3 n X n
x x x T
1+x+7+3+”’+ﬁ+'”zzﬁ’
n=0
por lo tanto
xn+1
a 1)! T
lm @4 gy [PEDN ‘ ,
n—00 (O n— 00 i n—oo |n + 1
n!
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es decir,

p(z) = lim ntl =0,

n—oo @y,

con lo cual la serie converge para todo valor de x.

2. Otro caso ocurre cuando consideramos la siguiente serie de potencias:

()" (2-2)"=2-2-2@-2°+3@-2°-4@z-2"+,
n=1
por lo tanto:
_q)nt2 1 _ gyttt 1
n—o00 (_1) n (CE _ 2) n—o00 n

lo que implica que la serie:
converge si: [z —2|<1= 1<ax<3 y divergesi: |z —2|>1.
Es decir, la serie >, (=)™ n (z —2)" convergera tinicamente para 1 < x < 3. Para otros valores
de x, diverge.
Para puntualizar:

» Si una serie converge en x = x1, convergerd absolutamente para |x — zg| < |z1 — xo| y divergerd para
|z — xo| > |21 — 0.

» Se llama radio de convergencia, p = p(z) a aquella cantidad tal que la serie > °  a,, (z — 20)" converge
para |z — zg| < p y diverge para |z — x| > p.

Una serie Yo" a, (2 — xo)" que converge Unicamente para = zo tendrd un radio de convergencia
p = 0, mientras que una que converja para todo = tendra un radio de convergencia p = co.

2.8.3. Covergencia uniforme

Se puede refrasear el criterio de convergencia de Cauchy que vimos anteriormente. Para cualquier valor
de € > 0, tan pequenio como uno quiera, siempre existird un nimero N independiente de z, con a < z < b,
tal que:

n—oo

si S(z) = lim s,(x) :Zan(az) = |S(x) —sp(z)| <€ Yze€la,b ANn>N.

Con ello es inmediato indentificar el error que se comete cuando se corta la serie en un IV suficientemente
grande

N 00
S@) =) an()+ Y an(@)
n=1 n=N+1
(@) ~

Hay que resaltar el hecho de que las suma de funciones continuas a,(z) no necesariamente habra de
ser continua, el concepto de convergencia uniforme busca garantizar que esa suma de funciones continuas
también sea continua.
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Recordemos la idea de continuidad de una funcién. Una funcién sera continua si sus limites por la derecha

y por izquierda coinciden

lim f(t) = f(x)

t—azt

Por otro lado, a partir del hecho de que
f@) = 1im fu(2)

es valido preguntarse si el limite de la sucesién de sumas parciales es continua, esto es:

t—zt ln—oo n—oo |t—z*

lfm {lim fn(x)} 2 Jim {h’m fn(x)] .

Es decir, al suponer que la suma de términos continuos tiende a una funciéon continua estamos suponiendo

que podemos intercambiar los limites, pero eso no es simpre cierto. Consideremos el caso (extremo)

fn:an(l—xQ)n con: 0<zx<1 y n=123,...

entonces:

n—oo n—oQ

m f,=0 = /1dx [h'm fn(x)} —0
0
2 1

1
/defn(x):ﬁ = lim dz fp, — o0

n—oo 0

Claramente no se pueden intercambiar los limites.

Ejemplo Sea la serie

x? x? z? x?

+ + +o g+
L+22 (1422 (1+22)° (14 a2)*

fl@) =) ax(x) = 2"+
k=0

de manera que
2

oz
ak(x)fm.
Como
@) 1y oy g,

an(z)  1+a2

la serie es absolutamente convergente Vx (x # 0).
Sin embargo, tenemos que f(0) = 0. El término n-ésimo para la suma parcial es

n—1
1 1 14 22
fn($ :.TQ 721—1—&82—771_:1—&—332—7",
) kZ:O (14 22)* (14a2)"! (1+2?)

como 1+ z2 > 1, entonces:
lim fo(z) =1+ 22, x#0.
n—oo

pero hemos establecido que f(0) = 0 de manera que f(z) no es continua.
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Ejemplo Dada la serie

o0 o0 x
Z an(x) = Z )
ot —[(n—1)z+1][nz +1]
cuya suma n-ésima parcial es
nw
sn(z) = ——

La funcién s, (x) es una funcién continua de z ¥ 0 < z < 1, y para todo n. Por otro lado,

S(x) = lim su(z)=0,si z=0
n—oo

S(x) = lim s,(x)=1,si x#0.
n—oo

Existe una discontinuidad en = 0 para S(x) y por lo tanto la condicién (2.8.3) no se cumplird.

Para el caso de series de funciones, existen un par de criterios que identifican la convergencia uniforme. El
criterio Mayorante de Weierstrass” y el criterio de Abel®. Estos criterios desarrollan la nocién de convergencia
uniforme la cual es necesaria para asegurar el intercambio en los limites.

2.8.4. Criterio Mayorante de Weierstrass

La idea de convergencia uniforme se introduce para garantizar que la sumas infinitas de un conjunto de
funciones sea continua.
Una condicion suficiente, pero no necesaria, para que la serie

@1(2) + aa(@) + a3(2) -+ an(@) + = Y an(o)

sea uniformemente convergente es dada por la condiciéon de Weierstrass:
Si encontramos una serie convergente de nimeros positivos

M= ZMj con M; > |a;(z)| Vz €la,b] entonces la serie Z an(x)
j=1 n=1

es uniformemente convergente.
La demostracion se obtiene a partir de la definiciéon misma de convergencia. Si Z;‘;l M converge, entonces
paran+ 1> N se tiene

o0 (o) oo
Z M; <€ y como |a;(x)] < M; = Z la;(z)| < e = |S(z) — sn(x)| = Z la;(x)] < e
j=n+1 j=n+1 j=n+1

con la cual la serie Y~ | ay () serd uniformemente convergente para todo x € [a, b].

Ahora bien, como consideramos los M; > 0. La serie en cuestién también serd absolutamente convergente.
Otra vez, los criterios de convergencia absoluta y, en este caso, de convergencia uniforme, no son consecuencia
uno del otro, ni estan relacionados.

"Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897). Matemdtico Alemén con importantes contribuciones al anélisis
complejo mediante la utilizacién de series.

8Niels Henrik Abel (1802-1829). Matemético Noruego. Su primera mayor aportacién fue la prueba de la imposibilidad de
resolucién algebraica de la ecuacion quintica mediante radicales.
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Las series
E para — oo <z < 00 A E (-1 '~ para0<z<1
2
—n+z ot n

convergen uniformemente pero NO absolutamente. Sin embargo, en el intervalo 0 < z < 1 la serie Z;‘io (1—x)xd
converge absolutamente pero no uniformemente, por cuanto tiene una discontinuidad. Se puede demostrar

que
o
i 1, 0<z<1
— J — ’ —
R (e
J:

con lo cual se puede concluir que una serie arbitraria f(z) = Z;’il a;(z) no podré converger uniformemente
en intervalos en los cuales la funcién f(x) sea discontinua.

Ejemplo La serie
1 1 -
f(z) = cos(zx) + 2 cos?(z) + 2 cos®(x) + - - -

es uniformemente convergente, porque al tomar M; = 1/k? la serie
= 1
>
k=1

converge a 72 /6.

2.8.5. Criterio de Abel

El criterio de Abel se puede resumir de la siguiente manera. S{
Zal ) A ai(x) =¢i(z) fi(x),

donde Y7, ¢;(x) converge, es decir:
n

nh_)rr;chl(x) =5,

=0

entonces la serie converge uniformemente en [a,b]. Para que se cumpla el criterio de Abel, f,,(x) tiene que
estar acotada (0 < f, < M Vn) y tiene que ser monétonamente decreciente en el intervalo en el cual
esté definida, fr41(z) < fu(z) con x € [a, b].

En resumen, si la serie

f(z) = a1(x) + az(x) + ag(x) + - - + an(z Z an(z

es uniformemente convergente para a < x < b, entonces es posible integrar y diferenciar término por témino.

af
dx

ﬁ %
/a fl)yde = /a
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donde a < a < 8 <b.
La convergencia uniforme no implica convergencia absoluta y convergencia absoluta no implica conver-
gencia uniforme, como se vié anteriormente, la serie

Z -
2\1
n_()(l—&—x)

es absolutamente convergente pero no uniformemente convergente cerca de x = 0.

Las series absolutamente convergentes tienen la propiedad de comportarse como las series finitas, los
términos pueden ser multiplicados e intercambiado el orden de la suma. Las series uniformemente conver-
gentes se comportan como las series finitas donde la serie es continua si cada término de la serie también lo
es.

La serie

= (=1t 1 1 1
Z 2 - 2 = 3 T 5 T
= n—+x 1+ 24x 3+

es Unicamente condicionalmente convergente, pero, es también uniformemente convergente.

Ejercicios
1. Demuestre que la serie
> n
> e
2 )
=" +x

es uniformemente y condicionalmente convergente.

2. Demuestre que la serie

oo
nn+ z?
P
n
n=1
converge uniformemente, pero no absolutamente.
3. Determine el radio de convergencia de la serie
T x? x> z"

a+l a++v2 a++3 a++/n
donde a es un numero real y positivo. Determine si la serie es o no uniformemente convergente.

4. Considere la siguiente sucesién

demuestre que:

4 {h’m fn(:zz)} £ ltm £, (),

dx ln—oo n—oo dx

5. Discuta la convergencia de las siguientes series
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a)

b n a b T
a— - - _Z e
2 3 4
donde a y b son constantes positivas.

6. Utilizando fracciones parciales, demuestre que

a)
23

1;1 k+1)( k+3)(k+5) T 180

. 3k—-2
— k(k+1)(k +2)

2.9. Algebra de series de potencias

El algebra elemental de series se puede reconsiderar a la luz de las series de potencias. De esta forma
recordamos que los indices en las series son mudos

Zann x—x0)" ZCLJJ (x — x0)’ Zakﬂ (k+1) (;(;_330)’“
n=1

k=0

en la dltima sumatoria hemos hecho k = j — 1, por lo cual j =k + 1.
Las series se igualan

o0

n—1
g by (x — o))" E an n (T —x0p)
n=0
o0

an(x—xo Zakﬂ (k+1) ( x—xo Zanﬂ n+1) (z— )"

n=0 k=0

por lo cual
bp=ans1 (n+1).

Si la igualdad hubiera sido

oo oo
a
Zan(x—xo)n:Zann T —x0)" Zan-H (n+1) (z—z0)" = an+1:( _:1)
n=0 n=1 n=0 "
Las series se suman

o0

Z (x — x0) +Zbk (z — 20)" = ap + a1 (z — x0) +Z (an +by) (x — 0)"

n=0 k=2 n=2

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 66



Matematicas Avanzadas: Variable Compleja, Series y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

o también

Z an (xr — x0)" + Z brao (x — xo)k+2 = ao+ai(z—1x0)+ Z (an +by) (x — 20)"
n=0 k=0

n=2

= Z (an + cn,2) (33 — xo)n )

y en este ultimo caso c_o = c_1 = 0y ¢; = b;42. Nbétese como en los dos ejemplos anteriores hemos hecho
coincidir los dos indices de la sumatoria desde el comienzo.
La series también se multiplican, esto es

Z an (z — xo)"] Z by (x —x0)" | = Z cn (z—m0)"
n=0 n=0 n=0

con
cn = agb, +aiby_1 +agby_o+ -+ ajby_j+ -+ apn_2by + an_1b1 + a,bo

Si alguna de las series de potencias es absolutamente convergente, entonces su multiplicacién con otra,
serd absolutamente convergente.

Pero también las series de potencias se jinvierten! y para ello utilizamos todo lo visto anteriormente
veamos. Supongamos que se tiene una serie del tipo

y—yo:ao+a1(m—mo)+a2(x—x0)2+--~+an(x—x0)"+...:Zan(x—xo)n
n=0

Es decir tenemos y—yg expresado en términos de una serie de potencias de (x — zg)" entonces, igual podremos
plantearnos invertir el proceso, vale decir, expresar (x — xg) en términos de potencias (y — yo)" Esto es

k

o0 o0 (o)
x—xO:an(y—yo)n = x—xO:Zbk Zaj(x—ﬂ?oy
n=0 k=0 |j=0

y al igualar términos con la misma potencia, despejamos los coeficientes b,, en términos de los a,,, de forma
que

1
by =—

ai

a2

by = — ——
? (a1)?
b :2((12)2 —aias
’ (a1)?
b _ dajazaz — a%a4 — 5a§
e (1)

Igualmente, si una serie f(z) = > " an(z—20) = >0 cn (x — 29)" converge para un entorno —R < z < R
entonces por el criterio de Mayorante de Weierstrass, convergera absoluta y uniformemente para —S <z < §
con 0 < § < R. Més aun, el criterio de Abel nos garantiza las siguientes propiedades:
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» Dado que todos los términos a, (z) = ¢, (z — z0)" son funciones continuas de z y f(z) = > 0" ¢n (x — 20)"
converge uniformemente para un entorno —S < x < S, entonces la funcién f(z) es continua en el in-
tervalo de convergencia.

= Si los términos a, (z) = ¢, (z — ¢)" son funciones continuas de z, entonces la serie puede ser derivada

término a término
E cn (z— o))" E ¢ x—xo)nfl
dx n n
n=0

(nétese como cambia el comienzo de la serie) y convergerd a

ch (z —x0)" " = df (@) an(z) A ian(ﬂv) continuas A ian(w),

dx dx o
converge uniformemente en [a, b].
= De igual manera las series pueden ser integradas término a término
0o b (e%S) c
1
dzf dx chmfxo :Z dxcn(xfxo)nzz n (zf:co)n"' .
a n+1
n=0 n=0

2.10. Serie de Taylor

Para los fisicos el uso apropiado (y frecuente) de la serie Taylor facilita muchos cdlculos. La idea detras
de este tipo de series es la de la aproximacién de una determinada funcién por una serie de potencias en
donde existe una forma sistematica de construir los coeficientes y, dependiendo de el nimero de términos
que utilicemos en la serie, tendremos una idea de cuan aproximada es la serie y cuanto es el error que come-
temos al desarrollar la serie hasta un determinado término. Asi supondremos que f = f(z) es una funcién
continua y continuamente diferenciable. Con lo cual, si denotamos df (T
f'(@), (@), f"(x), -+, f™(z) estén definidas en el intervalo [a,b].

De cursos anteriores se sabe que:

= f’(x), entonces supondremos que

at+h a+h
/ dxf/(x):f(a+h)*f(a)éf(a+h):f(a)+/ dz f'(z) = fla+h)~ f(a) + hf'(a),

donde hemos supuesto que en intervalo [a,a + h] la funcién f/(z) es constante y tiene como valor f/(a).
Ahora bien, esto vale para todo z y para cualquier funcién, por lo tanto se cumple que:

f@) = fla) +(x—a)f'(a),
)~ f(a) + (2 —a)f"(a),
(@)~ f(a) + (= a)f"(a),

frV@) = fD(a) + (@ —a) [ (a).
Con lo cual podemos construir

a+h

a+h 2
fath) =f@+ [ df@ i@+ [ dolf@+ - af @) = flo) +h'0)+ 5 1 a).
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que no es otra cosa que una aproximacién de segundo orden a f(a + h). En general podemos construir

a+h a+h a+h
f(a) + / dz f'(z) = f(a) + / dz [f’(a)+ / dxf”(x)]

a+h a+h
f(a) + hf'(a) + / v [/ dxf”(fﬂ)]

fla)+ hf'(a) + /:Jrh du (/;Jrh dv lf”(a) + /:HL dx f”’(m)])

2 a+h a+h a+h
fla)+hf(@)+ 5@+ [ du (/ v [/ dxf’”(x)D

y si repetimos ese procedimiento n veces, suponiendo que las derivadas de f(z) existan, tendremos la apro-
ximacion n — 1 a la funcién. Esto es

fla+h)

hn—l

EETANNORS

h? h3
fla+h) = fla) +hf'(a) + 5rf"(a) + 5 /(@) +--- +

y también es facil convencerse por inspeccion que el residuo o el error que cometemos en la aproximacién
n — 1 viene dado por la integraciéon enésima de la derivada enésima, vale decir

a+h a+h a+h
Rn:/ du / dv - / dz " (x)
a a W_/ a

n veces

y por el Teorema del Valor medio

a+h n
/ drg(r) = hg(§) #an%f(”)(é) cona<é<a+h

Ahora bien, una eleccién astuta del pardmetro h = x — a nos lleva a la conocida expresion de la serie de

Taylor para una funcién de una variable

(z —a)?
2!

(« - a)?
3!

(x —a)" 1

o @A R

f@) = f(a) + (& —a)f'(a) + f"(a) + fa) 4+
y el error vendra dado por
(x—a)" ,(m
Rp=-—7"—f () coma<é<a+h
n!

asi la expansion de Taylor especifica el valor de una funcién en un punto x en términos de el valor de la
funcién y sus derivadas en un punto de referencia a. La expansion se hace en términos de potencias de la
diferencia, (z — a), entre el punto que se evalda y el punto de referencia.

Algunas otras formas de expresar la serie de Taylor, serfan

o A" N = R D" d
_ (n _ dzn _ __ _hD -
flx+h) = REZO Ff )(z) = ngzo Tf(x) = nE:O - f(z)=€e""f(x) donde, D= e
Si el punto de referencia es a = 0 tendremos la serie de Maclaurin
/ z? 7 z® " a" ! (n—1)
F(@) = £(0) + 2 (0) + G (0 + G F0) 44 gy FO V0 R
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2.10.1.

Algunas Series de Taylor

Un listado incompleto de las series de Taylor més utilizadas es

sen(z) =

cos(z) =
arctan(z) =
n(l+z) =

1+x)™ =

I SO A ST AT
of "3l nl
x—z—iﬁg—? i+~o~+(1)”+1%+~~~
2 4 6 2n—2
1= 5+ %+---+(—1)"+1h+---
x—%3+%5—£77+ --+(—1)”+1(;:Ln_11)+---
x—%2+%3—%4+ ~+(71)”+1%+~~

2 3
1+mx+m(mfl)%+m(mfl)(m72)

para —oo <z <00

para— oo < x < 00

para — o0 < xr < 00

para—1l<z <1

para —1l<z <1

xT

m! "
7% DR
nl(m —n)!

Va

Si tenemos una funcién y queremos determinar su serie de potencias, es posible que los célculos se

simplifiquen notablemente si utilizamos apropiadamente las series elementales anteriores, por ejemplo:

eawz_;’_ﬁz _ 1 + (an +/Bx) +

desarrollando los términos binomiales

1 1 1
6az2+m1+5$+<a+252>$2+(5a+653>$3+(

Si se quiere hacer el desarrollo alrededor de un punto diferente de xy = 0, podemos completar cuadrados:

(ax2 + ﬂ:c) 2

9 3
(aa: +ﬁx) N

9 4
(a:n +ﬂ:c) N

2 3!

2

4!

Lo 1) 4
+§aﬂ +245>x +---

eazerBa: _ ea(z2+ﬁx/a) _ ea(z2+ﬁx/a+ﬁ2/4a2762/4042) _ 6&(12+Bx/a+ﬁ2/4a2)7,32/4a
— ea(m+ﬁ/2o¢)2752/4o¢ — ea(m+ﬁ/2a)2€7ﬁ2/4o¢
= ¢ F/de [1+ a(z+ B8/20)* + o*(z + B/2a)* /2 + -]
y esta es la expancién en series de potencias alrededor del punto z¢o = —f/2a.

2.10.2.

La expansién binomial

Por su uso frecuente, consideremos el caso de la expansion binomial

(I+z)™

donde el término

1+mz+m(m—1)%+m(m—l)(m—2)

>(n

n=0

)xn,

2

3

T

3!

o0

m! n
Z nl(m — n)'x ’

n=0

> se denomina el coeficiente binomial y la serie termina cuando m = n. Ahora bien,

escrito de la forma compacta se sugiere que el exponente m tendria que ser entero y positivo. Pero no es asi.
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] -z.5 _
nl€ 7 ~=»21.056

Figura 2.4: La funcién Gamma paran =5

La serie explicita no se restringe a valores enteros y positivos de m. Por ello, la forma compacta pero exacta
de la expansién binomial es

(+2)

1+m(£)+w(£)2+m<m—l><m—2> (§>3+...

a 2 a 3! a
L I'(1+4+m) T\"
- T;)F(l—kn)I‘(l—f—m—n) (E) '

Donde hemos utilizado la funcién I'(x) como la generalizacién del factorial para valores que no se restringen
a enteros positivos. Notese también que si el exponente es negativo, (1 + %)m tiene una singularidad o un
polo en z = —a.

Cuando n es un entero positivo tendremos

n!:F(1+n):/ e*tt"dt:/ e~tnIn() q¢
0 0

Esta integral, como se puede ver en la figura, nos recuerda la forma de una Gaussiana con un maximo
en t = n. Al hacer una expansion alrededor de este punto

ft)=—t+nln(t) = f(n)+{E—n)f'(n)+—n)f"(n)/2+
= —n+4nlnn)+0+ (t—n)*(—n/n?)/2+---

Si conservamos los términos hasta segundo orden, la integral puede ser aproximadamente igual a:

o0 2 o0 2

n) ~ / efnJrnln(n)f(tfn) /2n dt = nnefn/ ef(tfn) /2n dt
0 0
Para valores de n grandes, y esto es lo que se conoce como la aproximacién de Stirling, se tiene:
o0 2
nl ~ n”efn/ e~ U= /2n gt — pe= "\ 2mn
— 00

Aqui, el simbolo ~ se refiere a un comportamiento asintético de la funcion Gamma.

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 71



Matematicas Avanzadas: Variable Compleja, Series y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

La grafica mostrada en la Figura 1 pueden obtenerse de la siguiente manera:
> restart:

>n := b:

> f := exp(-t)*t’n;

> Int(f,t=0..infinity)=int(f,t=0..infinity) ;

> GAMMA (5+1) ;

> plot(f,t=0..20);

> ‘f(5) ‘=evalf (subs(t=5,f));

En la siguiente tabla se muestran, para algunos valores de n, el valor exacto del factorial, el valor por la
férmula de Stirling y el cociente entre estos dos valores. Se puede apreciar entonces lo buena que resulta tal
aproximacion.

’ n ‘ n! ‘ ne”"\/2mn ‘ n!/(n"e""v/2mn) ‘
1 1 0,922 0,922
2 2 1,919 0,960
5 120 118,019 0,983
10 | 3628800 | 3598695,619 0,992

2.10.3. Taylor en varias variables

Sélo por razones de completitud, y para reforzar los conceptos de que es un desarrollo en series para una
funcién alrededor de un determinado punto, escribiremos el desarrollo en series de Taylor para una funcionén
de dos variables f = f(z,y). Esta es

fley) = flab)+(z—a) falo, + (4 =0) fyla
1

+ 5 [($ - a)Qfmx‘ab + 2(1} - a)(y - a’) fwy‘ab + (y - a’)2 fyy|ab]
+ l [(x - a)3 fmw|ab +3(z — a)z(y —a) fzwy|ab +3(z —a)(y - a)2 fwyy|ab +(y - a)g fyyy|ab]

3!
+ P

De una manera mas compacta

7 (2 +a3) = ZTZ (@0)" 1™,y SO D =D a (F9) e

Dénde hemos utilizado la siguiente convencién

0 0 0? 0? 0?
fw—%_aw: fy—aiy—ay: fau—ai_aua fwy—aTay—ﬁxyy fyy—aiyz—ayyv

22
Ejercicios
1. Utilice la siguiente definiciéon

o / 1
tan” "z = —_—
o 1412
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expanda el integrando y luego integre término por término para derivar la siguiente expansién conocida
como expansion de Gregory

Evalte la serie para x = Z.
2. Utilizando la definicién

r 1
-1
sen” “x = —_—,
/0 1+¢2

derive las expresiones siguientes

0 2n+1
1 (2n)!
sen” x = HZ: )21

1.35.---.(2n—1)
—1 n
sen” (1 — =) = 5_ 2 <1+Z 4n( 2n+1)n' v ) ‘
3. Encuentre los primeros cinco términos, diferentes de cero, de la serie de Taylor, de la funcién

1+ [2+2x_ln(1+2x)]

Jlw) = 2 (1422 z

Puedes usar el programa Maple!

2.11. Series y Espacios de Hilbert

Hemos dejado “sueltos” algunos conceptos para los espacios de Hilbert infito-dimensional. El primero de
estos conceptos es que un vector |a) € E* surge la combinacién lineal de elementos de una base infinita
{|es)}, (' de una serie) que converge al vector |a) para un espacio donde también la norma del vector converge
a un valor finito ||a||?> = (a |a). El segundo concepto fue la posibilidad de expresar un determinado vector
(una funcién ) como combinacién lineal de una base (de dimensién infinita) de un espacio vectorial E°.
Efectivamente, esa combinacién lineal (de dimensién infinita) habra de converger a el valor de la funcién en ese
punto. En su momento expresamos estos conceptos intuitivos y ficilmente demostrables para E™ (un espacio
vectorial Euclideano de dimensién finita, n—dimensional) y sin mayores justificaciénes hicimos el “salto ”
a E° (un espacio Euclideano infinito-dimensional). Ahora, equipados con los conceptos de convergencia
uniforme estamos en capacidad de explorar esas razones que antes eludimos. Ambos conceptos tienen que
ver con la palabra completitud, la cual, como veremos, no tiene el mismo significado en cada una de las
situaciones antes mencionadas, pero sera complementario. En el primer caso la completitud de E*° se logra
al poder expresar un vector como una combinacion lineal de una base infinita que converja al valor del vector.
En el segundo caso diremos que la base {|e;}} para E°° serd completa si expande la totalidad de los vectores
de E*°.

2.11.1. Completitud de E*

La primera idea de completitud de un Espacio de Hilbert E°° tiene que ver con el hecho que, en en ese

espacio, donde la norma de un vector es finita ||a||> = (a |a) < 0o, la combinacién lineal de los elementos de
una base infinita, {|e;)}, converja al vector |a). Esto es a’ |e;) =3 |a).
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Para el caso de E™ es inmediato que, dada una base (ortonormal, por ejemplo)
la) = a’le;) = |a||* = (a|a) = a'a; < 00 coni=1,2,3,---n

La norma es finita, por cuanto es la suma de términos finitos (las componentes del vector (a',a?, a3, - a")).
Sin embargo, para el caso de F°° las componentes del vector seran funcién de las sumas parciales, esto es
hasta donde desarrollemos la serie y debemos demostrar que si

711)>0|(100><:)(al aZ,,al "'aiov"'> = | ace) = lan) || <€

o0 Yoo Yoo

lan) < (al, a2, a2 at, - al)

n)'ny 'ny 'n?

Es decir que, efectivamente, componente a componente el vector |a,) converja al vector |a). El criterio de
convergencia de Cauchy, en este caso significa que: dadas dos sumas parciales (desarrollos parciales en una
determinada base infinita {|e;)}) |an) = a’|e;) coni=1,2,---ny |am,) =d’ |ej) con j =1,2,---m entonces

Ham) = lan) | = Il lam) = la) = lan) +la) [ < [[la) = |an) | + [ ]a) = lam) [| < €'+ " =€

con lo cual las diferencias en las sumas parciales seran siempre menor que un 0 < € < 1. Nétese que hemos
utilizado la desigualdad triangular ||z 4+ y|| < |[z| + ||y[|, y esa misma desigualdad triangular nos garantiza
que

o0
jaf, — af,|> < lad, — af,[* = |[am) = lan) |* < ¢
j=1

vale decir, hemos demostrado que el término j—esimo (y con ello todas las componentes del vector) de una
. 7 . . . ’ . ; M— 00 ;. M—00 5

suma parcial, converge al término correspondiente de la serie limite. Esto es a/, — aJ, — a’ por lo tanto

que las combinacién lineal converge al vector y nos queda por demostrar si su norma es finita, o lo que es lo

mismo, {(a |a) = a’a; < 0o con i = 1,2,3,---00. Es claro que

M 00
Yolad —al P < lad —al P =l lam) — lan) |? <
j=1 Jj=1
con lo cual si m — oo tendremos que ij:l la? — a’|* < € y si ahora hacemos
o0 o0 [e.°]
M — o :>Z|ail—aj|2<e = (a |a>=Z\a3|ZEZ|aJ+aﬁl—a;2
j=1 j=1 j=1
Ahora bien, para a y 8 complejos, se cumple que

(Jal = 18)* = Jal® + 18 = 2lal|B] = 0 = 2lal|f] < al* + |8 = |a + 5° < [lal + 8] = |of® + 8] +2/al|8

para que finalmente, tengamos que
2
(lal = 18D7 <2 (|al* + 8%

Finalmente, podemos aplicarlo al caso que nos compete

oo oo oo
(ala) =) lo’ +af, —al[* <2( D la’ —al[*+ ) la)* | <oo
Jj=1 j=1 Jj=1
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2.11.2. Conjunto completo de funciones

El segundo sentido de completitud con que el conjunto (funciones) de vectores base expandan la totalidad
del espacio vectorial (de funciones). Esto es, si {|u;)} < {u;(x)} es una base ortonormal para E>°

la) = a' ju;)) = ||]a)||* = (a|a) = a’a; = Z\ak\Q coni=1,2,3,---00

Es, otra vez, la misma afirmacién que consideramos en el caso de un espacio finito dimensional, E™ en el
cual demostramos que una base {|u;)} con i =1,2,3,--- ,n expandia todo el espacio.

Si adicionalmente existe una funcién cuadrado integrable, E[me] definidas en el intervalo [a,b], la cual
pueda ser aproximada por la base

I = € 16) <00 = 1) = 3 fu) ~ Y-t u) & [F@IF = [ dalf@) = f() ~ 3ol ws(a)

Notese que hemos supuesto la existencia de un producto interno y si las bases son ortonormales tendremos
que

b b
(g If) = / o g*(@)f(z) = (u* o) = / do @y (e) = 8 = | f@)]? = / da|f(z ZW

b
b= [ et @) )

Para demostrar que E°° es completo, comenzamos por demostrar la llamada Desigualdad de Bessel.
Esta es: dada una base ortonormal infinita, {|u;)} < {u;(z)} para un espacio vectorial de Hilbert, E*°, de

donde

funciones cuadrado integrable f(z) € L7, ;;, con un producto interno definido por (g |f) = f; dz g*(2)f(z),
entonces se cumple que

b b
I ||2>Z|ck|2 con ¢ = (u* [f) = / de @) () A (glf) = / de g*(2)(z)

Para demostrar la desigualdad de Bessel, partimos de una afirmacién obvia en espacios finito dimensionales

0 < [1E) = ¢ Jwi) |1 = [(£] = e (P[] [1£) = " [w)] = [ 1E) [I” — ¢ (u® [£) =" (F [w;) +cic’ (u* [u;)
k cr 5k

donde k,i =1,2,3,---n Entonces, queda demostrada la desigualdad de Bessel al tomar el limite n — oo

OB 2 =D lenl =ZNOIP 2D lenl
k=1

k=1

Si definimos el error, M,, que se comete al aproximar una funcién con su expansion hasta un término
n—simo como M, (b—a) = || |f) — o’ |u;) ||* demostraremos que M, es minima si o’ = ¢' = (u’ |f) Para ello
procedemos como es costumbre, partiendo de la definicién que acabamos de hacer y nos concentramos en el
caso finito dimiensional

0< My(b—a) = [[f) — o' [u) [|* = | 1f) — (o’ — ") Ju) — ¢ |uy) |
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Desarrollando
M (b—a) = [{£] - (af — ) (u*] = i (u*] [I6) — (0 — &) [ws) — ¢ [u,)]

n
=[[1£) I* = ¢} (o' = ¢') = 2¢;¢’ = (af — i) + Y llo? = | + (af = )b + ¢ (" = ') + ¢j¢!
J=1

n
+ylla? =)

Jj=1

= [II )17 =D lle1l?

i=1

Pero la desigualdad de Bessel garantiza que la cantidad entre corchetes es positiva, por lo tanto M, es

minima (y la denotaremos M, ) cuando seleccionamos o/ = ¢/. Mas atn M,, decrece cuando n — oo, vale
decir

n 0o
My(b—a)=[I£) =Dl "= Mu(b—a)=|[£) > =D lI<'I?
i=1 i=1
y si, adicionalemente tenemos que M,, — 0 cuando n — oo entonces es claro que
oo
HEY I =D IP = {jw)} < {ui(z)}  es completa
i=1

Este nocién de convergencia se denomina como convergencia al promedio
Si adicionalmente exigimos que la serie ¢ |u;) converja uniformemente para = € [a,b] entonces es claro
que

b 00
/ dz ||f(z) =) ||?P=0 = |f)=c'|w) (coni=1,2,3---,00) < f(x) :Zciui(x)
a i=1

Con lo cual enumeraremos las condiciones para la cual exigiremos que una funcién pueda ser expresada en
términos de una base completa de funciones.

= Que f(z) sea cuadrado integrable f(z) € L[Qaﬁb]
» Que la base sea completa, {|u;)} < {u;(2)} ie. [[[f) |2 =202, ||Ic]|?

» Que la serie ¢’ |u;) < Y oo, c'u;(z) converja uniformemente, para x € [a, b]

2.12. Series de Laurent

Anteriormente consideramos series complejas de potencias. En esta seccidon revisaremos, desde la pers-
pectiva de haber expresado la derivada n-ésima de una funcién analitica, el equivalente a las series de Taylor
para funciones complejas de variable complejas.

2.12.1. Series de Taylor para funciones analiticas

Si f(z) es analitica en un circulo de radio R, encerrado por un contorno C y centrado en un punto z = zg,
entonces f(z) puede ser expandida en series de potencias (enteras positivas) para todo |z — zp| < R de la
forma
F™ (20)

(z—zo)2+-~-+T(z—z0)"+Rn,

() (,
=3 I = e+ ) )+
n=0 '
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con el resto R, (z) definido como

o) [ AOA
(2 =" f[é G

247 —20)"(¢ —2) "
Para probar esta afirmacién partimos de la férmula integral de Cauchy escrita convenientemente
L [fQde 1 [ 1
2ir Jo (—=z 2im Jo 0 (—20 1_FT %
¢— 2o
de donde
<z — 29 ) et
1 d 1 z—z z—2\> z—z0\" —
Fo= g QK L [ SO |y (mm) 2z (mm)” AT
2im Jo C—z  2ZimJe ¢ —zo ¢ — 20 ¢— 20 ¢—20 (C—Z>
¢—zo
este ultimo corchete proviene de una forma ingeniosa de utilizar una serie geométrica de razén r = - jo.
— 20
Para entenderlo, recordemos que para una serie geométrica, se cumple que
1 —pntt 1 prtl 1 n+l
Tdprdr2apd o 1y = = — = =14+r+r2+r34+.. .4+ . (2.35)
1—r 1—r 1-—7r 1—7r 1—7r
Entonces: 1
(z — 20 ) e
1 d 1 " =2\ -
f(z):%]{f(C) sz.de f(©) Z o) | ¢— 2o (2.36)
2w Jo (—z 2w Jo  (— 2o = ¢— 2 <C—z)
¢—20
con lo cual

i /1 n G (5 _
f(z) = ;(z - 2)’ (2” fc d¢ (C_f(z?)m) + Ro(2) =) ! ( o) (z — 20) + Rn(2) (2.37)

J 7=0 '7|
o (== 20)" 7
- zZ— 20
O N Al eri= (2:3%)

Obvio que la serie (2.37) converge si R,(z) — 0 cuando n — oo y de eso es ficil convencerse al acotar la
ecuacion (2.38). Esto es, considerando ¢ sobre el contorno C y z en el interior de R, entonces

z—2o)" z — zo|"
ren =S5 foe =5 | < B le=diea
%M%Q?‘(‘R ,
donde, una vez mas, hemos utilizado la forma polar (N = ( — 29 = Re*® y hemos acotado % < M, con
lo cual es inmediato constatar que lim,, . % ' =0 = R,(z) — 0, con lo cual la serie converge.
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Figura 2.5: Expansion de Laurent

Ejemplos Expanda

1
« f(2) = - alrededor de z = z

__1 SOOI SO C TS SRS TSN k) AU < Gk i
e L G e ey L i s L G s e o R DY sy
v f(2) =1In(1 + 2), alrededor de z = 0 (Serie de Maclaurin)
n+1 " 0 " 0 2’2 2’3
f(z) =In(1+z) = In(1 + 2)| O+Z =] _ 2" = f(0)+f(0)z+ f2()z2+f3§)z3+---=z—5+§+-~-
1+z . .
» f(z)=In [1_ ] alrededor de z = 0 (Serie de Maclaurin)

1+ 2 22 28 22 28 23 2P >, 2z2ntl
1 =lnlats]l—Inl—z] = |z — 2 42 || _Z2 ... | =9 2= _
n[l—z] al+2]-Inf1-2] {Z 2 73 } [ : 3 T3 §2n+1

2.12.2. Series de Laurent

Hemos dicho que si una funcién f(z) es analitica en una regién (digamos que circular) R, entonces puede
ser expandida por series de Taylor. Sin embargo, si f(z) tiene un polo de orden p, digamos, en z = zy, dentro
de la regién R, no serd analitica en ese punto, mientras que la funcién: g(z) = (z — 29)? f(2) si lo serd en
todos los puntos de esa regién. Entonces f(z) podrd ser expandida como series de potencias (de Laurent) de
la forma

f(z) = Z ug(z — 20)" = Z un(z —20)" + Z (U;nn , con Uy = i ) (2.39)

2im Jo (¢ — zo)" 1t
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para:n =0,+1,£2 -+ vy Ry < |z — 29| < R2. Equivalentemente

9(2) a—p a—pt1 a-1 2
_ — .. — + — + - (240
1) (z—20)»  (2—20)? (22— 2P ! (z — 20) a0+ a(z = 20) + az(z = z) (2.40)
La suma de todos los términos que tengan potencias negativas, vale decir - "0 7(;’;")", se denomina parte

principal de f(z).
Para demostrar (2.39) o (2.40), recordamos que, tal y como muestra la figura 2.6 cuadrante I, si f(z) es
analitica en la regiin anular, entonces el Teorema de Cauchy, nos garantiza que

£(Q) d¢ f FOAC 1 FQdC
= %n 7{ — 2y 2177 c, C— 20 2@71' j{ — 2  2in c, C— 20

donde en el segundo caso hemos supuesto que ambas circulaciones tienen el mismo sentido.
Del mismo modo como procedimos en la ecuacién (2.34) reescribimos el segundo par de integrales como

1 F(0) 1 1 f(<) 1
f(z)%w?{:ldgC—Zo 12— % +2“Tfézdcz_zo R

¢— 20 Z— 2

y ahora invocando, una vez més la progresién geométrica (2.35) podemos construir expresiones de integrales
equivalentes a la ecuacién (2.36). Vale decir

1 — (z— 2 (z::)n 1 & (¢ % (§:Z>n
f(z):%j{ Z( —Zo> (CC_Z) +%}{ Z— 20 ]Z(Z—ZO> <C_Z>
— 20 Z— 20

e 7(¢) - j
f(z) = %jgo(zfzo) ?{ d¢ W+ T 5 g J+1f d¢ f(O)(¢ = 20) +Rn2(2)

Uj U—j

y equivalentemente

(2.41)
Con lo cual queda demostrado la forma funcional de los coeficientes de la expansion de Laurent. La demos-
tracién de la convergencia, esto es n — 00 = Ry,1(2) = Rp2(z) — 0 sigue el mismo esquema que utilizamos
para demostrar la convergencia de la ecuacién (2.39) y se lo dejamos como ejercicio al lector.
Otra manera de representar las series de Laurent es por medio de las férmulas:

:Zak(2*20k+z Z—Zok7 R1<|Z*ZO|<R2. (242)
k=1
donde:
1 f(2)
= — —d k=0,1,2,... 2.43
af 27TZ./CV(Z—ZO)]€+1 Z 3 Ly 4y ) ( )
o= [ B e (2.44)

211 Jo (2 — z9) 7k F1
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En este caso, se supone que la funcién es analitica en el dominio anular: Ry < |z — 29| < Ra y C es un
contorno cerrado simple en torno a zg y contenido en la regién anular.

En el caso de b, podemos ver que el integrando se puede escribir también como f(z)(z — z0)*~1. Si f
es analitica en |z — 29| < Ra, entonces el integrando es una funcién analitica en dicho disco y por lo tanto
br, = 0. Es decir, la serie (2.42) se reduce a una serie de Taylor donde los coeficientes son:

(k)
akzi/ LdZZM, k=0,1,2,....
c

21 Jo (2 — zo)kt1 n!

2.12.3. Algunos Ejemplos

En muchos casos las expansiones en series de Laurent no se generan a partir de las ecuaciones (2.39) o
(2.42) sino a partir de manipulaciones algebraicas y expansiones en Taylor moduladas por otros factores.
Ejemplo 1: El primero lo haremos directamente, vale decir, que como lo vamos a hacer no lo haremos otra

vez. Queremos hacer una representacién en serie de Laurent de la funcién:

1

f(2)2m~

Utilizando las férmulas de (2.41), construimos la relacién

_ 1 _fQdg ¢ _ 1 n_
uj*% (C—Zo ]+1 - 27”% CJ+2 _1 271'2 Cj-‘r? ZC Qm Z]{ CJ+2 n

conviertiendo a la forma polar tendremos que

rife®d0 o u, = —1 paran>-—1

27T’L Zi 7»]+2 n61 (j+2—n)0 = Z 63'4”2*”11 =
n=0

U, =0 paran < —1

es decir 1 1
S e e B
f(2) pE— p, z—z"—z

Consideremos los siguientes ejemplos de desarrollos en Series de Laurent:

Ejemplo 2:

1
)= g
La funcién puede escribirse en la forma:
1 11 1
=—=—c[-- 0<lz] <2.
1) z(z —2) 2 [z 2—2] ’ 12
Por otro lado, sabemos que:
1 11 Lo (2\" <= 2"
— == == 2y = i 92
2—2 21-2/2 2?_%(2) nz::oznﬂ’ 2l <2,
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por lo tanto:

1 11 1 2
M=y = "2z 22w
111 1 1., 1., 1, 1.
- i _r_ i, _ .2 1.3 1 .4_ = .5_ . 2.
2: 4 8 16° 32°  wa°  128° » 0<led <
Ejemplo 3:
1
&= 63

Esta funcidn tienes polos de orden 1 en z = 1y z = 3. Ademds, expresando f(z) como una suma de fracciones
parciales, tendremos:

1 1 1 1
R e ] FEr i

C-DE=3 ], 1<z| <3,

» Para 1l < |z| < 3.
Tenemos los siguientes desarrollos:

1 1 1 1 1\" 0 1
= —_ - 7 — - 1
z—1 21—1/2 z;(z> 7;)2”+17 ‘Z|> )
1 1 1 1 2\ >©  n
_ _ = _1 2\" _ K 3
La serie es:
f(Z)_m - T3 [§W+§W]
— 1 1 1 2 1 3 1 1 1 9 1 _3 1 4
T 76 187 547 1627 27 T2F T2% 3%

» Para |z| > 3.
En este caso no podemos utilizar el segundo desarrollo anterior, ya que éste es vélido sélo para |z| < 3.
Por lo tanto:

1 11 1o (3\" — 3"
5 = e (B) sl e

n=0

podemos entonces escribir

1 1| 1 = 3" I 1-3"
&=t e9 ~ 2 Z_;)H_Z_%“]__Qz_%“

= 224423413274 4+4027%+ -

» para |z| < 1.
Escribimos

B 1 11 1] 11 11
f(z)(z_l)(z_g)_Q[z—l_z—S}21—z_61—z/3’
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como |z| < 1y |z/3| <1 en este dominio, entonces:

1 & RN e 1
= — n_ _ _— = = n 1 _—
9 = 33 N2 )
- 1_’_% +E 2+4£ 3_;,_& +
T 379777 Te1t Tzt
Ejemplo 4:
€2Z
£ =
Sabemos que:
z - Zn
ef = Z il |z| < o0,
n=0
por lo tanto:
e2z 6262(z_1) ) 0 2"(Z _ 1)71 ) e on
= — = _ = - = - _ 1 n—3
1) (z—1)3 (z—1)3 N RZ:O nl(z —1)3 ¢ nZ:o n! (z-1)
2 _ _ _ 2 4
= |+ 4+2G@ D420 -1D)""+Z24— (z=1)°+---|,
3 3 15
la cual es vélida para: 0 < |z — 1| < oo.
Ejemplo 5:
z—senz
fe) = 5
Esta funcién se puede escribir como:
1 sen z
@)= -5
Sabemos que:
oo Z2n+1
o — 1)"
sen z nz:%( ) Gnr )’ |z] < o0,
entonces
1 senz 1 = P 1 = z2(n=1)
= — — = _— —]_ n__ -~ 0 = __ _ — n__-_
I 22 23 z2 Z( ) 232n+ 1)1 22 Z (2n+ 1)!
n=0 n=0
1 1 o ,2(n—-1) o ,2(n—-1)
L L S = S
1,1, 1 1 .
T 6 1207 "5040° 362880 ° 39916800 ’

vélida para: 0 < |z] < oo.
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2.12.4. Integracién por el método de los residuos

Las expansiones de funciones en series de potencias dejan “residuos” al detener la expansion a para una
determinada potencia. Esto se puede apreciar claramente en la expresién de Taylor para funciones analiticas.
Ahora, las expansiones de Laurent nos muestran otro “residuo”. Explotaremos las series de Laurent para
funciones con polos y construiremos un método para evaluar integrales de funciones en esos puntos. Primero
estudiaremos los residuos en general y luego los utilizaremos para evaluar integrales.

2.12.5. Los residuos de Laurent

Hemos dicho que si f(z) tiene un polo de orden p en z = zg € R, entonces

oo

}idz fR)#0=f(z)= Y arlz—2)F = B Ci_jo)p—&- E %55;71 +-- -+(Za:20) +ag+ar (z—20)+as(z—z9) >+ -

n=—oo
mas aun, tendremos que los coeficientes de la expansién pueden ser calculados a partir de

1 f(¢) d¢

"= A ! n=0+1,%£2,--- sin=-1 :>j€f(g“)d§:2i7ra,1z2i7rResf(z) (2.45)

Es decir, la integracion a lo largo de un contorno C que aisle al polo z = zg es proporcional al residuo
correspondiente a la expansién de Laurent alrededor de ese polo. Nos queda entonces calcular el residuo para
asi no calcular la integral.

Esta situacién se ilustra con el siguiente ejemplo. Supongamos

_senz 1 23 28 1 1 z
=" =aFatat )= s mtat

por lo tanto:
1 . s
a_1 = _g = éf(c) dC = 227'('0171 = _3

En general, si f(z) tiene un polo de orden p en z = z5 € R, entonces

1 0
(=20 J(2) = 4y par (=200t - a0 zm20) 4 = (e 20 ()] = (- Dla 4 ba(z—20)"
n=1
con lo cual concluimos que
dr—1

o= i ;[(z—i)zf(z)]:d[ eiz. 2}

oi* oi? z dz [(z+1)
=y =eroe—w 7 d af e
w=—i= Tl E) = o
0 dz dz [(z —1)2
con lo cual

et 1d et* (2 +1)%ie® —e#2(z +1i)  —die™! — —die~! i
Res -5——5| =lim —— =1 = -
CErnz|, T Sillde [(z +i)2] Py (z+i)2 16 %
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Figura 2.6: Expansion de Laurent

del mismo modo se procede para el caso z = —1t
Un caso particular y muy 1til lo constituyen las funciones racionales del tipo f(z) = == y f(z) tiene

un polo simple en z = zg. Esto es ¢(z9) = 0 entonces

Res f(2)],, = lim (z = z0)p(2) = p(20) lim (z—20)  p(20)

z2—20 q(2) z—=z0  q(z) - ¢ (20) (2.47)

consideramos una

-

porque hemos utilizado el Teorema de L’Hopital. Este caso lo podemos ejemplificar s
funcién

4-3
z=0 = Res f(2)],_, = 22’7—? =—4
4—3z 4 -3z 2=0
flz)= = con polos en (2.48)
22—z z(z—-1) 4_ 3
z=1 = Res f(Z)'Zle ﬁ =1
z=1

2.13. Teorema del Residuo

2.13.1. Integrales impropias del tipo ffooo dz f(x)

Hemos visto como calcular las integrales de funciones, en regiones multiplemente conexas, con polos
simples a partir de residuos. Ahora generalizaremos ese esquema para una regién, también multiplemente
conexa, pero con un nuimero finito de polos. Tal y como se muestra en la figura 2.6 en el cuadrante I1,
realizamos una circulacién ingeniosa, de tal modo que aislamos los distintos polos. Ahora bien, como la
funcién es analitica en la regién bordeada por todos esos contornos, entonces

[}idz f(z)+£1 dz f(z)-l-jidz f(z)+...fémdz f(z)] .
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y al cambiar el sentido de circulacién comprobamos lo que ya sabiamos

%dz f(2)= ¢ dz f(z)+
c Ci

m
dz f(z) +- 7{ dz f(z) & }l{dz f(z)= QiWZRes J(2) 2=z,
Ca Con c =
donde hemos utilizado lo que hicimos para la ecuacién (2.45)
Con ello podemos enunciar el Teorema del Residuo que ya hemos demostrado
Si f(z) es analitica en una regién R excepto en un numero, m, finito de polos zq,, 2o, , 05, * - * 20,, €ntonces

%dz f(z) = 2i7rzm:Res J(2)2=z0;
c =

4 -3z
Una vez més ejemplificamos. Sea la funcién f(z) = ———, una funcién con polos simples en z = 0y
22—z
z = 1 correspondientes a residuos 4 y 1, respectivamente, tal y como se vi6 en la seccién (2.12.5). Entonces,
utilizamos los resultado expuestos en el ejemplo (2.48)

4-3
fdz 2%~ omi(—4+ 1) = —67i
c ze —Z

siempre y cuando el circuito C' encierre los dos polos, z = 0 y z = 1, para los cuales hemos calculado los
residuos.

Ejercicios

1. Determinar los polos y los residuos correspondientes para cada una de las funciones propuestas

2
=2t = () =25 ) =
2. Evaluar
a)
ji jozslfzz a lo largo de una circunsferencia |z| = 5
b)

222 4+ 5)d
7{ e _£ 22)3;;2 )—&—Z)ZQ a lo largo de una circunsferencia |z — 2i| =6 y
c

un cuadrado de vértices z =1+4;2=24+142=24+21y 2 =1+ 2¢.

2.13.2. Evaluacidon de integrales, reales, impropias

El teorema del residuo (2.13) es una herramienta poderosa para evaluar algunos tipos de integrales
definidas en variable real. La intencién es “extender” el dominio de las funciones de la recta real al Plano
Complejo. Una de las restricciones es que los contornos deben ser cerrados antes de que sean evaluados
los residuos. El punto es que muchas integrales reales tienen contornos abiertos y la posibilidad de evaluar
estas integrales a través del Teorema del Residuo descansa en la forma como se cierran los contornos. En
estos casos se debe estimar las contribuciones de esos contornos adicionales que pemiten cerrar los contornos
abiertos. A continuacién expondremos algunas técnicas para cerrar algunos tipos de contornos abiertos.
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Figura 2.7: Circuitos y evaluacién de integrales reales, impropias

2.13.3. Integrales impropias del tipo [~ dz f(x)

Este tipo de integrales implica, si ambos limites existen

oo 0 r -
/ dz f(z) = lim dz f(z) + lim dz f(z) < lim / dz f(x)
T 0 L

o r——00 r—>00

Necesitaremos que el integrando sea una funcién racional f(z) = p(z)/q(z), donde ¢(z) # 0 V x. Adicional-
mente requeriremos que cuando menos q(z) ~ x2p(x). Supuesto todo esto, convertimos nuestra funcién ra-
cional en una funcién de variable compleja f(z) — f(z) y consideramos la integral de circulacién, ¢, dz f(z),
sobre un contorno C' descrito por el eje real y una semicircunsfrencia I' en el plano complejo con y > 0, tal y
como se muestra en el cuadrante I la figura 2.8. La intencién es hacer » — oo y con ello evaluar la integral
Jo© da f(x). Es fécil convencerse que

j{}dz f(z)= /Fdz f(z) +/: dz f(z) = 2i7rjzm:1Res J(2) 2=z,

es decir,

IRICE 2iw§Res F)ems, — [ 2702

-r

Esta estrategia es vilida porque hemos supuesto que f(x) es racional y que ¢(z) # 0 V z, entonces si
existen polos para f(z) estardn en el plano complejo (no sobre el eje real). Todos esos polos serdn encenrados
por el contorno C' que hemos seleccionado. Méas atn, comprobaremos que fr dz f(z) - 0 cuandoz — oc.
Esto es sencillo si notamos que

k km
< 5= — para |z| =7 >0
r T

2 i z z
@)~ o) =< s = | [as s
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con lo cual llegamos a que para este tipo de integrales

/_00 dz f(z) = QiWZRes f(2)2=z, para f(z)= ]q)g;, con ¢(z) #0 Yo Ap(x) ~xiqlx) (2.49)

Ejemplo Considere evaluar la siguiente integral

< dx mdx__m‘
LT 7 e T A 2 Res S

donde hemos utilizado la expresién (2.49). La extension analitica

flz) = f(2) =

. . in 3in
tendré cuatro polos simples: z = T 7 ; z =71 ;
24 +1 ’ '

correspondientes a las cuatro raices de z* = —1. Acto seguido calculamos los residuos invocando la relacién
(2.47) que hemos construido para funciones racionales. Esto es

—3im im

in 1 e 4 et

z=e1 = Res f(z)|z:e%' =35 =~ 1 1

z=e 4
R )| 20)

Q(z) z=2zo q (ZO) 1 731'« i

z=eF = Res f(2)| s = — ¢ = ¢
z=e 4 423 . 4 4

Hemos considerado tnicamente los polos para el semiplano complejo y > 0 ya que seguimos considerando
el circuito descrito en el cuadrante I de la figura 2.8. Quedan dos polos ubicados en el semiplano complejo
y < 0, tal y como se muestra en el cuadrante 7 de la misma figura 2.8. Consecuentemente, tendremos que

/oo dz —@<e%+e_7”>=7rsen<z>:é7r :>/OO dz :1/00 do zﬁw
0

L+l 4 zh414 2 ) x4 14 4

Ejemplo Para evaluar la siguiente integral

*° r?dx 22
/,OO (22 +1)2(2? + 22+ 2) = 1) = (224 1)2(22+22+2)

donde hemos realizado la extensién analitica f(z) — f(z) y ubicado sus polos de z =iy z =4i—1en
el semiplano complejo y > 0 y los encerrados por el circuito descrito en el cuadrante I de la figura 2.8.
El primero de estos polos es de segundo orden, mientras que el segundo corresponde a un polo simple.
Consecuentemente, los residuos se calculan invocando la relacién general (2.46) arriba expuesta. Con lo cual
para

c=i =im (Lo > _Cl2E9
- z—i \ dz (z—i)2(2+14)2(22+22+2)| /) 100

y para
22 3—4
i1 1 i _
== = M (z—i+ )(z2+1)2(z—i—1)(z—|—i—1) 25
Finalmente, podemos evaluar la integral
>0 22da & —1249i 3—4i\ T
=2 g, = 2mi ==
/_Oo (z2 + 1)2(22 + 22 + 2) ”;Res F(2)e=z, 7”( 100 25 > 50
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Ejercicios Evaluar las siguientes integrales

/°° dz . /°° dz . /°° dx
o (@2+1)(224+4)% 0 xr+az241 —oo (¥%2 + 4z +5)2

2.13.4. Integrales de funciones racionales de cosf y sen 6

Ahora mostraremos la estrategia para integrales de funciones racionales de funciones trigonométricas,
G(cosf,sen 0). La idea es transformar estas integrales en otras de funciones de varible compleja a través
de los cambios de variables que conectan las funciones trigonométricas y los niimeros complejos. Esto es
transformar integrales de la forma

2m

df G(cosf,sen ) —
0 c <l

T

mediante cambios de variables estandares

. d 1 1 1 1
z =re'? :>d0:—%; cos@—(z—i—); y sené)—_(z—) (2.50)
21 2 2

Ejemplo En las tablas de integrales encontrdbamos® que

27
dé 2
/ T con |a| > |b]
0

a+bsent9: a2 — b2

veamos como se llega a ese resultado.
Haciendo z = re? y asumiendo las consecuencias, tal y como se presenta en (2.50) arriba, tendremos que

T de dz 2dz , ,
——=¢ —5F——<= ¢ —————— con C una circunferencia |z| = 1
o a-+bsenf ca+tw(z—1) o b22 +2aiz—b

los polos de
2 —a++va?—b%,
(z) = bz? + 2aiz — b T = b !
son los valores de z que anulan el denominador de f(z). Seguidamente verificamos la ubicacién de los polos
simples y comprobamos que como |a| > |b] entonces

—a—l—\/a2—b2i —a—\/ag—bQi
b

1
b >

|z40| = ‘ <l 'y |zol= ‘

y por lo tanto, sélo el primero de los polos estd encerrado por el circuito C' con |z| = 1 tal y como muestra
en el cuadrante I11 de la figura 2.8.
Una vez mds calculamos el residuo para zo a partir de (2.46). Entonces tendremos que

Res f(2)| = lim (z—= )# = lim 2 = ! =__
=20 T 2520 0022 +2aiz —b  2=5zi0 2bz + 2ai bzio+ai a2+ b2
finalmente )
T dé 2dz 27
— = ¢ ————— = 2i7Res =20 = % -
/0 a + bsen 6 72 b2+ 2aiz —b J(@)a=sso VaZ —b?

9 Encontrdbamos porque hoy en dia estas integrales las calculamos con manipuladores simbélicos del tipo Maple, Reduce,
Matemathica o Mupad
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Ejercicios Compruebe las siguientes evaluaciones

/27r dg 2m 222 /2” cos?30d9  3r
= con a c; —_— =
o a+bcosO+csen® /g2 —p2 — 2 ' o H—4cos20 8

2.14. Integrales de Fourier

Otro grupo de integrales que pueden ser evaluadas mediante el Teorema de Residuos son las integrales
de Fourier. Integrales que involucran funciones racionales, f(x), que satisfacen las condiciones expuestas
anteriormente y funciones senos y consenos. Integrales del tipo

— 00

o0 o0 m
cosmx imx imz . imz
=2 2.51
/ dz f(x){ son } “ /_OO dz f(x)e — %Cdz f(z)e ZW;RGS‘]C(Z)Q ’Z:ZOJ_ (2.51)
Con m > 0y los polos correspondientes a los residuos que se muestran en el lado derecho, estan ubicados
en el semiplano complejo con y > 0. Es claro que el circuito seleccionado es I' que muestra el cuadrante 17
de la figura 2.8.
Equivalentemente, igualando partes reales e imaginarias

/OO dz f(z)cosmz = —QWiIm Res ’f(z)eim‘z’

Z=Zzoj
Jj=1
e’} m )
/ dz f(z)sen mz = 2= Z Re Res | f(z)e"™* ’Z:ZO_ .
—00 j=1 7

Otra vez, el circuito C' se separa en una semicircunferencia I" y el eje real.

Para demostrar que para evaluar las integrales de Fourier (2.51) se requiere la suma de los residuos nos
convencemos que la integral a lo largo de la semicircunferencia se anula. Esto es facil si comprobamos que
y > 0y m > 0, entonces si z = x + iy tendremos que

leF = [e leT™ | = eT™ <1 = [f(2)e™] = [f(2)] < |f(2)] [

con lo cual redujimos al de una funcién racional.

Ejemplo: Comprobemos que

/°° dz cosmz m _,. /°° dz sen mx 0
— = —¢ _— =
P21k k A ANy 2

—0o0
es fécil ver que el polo simple de la continuacién analitica de f(x) es zg = ik y su residuo serd

e—mk

_ 20k

imz
e

_22

eimz eimz
= z9p =1tk = Res -3
22+ k

f(z) =

22 + k? z=1ik

y por lo tanto

0o imx —mk
e e ™
dp—— = 92ig—— = e ™mk
/, T2k ok ke

oo
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bd

x

¥y

T
r
1
x
m /

Figura 2.8: Circuitos y evaluacién de integrales reales, impropias

Ejemplo: Evalue
/ i rsen mx
o e ts
oo X424 5
Partimos de la continuacién analitica de
12T 127

ze ze
= 240=—142 = ¢ dz——— =Res ———
240 ? %c SR - e s o

12T

ze

f(x)%f(z):m

ya que ese es el unico polo encerrado por la circulacién I'. Calculando el residuo tendremos

iz Gz —m(2+41)
ze ze e
Res ——— = U 1-2))———— || =(-142i))—————
es 22 +2245 o142 Z_,il}l_,_% <(Z + Z) 2’2 1922+ 5> ( + ’L) 44
con lo cual
7{ d ze* ™ /°° dp_FCos T _ _/°° g TSen 1T dir(—1+ 2.)e—ﬂ(2+i) 71(1 2i)e=2m
= T——""—+1 r——— = 2im(— 1) ———— = —(1—2i)e
c 2242245 oo T4 2245 oo 242245 4i 2
igualando parte real e imaginaria tendremos que
/oo e X COS X _ Ee*% ; /00 " xrsen mx — 2T
oo 242245 2 oo X2H+22+5
Ejercicios: Compruebe que
Para m > 0 /°° da c;)smx _ me”™(1+ m) v /°° . cos2rx _ w /Y3
0 (2 +1)? 4 r+22+1 243
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Otras Integrales Impropias

Existen integrales definidas para las cuales el integrando se hace infinito para un determinado punto en
el rango de integracion. Esto es, en general

¢ b
dz f(z) + lim dz f(x)
§70 Jao+e

ro—

b
lim |f(z)| — o :>/ dz f(x):ghi%/

T—T0

donde ¢ y £ tienden a cero de forma independiene, es decir, ambos limites se efectuan independientemente.
Ahora bien, puede darse el caso que uno o ambos limites no existan pero si existe

e—0 £—0 zoe

To—€ b b
lim (/ dz f(x)+ lim dz f(:c)) < VP / dz f(x)

Diremos entonces que existe el Valor Principal de Cauchy para esa integral. La estrategia en estos casos
serd disenar un circuito tal que evite los polos de la extensiion analitica de la funcién. Normalmente se
establece este recorrido rodeando los polos con arcos de circunferencia cuyos radios luego tenderan a cero.
Veamos con un ejemplo esta estrategia de circunsnavegacién.

Ejemplo: Consideremos que queremos evaluar la siguiente integral

o0
sen x . senzx
/ dx <~ lim =1
0

€T x——0 €T

Si bien el limite estd definido, cuando hacemos la extensién analitica'® f(x) = sen z/z — f(z) = /2 la
funcién compleja presenta un polo simple en z = 0, con lo cual la integral compleja presenta un polo en la
region de integracién. Esto es

e} iz —€ ix iz R iz iz
/ de 222 %j{dze—:/ dxe—+/ dze—Jr/ dxe—Jr/ &z =0
0 x C z _R xZ Cs z € X C1 z

donde hemos construido un circuito que rodea el polo z =0 (cuadrante IV de la figura 2.8.). Es claro que

fc dz - = 0 porque la regién no contiene ningin polo.

Ahora mostraremos que fcl dz £~ — 0, cuando R — oo. Para ello, convertimos

z = Re" = dz/z = idd,

entonces
/ dzi — / dgieiz S/ de |€iz‘:/ de ‘eiRCOSQ||e—Rsen0|:/ dge—Rsene
C z 0 0 0 T 0
con lo cual
T ) T /2 ¢ /2
Il _ / de |ezz| — / de efRsene _ 2/ de efRsen 0 _ 2 / de efRsene + de 67Rsen 0
0 0 0 0 N—— ¢ HI,_/
1 2

10Nétese que la extensién analitica ha sido f(z) = sen z/x — f(2) = €'*/2 y no f(x) = sen x/x — f(2) = sen z/z La razén
de esta seleccién se fundamenta en el comportamiento patoldgico (oscilante) de la funcién seno en infinito.
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para 0 < ¢ < 7/2.

Es claro que e es una funcién decreciente en 6 y como estamos tratando de demostrar que la
integral a lo largo del circuito se anula Z; — 0, podremos considerar los maximos valores para I; y I en el
entorno de integracién y fijarlos como constantes, al hacer esto tendremos lo maximos valores que podran
tomar las integrales respectivas. Los méaximos valores para I; y I, son, 1 y e~ €.

Entonces,
¢ m/2
/ do + e—Rsen(/ de
0 ¢

Al considerar que ¢ — 0 y R — oo comprobamos que Z; — 0.
Seguidamente nos toca demostrar que I, = |, Oy dz % — 0 cuando € — 0. Para este caso z = ee*? y como

—Rsen 6

T, = /07rd9 €] < 2 =2[¢+ e (T —¢)] <20+ meReenc

siempre, dz/z = idf, entonces la integral
etz ™ ] ) m ) .
Iy=[ dz— = / d i Pl = lim Ty = lfim [ df ie'* P = ix
Cs z 0 e—0 e—0 0

Esto implica que
etz —€ el R et R el _ p—ix
?{dz—:/ dx——f—iﬁ—k/ de — =0 = / de ——— +in =0
c z _R €T e x H/—/ . €T
T——x

con lo cual es claro que

R ol _ p—ix ' B senz ) e senx T
de ——— = —ir =21 dx = —iTr = dx = —
. x . x 0 x 2

donde hemos hecho los limites R — oo y € — 0.

Ejercicios: Comprobar las evaluaciones para las siguientes integrales

1.
o0 o0
V2
/ d:z:senchZ/ d:zccosanZ—7r
0 0 4
2.
> Inz w22 > (Inz)? 3m3/2
dx = — ; dx =
0 1:4 + 1 16 0 1:4 + 1 16
3.

/ > d xP 7r (sen poz)
€T =
0 22 +2zxcosa+1 sen pm sen «
2.15. Series de Polinomios Ortogonales
Enunciaremos un teorema debido a Weierstrass el cual garantiza que una funcién continua en un intervalo

[a,b] puede ser aproximada uniformemente por una serie de polinomios. Por lo tanto, cualquier funcién
continua podra ser aproximada por combinaciones lineales de potencias.

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 92



Matematicas Avanzadas: Variable Compleja, Series y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

El Teorema de aproximacion polindémica de Weiernstrass queda enunciado como sigue. Cualquier funcién
continua f(x) en un intervalo cerrado x € [a,b] podréd ser aproximada uniformente por polinomios en ese
mismo intervalo si, para un n suficientemente grande y un e suficientemente pequenio siempre se tiene que

[Prn(x) — f(z)| <€ YV x € [a,b]

11

Aceptaremos este teorema sin demostracién'", sin embargo este teorema nos permitird desarrollar las sec-

ciones siguientes.

2.16. Polinomios de Legendre

El primero de los ejemplos de una base ortonormal de polinomios en la cual podremos expresar cualquier
funcién continua en el intervalo cerrado z € [—1, 1] serdn los Polinomios de Legendre. Estos vienen construidos
a partir de la Formula de Rodrigues

P,(z) = n!12n %(gﬂ —1)", n=0,1,2,...
con Py(z) = 1.
Es decir
Py(z) =1 Pi(z)==
Py(z) = %(3x2 -1) Ps(z) = %(5m3 — 31)
Py(x) = é(35x4 — 3022 + 3) Ps(z) = é(63x5 — 702® + 157)

2.16.1. Generalidades de los Polinomios de Legendre

Es facil comprobar que los polinomios de Legendre son mutuamente ortogonales para un producto interno
definido de la siguiente manera
2

n+1

nm -

1
/_1 P, (x)Py,(x)dz =

Donde la funcién delta de Kronecker es dog = 0 si « # 3; y dgg = 1. La norma es definida por

! 2
/ P%(z)dz =
—1 27’l+ 1

notese que los polinomios de Legendre, calculados a partir de la Féormula de Rodrigues no estan normalizados.

Ejemplos:
1.

/_11 Py(z) Py(z) dz = /_11[96] [; (327 — 1)] do = /_11 (2333 - ;x) =0

HConsultar: Byron, F.W. y Fuller W.F. (1970) Mathematics of Classical and Quantum Physics y Cushing, J. (1975)
Applied Analytical Mathematics for Physical Sciences.
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[ ror@e= [ [Let -] [fee-y]w= [ (G-2er]a=t

Al ser los Polinomios de Legendre un conjunto completo de funciones, ellos expanden el espacio de
funciones continuas en el intervalo cerrado = € [—1, 1]. Por ello cualquier funcién en el intervalo [—1, 1] puede
ser expresada en esa base.

0= 22 [ sonwal ne.

k=0

ag

los primeros términos son:

10 = 3 [ swad[[ voa] pw S o0 oo me
+ Z [/_11(5753 — 3t)f(t)dt} P3(z) + % [/_11(35t4 — 30t% + 3)f(t)dt} Py(z) + -

Ejemplos

1. Si f(z) es un polinomio
flx) = Z bz = Z an Py (x),
n=0 n=0

entonces, no se requiere hacer ninguna integral por cuanto los coeficientes a,, se determinan a través
de un sistema de ecuaciones algebraicas. Para el caso de f(z) = 22 tendremos

fx)=2% = agPy(x) + a1 Pi(x) + axPs(x)

1
ap + ar1x + 5@2(3x2 -1)

= La2) farz+ Sax® = ap= & a1 = 0,05 = 2
= (1)) 2a2 a1 2(12$ ag = 3,a1— , Ao = 3
1 2
2. En el caso de una funciéon mas complicada
1—=x
f(‘r) - 2 ’

por un lado

/_ 11 (@) Py (2)dz = /_ 11 \/? Po(z)de
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la expansién en series de Legendre quedaria como

1;1‘ _ ;/iﬁdt—kg /_1175\/?& Pl(x)—i-g /_11(3t2—1)ﬁdt Py(x)
+ z/_11(5t3—3t)ﬁdt Pg(a:)—|—19—6 /_11(35t4—30t2+3)ﬁdt Py(z) + -
= 2P) - SPie) — 5 Po(a) — o Ps(a) — e Pale) — o Pal) o
- SR - 22 n %%)m 3

Antes de entrar en el detalle de las propiedades de estos polinomios, hay que enfatizar que los Polinomios
de Legendre constituyen la tinica base ortogonal para un espacio de Hilbert con un producto interno definido
como el producto simple de funciones en el intervalo cerrado. Al ortonormalizar mediante Gram Schmidt

la base {1,x7m2,x3, cee oz } del espacio de polinomios, P", de grado n en el intervalo [—1,1], con el

producto interno definido por fil dz f (z) g (x) se obtienen los polinomios de Legendre.
Los polinomios de Legendre surgen, originalmente, como soluciones a la ecuacién diferencial ordinaria del
tipo

d dy
—|(1-2%) 2 =0, - 1<z<1.
dx{( x)dx}%—/\y 0, <z<
o de manera equivalente a ecuaciones como
d?P, dPp,
(- S - 20 P 1) Po) =0,

donde y = P,(z) y A=n(n+1).
La siguiente tabla muestra algunas ecuaciones diferenciales con sus respectivas soluciones

n Ecuacion de Legendre Solucién

0 (1—2?) L0 _ 9y d2@) _ g py(g) =1

1 (1—g?) $0@ 9y dBE) L9 p(2) =0 Py(a) =2

2 (1—2?) L2E 9, 2@ 4 g Py =0 Py(z)=1— 322

dz? dz

3 (1—a?) L) 9, dBW@) L 19 pya) =0 Pya) =2 — 2a°

4 (1—a?) L0 9y AP0 Lo py(a) =0 Py(a) = 1 — 1022 + 324

2.16.2. Relacién de Recurrencia

Supongamos que conocemos todos los polinomios de Legendre hasta P, (x) y queremos generar el préximo.
Obviamente ese polinomio serd de grado n + 1. Nos plantemos generarlo a partir de P, (x). Como estos
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polinomios son base del espacio de funciones, entonces

)= S 2 [ mapr, o a] P,

Observando con algo mas de detalle

2Po(z) = ;/1 tPn(t)dt—i—; U_ll t2Pn(t)dt] Pl(x)+§ [/_1(3t3—t) ()dt] Po(z)

-1

7

Notemos que

/ 1 P, ()tP,(t)dt = / 1 tP2(t)dt,

por lo tanto, el integrando es una funcién impar. Consideremos algunos casos:

Paran =0
rPy(z) = g [ /_ 11 tht} Py(z) = Py()
Paran =1
P (x) = % [/_11 tht] +g {/_11(3# - t2)dt] Py(z) = % + §P2(x)
Paran =2
ePy() = U (3¢ dt] Pi(x) + % {/_11(5# — 36)(36 — 1)dt| Py(x)
= 2P+ 2Ra).
Paran =3
2Py(z) = gpg(x) + §P4(x).

Se puede apreciar que

1
/ P, (z)xPy(x)dx =0, parak <n—1.
-1
Esto implica que sobreviven unicamente tres términos
xPp(x) = APpy1(z) + BPy—1(x).

Desarrollando con la férmula de Rodrigues

z dv A am+t B dn—1 _
= (221" = _ 1)l 2 _ qyn-1
nl2" dan (@ ) (n+ 1)12n+1 dgntl (@ A (n— 1)!2"‘1 dagn—1 (@ )
dn A dn+1 dn 1
— n+1 1

t [/11(5254 3t%) Pa(t )dt] Py(x) + % {/11(35155 — 30¢° +3t)Pn(t)dt] Pala) 4.

)
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Igualando coeficientes resulta
n+1 n

T o+l T n+1

La relacion de recurrencia se puede obtener entonces de:

(n+1)Pyyi(x) = 2n+1)axP,y(x) —nPp_1(x).

2.16.3. Norma de los Polinomios de Legendre

Conociendo que la ortogonalidad de los polinomios de Legendre y la relacion de recurrencia, procedemos

encontrar el valor de su norma

! 2
/ P%(z)dz =
-1 27’L+ 1

De la relacion de recurrencia cambiando n — n — 1 se tiene

nP,(z) = (@n—-1)zP,—1(x)—(n—1)P,_a(x),

@2n+1)P(z)nPy(x) = (2n+1)Py(z)[(2n—1)zP,—1(z) — (n — 1) Pp_a(x)] , (2.52)

ahora multiplicamos la relacién de recurrencia por (2n — 1) P,,_1(x) para obtener

(20— 1) Pat(2) (n+1) Pusa (@) = (20 — 1) Pacy (2) [(2n + 1) 2Pa(0) —nPuca(@)] . (2.53)

restando miembro a miembro (2.52) - (2.53) obtenemos :
(2n+1) [nP2(2) + (n — 1) Py(2) Py_a(z)] — (20— 1) [(n + 1) Py_1(2) Paga (z) +nP2_ (z)] =0,

lo que es igual a:

(204 1) [1F2@) + (1~ 1) Pu() P a(@)] = (20— 1) [0+ 1) Puor(2)Pusa (1) + P2y ()]
(n—1) 2n1[(n+1)

Pi(z) + Po(z)Ppz(x) =

P,_i(2)P, P’ :
" 2n+1 1(17) +1(gj)+ n—l(z)

integrando y considerando la ortogonalidad

1 1
2n —1
2 _ 2
/_1pn(x)dx = {llpnl(x)dx}
! 2n — 1 2n -3\ [*
P2 _ P2
/_1 s (2n+ 1) [(271 1) /_1 "2(x)dx]
! 2n — 1 2n—3\ (2n -5\ [!
P2 — P2
/_1 ey (2n+ 1) [(271— 1) (2n— 3) /_1 "‘3(a’)dx]
continuando con este proceso

/1 P%(z)dz = 5 /1 Pi(z)dz| = 3 2
I o1 ) ! C2n+1 |3
! 2

P%(z)dx = .
/_1 n(@)de = 5=
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2.16.4. Funcion Generatriz de los Polinomios de Legendre

Se puede encontrar una funcién generatriz P(t,z) de los polinomios de Legendre, es decir una funcién
que tenga la forma:

1

para la cual los P, (x) son los coeficientes de su desarrollo en series de potencias. Esta serie converge para
|22t + t?| < 1. Para demostrar que el desarrollo en serie de la funcién G(¢, ) tiene como coeficientes a los
P, (z) partimos de que:

1 IP(t, x) t—x

Pt zr) = —m—mov- = = i
( ) \/172$t+t2 ot (1_2xt+t2)3/2

combinando estas dos expresiones, resulta

(t—2)P(t,z) + (1 — 2zt + 17) % =0
y, consecuentemente
(t—a ZP + (1 - 22t + %) ZnP ) "t =0.
n=1
Multiplicando y acomodando queda
(t —a) Po(z) + t—mi t"+ZnP )t ianP t"+ZnP =0,

(t—a)Po(x) + Z P, (x) t" — Z xPp(z) t" + Z nP, (z)t" " Z 2zn Py, (x)t"

+ Z’I’LP ittt =o,

(t—2x)Po(z) + i Po_q(z) t" — i xPp(z) t" + Z n+1)P,y1(z Z 2zn Py, (
n=2 n=1

o

+ Y (n=1)Py(2)t" =0,
n=2
(t—x) Py(z) + i(n +1) Py (@)™ — i@n +1)zP,(z) t" + ann 1 =0,
n=0 n=1
tPo(r) — xzPy(x)+ Pi(z)+ 2P (x)t + i(n + 1) Ppy1(2)t" — 3z Py (z i 2n + )Py (z) t"

+ Z nP,_1(x)t" =0
n=2
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por lo tanto

Py (z) —z Po(x)| + 2Py (z) — 3xPy(z) + Po(z) | t

N———
=0 =0
+ ) |+ 1) Poga(@) — 20+ 1) aP(z) + nPyy(z) [ t" =0

=0

El primero de los términos se cumple siempre por cuanto Py(xz) = 1y Pi(x) = z. El tercer término
conforma la relacién de recurrencia para los polinomios de Legendre. Con esto queda demostrado que el
desarrollo en series de potencias de la funcién generatriz, tiene como coeficientes a los polinomios de Legendre.

La funcién generatriz muestra su utilidad en la expansién de

1—=z

fa) =5

recordemos que por la definicién del producto interno se tiene

/_11 F(2)Pe(z)dz = /_11 \/?Pk(x)dx.
ﬁ[\/l—zlxw} - \/?i%tnpm’

R Sy e
1+4t— (12:/?2 In Giﬁ)] it”/l ﬁpﬂ(@dz,

n

Al formar el producto

e integrando, se obtiene

1

2t

Expandiendo el lado izquierdo en series de potencias de t

4 = " = V-
— —4 = n P,
3 ;1 (4n2 — 1) (2n + 3) ;t /_1\/ 5 Inlw)da

lo cual nos conduce, al igualar coeficientes a

g - /_11 \/?P“(x)dx Vo 2 = 1_)4£2n 13 /_11 \/?P”(x)dx

y finalmente a la forma de la expansion en series

l—z 2 = P, (x)
V2 ‘§P°(x)_2;(2n_1)(2n+3)
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0.5

-0.5

-1

—A(x) 2 (x)  Pyx) —Ly(x) —— £(x)

Figura 2.9: Polinomios de Legendre

2.16.5. Otras propiedades de los polinomios de Legendre

» P,(1) =1y P,(—1) = (—1)". Entonces se tiene lo que se conoce como la relacién de paridad: P, (—z) =
(=1)"P,(x) para todo n.

= P,(z) tiene n raices en el intervalo (—1,1) Esta propiedad puede apreciarse para los primeros 5 poli-

nomios en la figura 2.9.

= Tienen una representacién integral de la forma
1 [" n
P.(z) = 7/ {x—i— x? — 1cos<p} de
2 0

= Cambios de variables inmediatos conllevan a ecuaciones diferenciales equivalentes

e Forma autoadjunta
[(1-2?) y’]l +AA+1)y=0
e En coordenadas esféricas con u = P, (cos(6))

Lo (g

sen(6) df <sen(9) dé

)+AQ+Du:O

e En coordenadas esféricas con u = vsen 0P, (cos 0)
2
1 1
)\ — _— =
( +2> +4sen2(9)]u 0
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Y
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: _q'/ 0 ‘q X ‘
d 0 d

Figura 2.10: Potencial electrostatico de un dipolo elactrico

2.16.6. Potencial Electrostatico de un Dipolo Eléctrico

En Fisica el ejemplo claro es el calculo del potencial electrostatico producido por dos cargas g1 = +q y

g2 = —q separadas por una distancia 2d en un punto P cualquiera de un plano (x,y). El potencial en ese
punto genérico viene dado por

Tal y como puede apreciarse de la figura 2.10

(R’)2 =r?4+d>—2rdcos(d) y R®*=r>+d*>—2rdcos(m—8),

=t 2o (2)+(4)]

por lo cual

—1/2

y consecuentemente

1 p—

5= 1 3 Pl (5
% _ iipn lcos (7 — 6)] (‘j) i ipn(—cos(e)) (d>n

n=0
El potencial sera

V= g Z [Py (cos(8)) — Pp(—cos(9))] (d>
n=0

Herndndez € Nunez
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donde todos los términos pares de P, (cos(f)) se anulan y finalmente tendremos la expresién del potencial
para cualquier punto del plano

V2 S peso) (9

r
n=0

Nos quedamos con el primer término de la serie, si

d
-1 = V%%Qdcos(e).
r T

2.16.7. Resumen de Propiedades Polinomios Legendre

1 d»

— (2 =1)" =0,1,2....
n!Z”dx"(m ) T

Definicién: P, (x) =

Ejemplos: Py=1; Pi=xz; P»=31(322-1); P3=1(52%—3x)
Relacién de Recurrencia:  (n+1) Ppy1(z) = (2n+ 1) 2Py (z) — nPy—1(x)
Ecuaciones Diferenciales: (1 —22) y” =2z ¢ + XA +1) y =0

Senl(e) % (sen( )39> +nn+1Du=0; u=P,(cos(d))

Funcién Generatriz:  P(t,z) =

V1-—2xt+ V1_2zt+ 12 Z

1 ™
Representacién Integral: P, (z) = 2—/ [z + Va2 — 1cos gp]n d
TJo

1
. 2
Ortogonalidad: /_1Pa(x)P5(x)dx = 5a5m

Practicando con Maple:

> restart:

> plot([LegendreP(0,x) ,LegendreP(1,x),LegendreP(2,x),LegendreP(3,x),
LegendreP(4,x)] ,x=-1..1);

2.17. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite a diferencia de los de Legendre (y Tchevychev), vienen definidos en toda la
recta real, vale decir, x € (—00,00), por lo cual la funcién peso w(z) en el producto interno deberd decrecer
més rapido que |z|™, para garantizar que la norma de los vectores en este espacio vectorial sea finita. La

funcién mas simple que cumple estos requisitos es w(z) = e~ (también algunos autores utilizan w(z) =
e=’/ 2) Esto es, el producto interno entre los polinomios de Hermite vendra definido como

|t = [ are fagta).

—0o0 —0o0
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Otra vez, para este producto interno, si ortogonalizamos con Gram-Schmidt se obtienen los polinomios de
Hermite. Al igual que el resto de los polinomios ortogonales, existe una férmula de Rodrigues para los
polinomios de Hermite
Hy () = (—1)7 " Lg=a?
n dmn )

los cinco primeros polinomios de Hermite son los siguientes:

Ho(LU) = 1, H1<.7,‘) =2z
Hy(z) = 42® — 2, Hs(z) = 82° — 12u,
Hy(z) = 162" — 4822 + 12 Hs(x) = 322° — 1602 + 120z

2.17.1. Generalidades de los Polinomios de Hemite

Los polinomios de Hermite serdn ortogonales, pero no normales
o0 2
/ e” " Hg(x)Hy(z)doe = 2%al/T bap,
—o0

por lo tanto:
o0
/ e_rQHz(a:)dx = 2%/ .
—00
Donde la funcién delta de Kronecker es d,3 = 0 si v # 3; y dgg = 1.
Antes de desarrollar funciones en términos de los polinomios de Hermite, expondremos un par de teoremas
sin demostracion.

Teorema 1: Sean f y g dos funciones arbitrarias, cuando menos continuas a trozos en (—oo,00) y que
cumplen con
o0 9 (o] 9 9
/ e fA(x)dx I A / e " g*(x)d 3
— 00 —o00
Entonces el conjunto de estas funciones forman un espacio vectorial euclideano Z§’ con un producto interno
definido por
> 2
| e @t
— 00

Las funciones f(z) y g(x) se denominan cuadrado-integrables respecto al peso w. Es por ello que denotamos
el espacio de funciones como Z4".

Teorema 2: Si f(z) es una funcién continua arbitraria en ZY entonces puede ser aproximada por un
polinomio en ese mismo espacio. Es decir

Jim | f(z) = pa(z)[ = lim </Oo e [f(x) —pn(m)}2d$)1/2 =0

n—00 oo

Asi, la expresiéon de una funcién arbitraria en la base de los polinomio de Hermite se reduce a

10 =3 g || romoa] s,

e
k=0 -
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donde

Ejemplo: Si f(x) = 22

2 0o
flz) =2 = Zbkxk = Zak Hy(x)
k=0 k=0
fz) =2 = aoHo(x) + arHi(x) + axHa(x)
= ap+a1(2z) + ax(42® — 1)
1 1
= (ag — az) + 2a1x + dazz? = ag = U= 0,as = 1
= 1H (z) + 1H (z)
- 477
Si generalizamos para funciones del tipo f(z) = 2% con p = 1,2,3,- - -, entonces
2p oo
flz) =2 = Z bpa® = Za% Hok(z),
k=0 k=0
por lo tanto
_ 1 > —z? 2p _ 1 > 2p d2k —x2
asy, = TR /_Ooe x*P Hop(x)dx = CEACTAING /_Dox P dz.

Una integracién por partes estratégica muestra que:

Rl oo 2k—1
2 2p—1 d a2
_/OOsz P dx} .
— 00

1 d2k71
B FIIGYA IV I e

El primer término de la resta se anula debido a la definicién de los polinomios de Hermite

o

2k—1
2p d >

dp2k—1°€

—x

— (- )H e Hy ()

— 00

— 00

Repitiendo el proceso 2k veces, tendremos

_ 1 (2p)' /OO 2p—2k _—x?
Wk = S a2k ) LT ¢ e

si en la integral hacemos = = v/t obtenemos
1 (2p)! /°° e g dt
- tP —
Wk = o m 220 ). ¢ ok

1 (2p)! /OO T -
_ t” at
2261 (281 /7 (2p — 2k)! ) " e

y utilizando la definiciéon I' (z) = [~ e~*t*7dt = (2 — 1)! , queda como

o (20)
2k = 92K (2k) /7 (2p — 2K) (p TR 2> '
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Ahora, recurrimos a la propiedad de “duplicacién” de la Funcién Gamma, i.e.

1
222710 ()T (z + 2) = /7l (22)
tenemos que
1
22p=2kp (p —k+ 2) (p— k) = /7 (2p — 2k)!
quedan entonces los coeficientes determinados como

(2p)!
22041 (2k)! (p — k)!

y, por lo tanto el desarrollo en la base de los polinomios de Hermite

a2k =

ooy (20)! g~ Ha()
flz) =% = 7 2 @R = B —00 <z <00.

Muestre que del mismo modo se puede encontrar

2p—1 2 Hoy, 1 )
— p2p+1 +
fla) == 92p—1 kz:o 2k + ) (p—k)!

—o0<r<00.
Sif(x) = e=*"** con Rea? > —1. Otra vez

o0
f(x) Z asy, Hop(z
k=0
entonces

a +1
agy, = 5% (2k 'f/ sz(x)dx

Sustituyendo Hay(x) por su expresién integral tendremos

22k+1( 1)kez2 o 5

(a +1 —t° 42k

—_— t s2xt dt| d
agsk = ;2k 2 'f/ [ f /O € COS 2T X

21k oo
(-1) / e—a’e” / e~ 12% cos 2t dt| dz
m(2k 0

oo

)!
( l)k /OO —t2 2k /OO —a?z?
= 2
@R ), t cos2xt dx| dt

)
_ 2(=1)F [ ot 2k T —t?/a? _

), \r | -

—1)* a s k-1 2 —2
:\/(7?(2)@! (1+a2)’““/2/o rATHde cf(4aT) =
7 (71)]{‘ 2k 1
= G ()

8
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y ahora usando, otra vez la propiedad de “duplicacién” de la funcién gamma,
1
22k (k: + 2) k! = /7 (2k)!

obtenemos
(_ 1 ) k azk

22k k1 (1 4 a2)F1/2

a2k =

por lo tanto
o0

2. 2 —
_ ,—a“z® _ ( l)ka’Qk

Al igual que los polinomios de Legendre, los de Hermite, surgen tambidn en sus origenes como soluciones
a la ecuacion diferencial ordinaria del tipo

d?H,, () dH,(x)
e T — +nH,(x)=0
Vale decir:

n  Ecuacién de Hermite Solucién
d2H0($) dHo(:L‘)

0 EP 2r - 0 Hy(z)=1
dQHl((E) dHl(ZL')

1 w2 2z P +2H(z) =0 Hyi(z)=2z
dQHQ(z) dHQ(JZ)

2 L2 g T4H2)=0 Hi(z)= 4 — 2
d*Hs(x) dH3(x)

3 w2 2x e +6H3(x) =0 Hs(z)=8z%— 122
d2H4($) dH4($)

4 w2 2z o +8Hy(z) =0 Hy(z) = 1621 — 4822 + 12

2.17.2. Funcién Generatriz de los Polinomios de Hermite

Se puede encontrar una funcién generatriz H (¢, z) de los polinomios de Hermite:

Hj(x) 24

Hs(z > H,(z
ot 5

H(t,x) = 2 = Hy(z) + Hy(z) t+ 2 4.

n=0

para la cual los H,(x) son los coeficientes de su desarrollo en series de potencias. Es facil darse cuenta que
esta expresion proviene del desarrollo en Serie de Taylor

ot —t2 i 1 8"7‘[ t,LU n
R V] b L EE
n=0 t=0

para lo cual

G"H(t,x) 22 a" *(:I/’ft)Q _ n_z? a” 7(u)2 —
{ Sm L 076 {&fne t:oi( 1)%e dun © u:I—Hn(I)
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2.17.3. Relacion de Recurrencia

A partir de la funcién generatriz se puede construir la siguiente identidad

OH(t, x)

T (2z —2t)H

y utilizando el desarrollo en series de potencias en ¢ tendremos,

n=1 n=0 n=0
i H:L(!x)nt"_l — 2 f: ) gy Z ) g1 _ g,
n=1 n=0
;:Z;Tg?( S - 2 > t”+z Hoa t” 0,
Hﬂx”iiﬁg?( +1)t" — 2zH(x Z t”+Z n—l =0,

Hy(z) — 20Ho(z) + [W(m 1) — QIH’;(!Z) + ﬁ:‘_lgﬂ =0,

es decir:

— | (n+ 1) n! (n—1)!
=0
Por lo tanto:
Hyi1 () _ 233Hn(x) + Hy—1() -0
n! n! (n—1)!

Asi la relacién de recurrencia sera
Hyq(z) — 22Hp(z) + 2nH,—1(x) =0

De igual modo, podemos partir de otra identidad

OH(t,x) wit
Tow =2t H = Z =92 Z t
es decir:
< H' (x) 0 Hn—l(x) H (Z) Hn—1($)
n t" =2 nm A gn n -9
n; n! n; (n—1)! ol (n—1)!

y encontrar una relacién para generar las derivadas de los polinomios de Hermite en término de ellos mismos:

H/(z) =2n H,_1(2), n=123--
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Finalmente, utilizando la ecuacién anterior en la relacién de recurrencia y derivando esa expresién una
vez mas, queda como:

Hy,y1(z) — 2xH,(z) + H),(z) =0
H!!(z) — 2xH] (z) + 2n H,(x) =0
con lo cual queda demostrado que los polinomios de Hermite son una soluciéon particular de esa ecuacién
diferencial.
Yy —2xy + 2ny =0,
Donde hemos hecho y = H, (z) Adicionalmente, podremos demostrar que y = e‘zz/QHn(x) es solucién de la

ecuacion diferencial autoadjunta
Yy’ + (2n+17352)y:0.

2.17.4. Ortogonalidad y Norma de los Polinomios de Hermite

En general estos polinomios cumplen con

/ e Ha(z)Ho(z)dw = 27!/ T0as .

Donde la funcién delta de Kronecker es 6o = 0 si o # 3; y dgp = 1. Para demostrar el caso a # 3 partimos
de

ug [ug+ (2a+17x2)ua] =0
Ug [uf + (2841 — 2%) ug]

restando miembro a miembro e integrando se tiene que:

[u;ulg — u,’@ua]/ +2(a—B)uqusg =0

(a—P) /_00 e_sza(:v)HB(:L‘)da: =0

/OO 67I2Ha(x)Hﬁ(a:)dm =0 a# B

— 00

ya que
™12 20 Hoy (1) Hp(x) — 28 Hpy(2)Ho(2)}| =0
Para encontrar el valor de la norma, procedemos a partir de la relacion de r:():urrencia
H,(z)[Hn(x) — 22Hy_1(x) + 2(n — 1)Hy,—2(z)] =0
Hy,_1(z) [Hps1(x) — 22Hy(2) + 2nH,—1(2)] =0

. . - a2
restando miembro a miembro, multiplicando por e™*

/ efmzHé(x)dx = 2a/ 67I2H2_1(93)dx

— 00 — 00

e integrando entre (—oo, 00) se obtiene

repitiendo la operacién y recordando que al final queda
o0
/ e~ 22dx = 27
—o0

Obtenemos

/ e_zzHg(x)dx =2%!/7

— 00
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20 —
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-10
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220 4

Figura 2.11: Polinomios de Hermite
2.17.5. Representacion Integral de los Polinomios de Hermite
Los polinomios de Hermite pueden ser representados como

2n(7i)nez2

Hn (ZIJ) T 67t2+2itxtndt

que puede ser separada como

22n+1 -1 n _x?
Hyp(z) = Ef)e/ e~t¢2n cos(2zt)dt, n=1,2,3, -
7T 0
y para los términos impares

22n+2 1" z?
Hopya(x) = (\F)e/ e*tgtznﬂsen(%t)dt, n=1,23,---
T 0

La forma de llegar a cualquiera de estas tltimas formulas se parte de las conocidas integrales desarrolladas
en el plano complejo

2 oo
e = NG Lw e cos(2xt)dt

se deriva 2n veces a ambos miembros se utiliza la definicién de los polinomios de Hermite.

2.17.6.

El Oscilador armoénico, independiente del tiempo, en Mecanica Cuanti-
ca.

La Ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo y en una dimensién es

d? 2u
(@) + 3 [B - U(@)]v()

0,
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con i la “masa” de la particula; E los niveles de energia y U(z) el potencial al cual estd sometida la particula.
En el caso que estudiemos un potencial del tipo U(z) = % pw?z? en el cual la frecuencia angular del oscilador
viene representada por w. La ecuacién de Schrodinger se convierte en

d2

S0+ o B e’ v =0,

2
haciendo un cambio de variable £ = x1/uw/h para adimensionalizar la ecuacién de Schrodinger, se obtiene

GRS

A LGRU

la cual corresponde a la forma autoadjunta de la Ecuacién de Hermite:

W)+ [2n+1- €] y(€) =0,

y por lo tanto identificamos

2F 1

con lo cual comprobamos la forma como viene cuantizada la energia en este sistema y la energia del estado
fundamental. Por su parte, la funcién de onda se podra expresar en la base de soluciones de esa ecuacién

PE) =D e (€)=Y e e C2HL ().
n=0 n=0

Si mantenemos la normalizacion

/0:0 Y2(€)dé =1 cone, = (%)1/4 \/;Tn'
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2.17.7. Resumen de Propiedades Polinomios Hermite

n

d
Definicién:  H,(x) = (—1)”63”2—6*I2, n=20,1,2,...

dzx™
S VLR
Hy(z) = Zm (2z)
k=0

Ejemplos: Ho(z) = 1; Hy(z) = 2z; Ho(x) = 42?2 — 2; Hi(x) =823 — 12z
Relaciones de Recurrencia:  Hy(x) = 1; Hy(z) = 2x; Hy(z) = 422 — 2
H! (z) =2n H,_1(x), n=123...
Ecuaciones Diferenciales: 3" — 2xy’ + 2ny =0
u' + (2n+1-2?)u=0; u(z)= e~ I2H, ()

n!

o0
.’ . — 2
Funcién Generatriz: H(t,z) = e**71" = E
n=0

B 22n+1 (_1)n€z2

oo
Representacion Integral:  Ha,(x) = N / et ¢2n cos(2xt) dt
i 0

2

22n+2 71 n_ x e o]
Hopyr(x) = #/ e~ 120+ lgen(2at) dt
VT 0
Ortogonalidad:  2%aly/m 5aﬂ=/ e‘”’zHg(x)Ha(x)dx

Practicando con Maple:
> restart: with(orthopoly):
> plot([H(0,x), H(1,x), H(2,x), H(3,x), H(4,x)], x=-3..3,y=-25..25);

2.18. Planteamiento General para Polinomios Ortogonales

Hemos considerado un par de ejemplos de Polinomios Ortogonales. En ambos podemos idenficar algunas
caracteristicas comunes. En base a estas caracteristicas comunes definiremos otras familias de polinomios
ortogonales.

1 En el caso de los polinomios de Jacobi, la norma es

2048+ DPn+a+ 1)I(n+B+1)

hn =
n+a+p+1 nln+a+8+1)

con a>-1 'y [B>-1.
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’ Nomenclatura \ Nombre \ a \ b \ w(zx) \ hy, \ ho ‘

2

P, (x) Legendre -1 11 1 o1 1
S

T, (x Tchebychev 1E | —1 1 _— - T

(@) Y N 2

Upn(x) Tchebychev 2E | —1 | 1 V1—z? 5

H,(x) Hermite —00 | 00 e 2"nl\/m

Ly, (x) Laguerre 0 | o0 e 1

Lo (x) Laguerre G 0 oo | z% F con a > —1 W

P23 () Jacobi -1 |1 (1 —2)¥(1+z)P T

Cuadro 2.1: Propiedades genéricas de los Polinomios Ortogonales, N,, indica la norma del polinomio de grado
n.

2.18.1. Producto interno genérico, norma y ortogonalidad

Los polinomios ortogonales se definen como un conjunto de polinomios {p,(z)} de orden n definidos en
un determinado intervalo a < x < b, los cuales son ortogonales respecto a una definicién de producto interno

b
/ W(T)pm (2)pn(x)dr = hpdpm  con w(x) > 0 una funcién pesoen a < x < b

que garantiza que la norma sea finita en ese intervalo. Dado que el Teorema de Weierstrass garantiza que el
conjunto de polinomios {1, z,2%,---,2",---} es una base completa para un espacio vectorial E*, se procede
a ortogonalizar esa base con la definiciéon de producto interno y el intervalo que corresponda. Para cada caso
tendremos una base ortogonal de polinomios.

| Polinomio | o, | wl) [ g(z) |
P, 2™l 1 1 — 22
G 1
T, 2" (n + 1) N 1—z?

= >) D (04 3) | VI a2 | 1- 4

43
U (n+1)y7 2
H, (1) e 1
L, n! e ” T
L% n! %" x

Cuadro 2.2: Funciones para determinar la Formula de Rodrigues generalizada

En el cuadro 2.1 resumimos las propiedades mas resaltantes, com lo son: la funcién peso en el producto
interno, el intervalo en el cual estdn definidas estas fuciones y su norma.

2.18.2. Férmula de Rodrigues genelarizada

En general todos los polinomios ortogonales {p,(z)} vienen definidos por la férmula de Rodrigues gene-
ralizada
1 d’n,

m@ (w(z)q(x)™)

pn(T) =
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donde w(z),q(x) y p, vienen especficados en el cuadro 2.2 para cada conjunto de polinomios ortogonales

2.18.3. Ejemplos de Polinomios Ortogonales

Utilizando la férmula de Rodrigues generalizada, podemos construir algunos polinomios generalizados.
El cuadro 2.3 muestra algunos de ejemplos de estos polinomios ortogonales

’Polinomio\n:O\nzl\ n=2 \ n=3 \ n=4
1 1 1
P, 1 x 5(3x2 -1 5(51‘3 — 3z) §(351‘4 — 3022 +3)
T, 1 T 222 — 1 423 — 3z 8zt — 82?2 + 1
U, 1 2x 422 — 1 8x3 — 4x 16z* — 1222 + 1
H, 1 2z 472 — 2 8z3 — 12z 16x% — 4822 + 12
1 1 1
L, 1 1—z 5952 —2r+1 —6(953 — 922 + 187 — 6) ﬂ(a?4 — 162 + 7222 — 962 + 24)

Cuadro 2.3: Ejemplos de Polinomios Ortogonales

2.18.4. Relaciones de Recurrencia

También se pueden formular, de manera genérica las relaciones de recurrencia. Obviamente, las relaciones
de recurrencia también constituyen una forma alternativa de ir construyendo los polinomios ortogonales. Asi,
un polinomio ortogonal genérico, p,(x), cumplird

p71,+1($) = (an + xbn)pn(z) - Cnpn—l(x)

El cuadro 2.4 contiene las expresiones de los coeficientes para construir las relaciones de recurrencia genera-
lizadas para cada uno de los polinomios

’ Polinomio \ an \ by, \ Cn ‘
P, 0 2n+1 n
n+1 n+1
T, 0 2 1
U, 0 2 1
I 2n+1 1 n
" n+1 n+1 n+1
1o 2n+ 1+« 1 n+ «
" n+1 n+l | n+1

Cuadro 2.4: Funciones para determinar la Relaciéon de Recurrencia Generalizada

2.18.5. Funcidon generatriz generalizada

Para todos los polinomimos ortogonales podemos definir una funcién generatriz G(z,t), de tal manera
que cada uno de los polinomios ortogonales {p,(x)} serd proporcional al coeficiente de t" del desarrollo en
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series de Taylor, en potencias de t alrededor del punto z = 0. Esta funcién generatriz que constituye una
forma alternativa de definir los polinomios ortogonales viene expresada por la serie

oo
Gz, t) = Z Chnpn(z) t" con a, constante
n=0

Las funciones generatrices no son exclusivas de los polinomios ortogonales. Como veremos mas adelante,
existen funciones generatrices para las funciones de Bessel.

| Polinomio | Cp \ G(z,t) ‘
1
P, 1 —_—
Vv1-— 221‘75 + 2
1—-1¢
T 2 —_—
" =2zt & 2z
U, 1 _
1 — 22t 4 t2
H, 1/n! e2rt—x
Ha, 1"/ (2n)! cos(2xt)et”
Hopi 1"/(2n +1)! sen(2xt)e”
) xt
L, 1 e 1—t
1-—t¢
xt
1 ot
L 1 ———e 1t
n (—0e

Cuadro 2.5: Funciones para determinar la funcién generatriz generalizada

2.18.6. Ecuacion diferencial para los Polinomios Ortogonales

Cada uno de los polinomios ortogonales habra de ser solucién de una ecuacién diferencial ordinaria de la

forma () dpn ()
Pn{T Pn\T _
92('73) da2 +g1($) dz +anpn(x) =0

En el cuadro 2.6 mostramos las expresiones para los coeficientes de las ecuaciones correspondientes a las
ecuaciones diferenciales para las cuales cada uno de los polinomio ortogonales es solucién

2.18.7. Aplicaciones para los polinomios ortogonales
Interpolacién polinomial de puntos experimentales

Muchas veces nos encontramos con la situacion en la cual tenemos un conjunto de n medidas o puntos
experimentales {(z1,y1) = f(z1), (z2,y2) = f(z2), -, (Tn,yn) = f(xn)} vy para modelar ese experimento
quisiéramos una funcién que ajuste estos puntos. El tener una funcién nos provee la gran ventaja de poder
intuir o aproximar los puntos que no hemos medido. La funcién candidata mas inmediata es un polinomio
y debemos definir el grado del polinomio y la estrategia que aproxime esos puntos. Si queremos aproximar
esos puntos por una recta el Método de Minimos Cuadrados es el méas utilizado.

Puede ser que el polinomio no sea lineal y sea necesarios ajustar esos puntos a un polinomio tal que
éste pase por los puntos experimentales. Queda entonces por decidir la estrategia. Esto es, ajustamos la
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Polinomio | g(z) | g91(x) | n |

Pn 1— x2 —2x TL(TL + 1)

T, 1— a2 - n?

U, 1— 22 —2r n(n+1)

H, 1 —2x 2n

L, x l1-z n

LY T l-z+a n

Pos -z’ [f—a—z2+a+p) [ n(n+a+B+1)

Cuadro 2.6: Funciones para determinar la ecuacién diferencial para la cual son solucién los polinomios
ortogonales

funcién como “trozos” de polinomios que a su vez se ajusten a subconjuntos: {(x1,y1) = f(x1), (z2,y2) =
f(@2), -, (@m,Ym) = f(zm)}, con m < n, de los puntos experimentales En este caso tendremos una funcién
de ajuste, para cada conjunto de puntos.

También podemos ajustar la funcién a todo el conjunto de puntos experimentales y, en ese caso, el
maximo grado del polinomio que los ajuste serd n — 1. Para encontrar este polinomio lo expresaremos como
una combinacién lineal de Polinomios de Legendre. Esto es:

y1 = f(z1) = CoPo(x1) + C1Py(z1) + -+ Crom1 Py (21)
P(z) = f(z) nZC Pi(z) = y2 = f(x2) = CoPo(x2) + C1Pi(x2) + -+ Cpm1 Pr—1(22)
r)=J\r) = k Pr(z '

Yn = f(xn) = COPO(xn) + Clpl(xn) + -+ Cnflpnfl(xn)

que no es otra cosa que un sistema de n ecuaciones con n incégnitas: los coeficientes {Co, Cy, -+ Cp_1} Al
resolver el sistema de ecuaciones y obtener los coeficientes, podremos obtener la funcién polinémica que
interpola esos puntos.

Una expansiéon equivalente se pudo haber logrado con cualquier otro conjunto de polinomios ortogonales,
ya que ellos son base del espacio de funciones. Es importante hacer notar que debido a que los polinomios de
Legendre estan definidos en el intervalo [—1, 1] los puntos experimentales deberdn re-escalarse a ese intervalo
para poder encontrar el polinomio de interpolaciéon como combinacién lineal de los Polinomios de Legendre.
Esto se puede hacer con la ayuda del siguiente cambio de variable:

_ (bfa)t+b+a’ do — b—a
2 2

Consideremos los puntos experimentales representado en la figura 2.12. Al construir el sistema de ecua-

ciones obtendremos: (a =2y b= 12)

(—1,8)@ 8=Cop—C1+Cy —C3+Cy—Cs

dt

/\
U‘\OJ

10200—3014-%024-%03 125C4+3125C5

/\
U‘\H

4

11 =Co - %Cl 02 + 35 5 Cs + 125 % Ca — 3916215 Cs

18

(55
(5

(1,34):> 3M4=Cy+C1+Co+C3+Cy+Csx

J

18=Co+5C1— 5502 — 5505+ {55 Ca+ 3755 Cs

U‘\H

10) =
1)
)
)=

20

U‘\C»J

20:Co+§cl+%02—%03— 12504—341727505
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G ’ i) ’

30

254 25

'
=

Figura 2.12: En el lado izquierdo se muestran el conjunto de puntos experimentales:
{(2,8),(4,10),(6,11),(8,18),(10,20), (12,34)} y a la derecha la funcién polinémica que los interpola.

y al resolver el sistema obtendremos que

2249 3043 1775 175 625 14375
=T 973350 50 T YT e T 30
con lo cual
2249 3043 1775 175 625 14375
Pla) = f(x) = T+ 556 g5 £ (20) — 576 P (3:0) + goe P(4,0) + 550 P (5,2)

la interpolaciéon queda representada en al figura 2.12.

Es importante se nalar que mientras mas puntos experimentales se incluyan para la interpolacion, el
polinomio resultante serd de mayor grado y, por lo tanto incluiréd oscilaciones que distorcionaran una apro-
ximacién més razonable. Por ello, la estrategia de hacer la interpolacion a trozos, digamos de tres puntos en
tres puntos, generard un mejor ajuste, pero sera una funcién (polinomio) continua a trozos.
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Practicando con Maple:

> restart: with(plots):

> pointplot([2,8],[4,10],[6,11],[8,18],[10,20],[12,34]);

>

> P:=pointplot([-1,8],[-3/5,10],[-1/5,11],[1/5,18],[3/5,20],[1,34]):
> eql:=C0-C1+C2-C3+C4-C5=8:
eq2:=C0-3/5%C1+1/25%C2+9/25%C3-51/125%C4+477/3125%C5=10:
eq3:=C0-1/5*C1-11/25*C2+7/25%C3+29/125%C4-961/3125*%C5=11:
eq4:=C0+1/5*C1-11/25*C2-7/25%C3+29/125+%C4+961/3125*%C5=18:
eqb:=C0+3/5*C1+1/25%C2-9/25*%C3-51/125%C4-477/3125%C5=20:

> eq6:=C0+C1+C2+C3+C4+C5=34:

> s:=solve(eql,eq2,eq3,eq4,eqb5,eq6, [CO,C1,C2,C3,C4,C5]) ;assign(s);
> f:=C0 + Cl*x + C2*LegendreP(2,x) + C3*LegendreP(3,x) + C4dxLegendreP(4,x)+
C5*LegendreP (5,x) ;

> F:=plot(f,x=-1..1):

> display(F, P);

V VvV V V

Cuadratura de Gauss-Legendre

Una de los usos mas comunes de los polinomios ortogonales es la de aproximar funciones, en particular
integrales que requieren ser resueltas numéricamente. La idea es aproximar una integral, para una funcion
f(z), definida en el intervalo [a,b] y suficientemente bien comportada, por una suma finita de términos
ek f(xr) v estimar el error que cometemos en esta aproximacion. Esto es:

N

b
/ f@)dz =" cpf(zx) + En (2.54)

k=1

Noétese que la intencién es utilizar la funcién a integrar evaluada en un conjunto de puntos estratégicos para
los cuales estan definidos unos coeficientes, también inteligentemente seleccionados. Es decir se requieren 2N
ntmeros (¢ y los 2 con k = 1,2,--- N). Mds atin, esas 2N cantidades pueden ser seleccionadas de forma
tal que la aproximacion es exacta Ey = 0 cuando f(z) es un polinomio de grado < 2N — 1.

Supongamos, para empezar que la funcién f(x) estd definida para z € [~1,1]'? y por lo tanto los
polinomios ortogonales que seleccionaremos para aproximar la integral (y la funcién) serdn los del Legendre
(igual pudimos haber utilizado los polinomios de Tchebychev), con lo cual

f(fl:) = Zakpk(‘r) )
k=0

donde:

ar = <k+;> /11 dz f(x)Pr(x) y ap = ;/11 dz f(x).

Con lo cual
N

1 N 0o 0o N
/ f(z)de = chf(:ck) = Z Cr Z an Py (xy) = Z an chPn(mk) .
-1 n=0 k=1

k=1 k=1 n=0

12Esta no es una limitacién muy severa porque siempre podemos hacer, como ya vimos, un cambio de variable del tipo

T = (l’*?a) t+ (HT") y convertir cualquier intervalo cerrado [a,b] en un intervalo cerrado [—1,1].
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Quedan todavia por determinar los pesos ci y los puntos xy. Para ello procedemos de la siguiente forma.
Notamos que Py (x) tiene N raices, = x;, en el intervalo —1 < 2 < 1. Entonces, si seleccionamos esos
puntos & = x; para evaluar la funcién f(xy) se anulan el coeficiente para el término ay y, ademas podremos
encontrar los pesos ¢ resolviendo el sistema de N ecuaciones de la forma

N

N N
chPo(mj):ch=2 A chPk(xj)zo parak=1,2,---N —1
j=1 j=1 Jj=1

donde los Py (z;) son los distintos polinomios evaluados en las raices del polinomio de grado N, i.e. Py(z;) =0
Se puede demostrar que la solucion de este sistema provee los pesos escritos de la forma
2 dP
Y 5, donde: Py(z;) = 4Py (@)
(1 —a3) (PN (z;)) dz fo—,

Maés atin, podremos escribir

Cj =

1 N o0 N
/ f(z)dr = chf(xk) =2a0+FEx con En= Z an chpn(mk) ,
-1 k=1

n=N+1 k=1
pero como

e ' -
ao—i/ldxf(x) = Aldxf(x)—;ckf(ifk)_EN

Es decir, demostramos que es posible aproximar la integral del la funcién con un promedio pesado de la
funcién evaluada en unos puntos estratégicos. Los puntos estratégicos son los ceros del polinomio de Legendre
de grado igual al niimero de puntos con los cuales se quiere aproximar la funcién y los pesos vienen de resolver
las ecuaciones para los coeficientes de la expansién. En el cuadro 2.7 se ilustran los valores de los puntos de
interpolacion y sus pesos correspondientes.

Es inmediato comprobar que si f(z) es un polinomio de grado < N — 1 la aproximacién es exacta y el
error es nulo. Pero lo que realmente hace 1til a este tipo de aproximaciones es que también serd exacta para
polinomios de grado < 2N — 1. Esto se puede ver si expresamos un polinomio de grado 2N — 1 como la suma
de dos polinomios

f(2) = Py(@)Y1 (@) + Ya(a)

donde Y7 y Y5 son polinomios de grado N — 1. Entonces, al integrar miembro a miembro

/1 dz f(z) = /1 dz P]\;(gc)Yl(:E)—i—/1 dz Ys(z)

-1 —1 —1

=0

el primer término se anula por ser Py, ortogonal a cualquier polinomio de grado inferior, y el segundo
término no es més que el caso que analizamos anteriormente de un polinomio de grado < N — 1.
Puede resultar conveniente escribir la ecuacién

/abf(x)dxzb;“/llf<(b_a)t;b+“)dt

Entonces, para la cuadratura de Gauss-Legendre

/abf(:z:)dl’ aniCkf<(ba)t;;+b+a>

k=1

donde los t, son las raices de Py(t) = 0.
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2
N Py(z:)=0 c; = 2N —1
i) 7T (1) (Py(ey)’
2 +/3/3 1
3 0 8/9 5
+15/5 5/9
4 | £0,3399810436 0,65214515 7
+0,8611363116 0,34785485
5 0 0,56888889 9
+0,5384693101 0,47862867
+0,9061798459 0,23692689
6 | £0,2386191861 0,46791393 11
+0,6612093865 0,36076157
+0,9324695142 0,17132449

Cuadro 2.7: Puntos y pesos para una cuadratura de Gauss-Legendre

Ejemplo Utilizar la formula de cuadratura de dos puntos de Gauss-Legendre para calcular

4
/ (2 — 2z + 1)dx
2

Entonces, N = 2:

/24(x2_2x+1)d$ _ 42 [le((4—2)t1+4+2) +02f<(4—2)t2+4+2ﬂ

2 2 2

W <2t12+ 6) ) (2t22+ 6> iy (2\/3/23+6> L <2\/§2/3+6>

4/3 13 43 13 26

3 3 3 3 3

Estrategia General para cuadraturas de Gauss

Para el caso general, la aproximacion de una integral

b N
[ s w@s@) = Y e,
a k=1
donde las {z1, -z, - xn} son los ceros del polinomio ortogonal, de grado N, py(z), elegido para hacer
esta aproximacién. Los N pesos {c1,- - ¢k, -cy} surgen de resolver el sistema de ecuaciones
N h, b N
ch :—(2) con hoz/ w(x)pi(z)dz A chpk(xj) =0 parak=12,---N—-1.
. pO a -
j=1 j=1
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Asi para aproximar integrales con funciones pesos, w(z), utilizaremos cuadraturas adaptadas a los polinomios
ortogonales. Esto es

o] 00 1
_ - . f(x)
dx e % f(x) = Laguerre, / dx e xzf 2) = Hermite, dx ———== = Tchebychev.
/ (v) B (@) R

Ejercicio Para integrales con funciones peso del tipo

1
V1—z2

w(z) =

los pesos son: w; = 7/N, rsultando

I (O k=3
/_1dx\/1irix2:NkZ_lf(:ck), con xk:cos( N2)7T

Muestre que para un intervalo arbitrario a < x < b, esta tultima integral es:

’ f(z) LT
/adx (x—a)(b—x)*NZ‘f(x’“)

donde:

1 1
xR = 2(b+a)+2(b—a)c05<

I
=\ |
=
N——
3

2.19. Series y transformadas de Fourier

Otro de los casos de expansién en una base completa de funciones lo constituyen la base de Fourier. En
este caso la serie de Fourier la constituyen funciones continuas, reales de variable real y definidas en [0, 27],

Cﬁfzﬂ], en término de funciones trigonométricas.
Esto es el conjunto de funciones {|u1), |u2), |us), -+ ,|u,) -} representadas por
lug) =1, |uan) = cos(nx) y |ugn—1) = sen(nz), conn=123,---
Es claro que {|u1), |u2), |ug)---,|un), -} es un conjunto de funciones ortogonales por cuanto

fo% dz sen(nz)sen(mz) =0
0 si n#m fo% dz cos(nz)sen(mz) = 0

fo% dz cos(nz) cos(mzx) =0
(Un [tm) = Opnm| [tn) |2 =

fOQW dz =27
llun)[? si n=m fOQﬂ dz cos’(nz) =7

f027r dz sen?(nz) =7
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sewroorh wave
Square wave

14
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0.5 n.8
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X
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Figura 2.13: Expansiones de Varias funciones en sumas parciales de Series de Fourier. Tomado de Eric W.
Weisstein. Fourier Series. http://mathworld.wolfram.com/FourierSeries.html

Por lo tanto, podremos construir una base ortonormal de funciones
{le1), le2), |es), -+ ,len), -} de la forma

|eo>:\/%, |egn>=%cos(n:ﬁ) v |egn_1>=%sen(nx)

Tal y como se muestra en la figura 2.13 distintas funciones pueden ser expandidas con sumas parciales de
Fourier. A diferencia de las series de potencias, que imponen que las funciones a ser expandidas deben ser
continuas y continuamente diferenciables en el intervalo, la series de Fourier pueden representar funciones
continuas a trozos, siempre y cuando cumplan con algunas condiciones.

Por lo tanto cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27] puede expresarse en términos de esta base
como

\/%fo%dxf(x)zcozao si i=0
= Zci lei) = ci={e |f)= ﬁfo% dz f(x) cos(nx) = can = am, si i=2n

f dz f(z) sen(nz) =cop_1 =by, si i=2n-—1
donde los ¢; son los coeficientes de Fourier, con lo cual podemos escribir

ag
5 Z an, cos(nz) + bysen(nz))

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 121


http://mathworld.wolfram.com/FourierSeries.html

Matematicas Avanzadas: Variable Compleja, Series y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

el término ag es colocado fuera de la sumatoria, y multiplicado por 1/2, solo por conveniencia.
De manera equivalente, si el periodo es T' y para un un ty genérico

to+T
a= = too dt f(t)

— 2mnt omnt
F(t) = % + Z l:an cos (?) + b,,sen (7;?)] con ay, = % tt)0+T da f( )COS (2.,51“)

n=1

bn= 2 [T dt f(t) sen (222)

La figura 2.13 muestra la aproximacion de las distintas sumas parciales para distintas funciones, a medida
que aumentamos el nimero de términos la aproximacion mejora.

Podemos expresar la expansién de una serie de Fourier de manera mas compacta atendendiendo a las
expresiones anteriores. Esta expresion se conoce en algunos dmbitos como la expresiéon integral para la series
de Fourier

Fa) = = [ arso

o0

+ Z {[ 0277 dt f(t) cos(nt)] cos(nx) + [

n=1

2m

dt f(t) sen(nt)} sen(nm)}

0

2
F(z) = \/ﬂ/ dt f(t +Z/ dt f(t)cos(n[t — x]).

También es muy comun expresar una serie de Fourier en término de una base compleja. Vale decir
{- n) - }e e} con k =0,+1,+2,---. Con lo cual

_ - S — ikx ~ <¢k|f> 1 —ikx
_k:Z—ooCk|¢k :k_Z_OOCke con G = (x| dr) Z/ de e e)

Podremos reescribir (una vez més) la expresiéon de una suma parcial de la Serie de Fourier, dado que

™

ap, cos(nz) + b, sen(nz) = % / dt f(t) cos(n[t — z])

—T
tendremos que

n

[ak cos(kx) + bgsen(kx)] = dt f(t) cos(n(t — x))
1 ' ’ k=1 { /

[Lasofz ey () }]

+

NE

Foz) = 3

3 =
Il

R

y al sumar la progresién geometrica que representa una serie de exponenciales llegamos a

Faw) = 5= [t 510 [Se“ (n+3) (¢ "”))] = 5= [ a0 K.

2m sen (3(t — x)) or |

la cual siempre es convergente y el término

_|sen ((n + %) (t— x))
Kn,t) = l sen (3 (t — z)) 1
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se conoce como el nicleo de la transformacion de F', el Kernel de Dirichlet.

La pregunta bésica que sigue es, en todos estos casos: ; como se relaciona la expansion de Fourier
|f) & F(z) con la funcién f(¢) que genera los coeficientes de la expansién? Nétese que es una forma de mirar
una relacién entre F(z) «» f(t). Pasamos de f(t) a F(x) mediante una “transformacién”

1 ™

F,(x) = by de f(t) K(z,n,t)

—T

Este tipo de relaciones se denomina transformacién integral y en particular ésta es una de las expresiones
de las llamadas Transformaciones de Fourier.

2.20. Condiciones de Dirichlet

Las condiciones que una determinada funcién f(z) debe cumplir para poder ser representada como una
serie de Fourier, se conocen con el nombre de condiciones de Dirichlet!'? las cuales pueden ser esquematizadas
en los siguientes puntos:

s la funcién f(x) debe ser periédica

s la funcién f(z) debe se univaluada y continua a trozos (continua menos, en un nimero finito de puntos)
con un numero finito de maximos y minimos

s la integral ffé% dz|f(z)| debe ser convergente. Donde [—T/2,T/2] quiere indicar el intervalo de defi-
nicién de una funcién con periodo 7.

Podemos formalizar un poco mas las condiciones de Dirichlet en el llamado Teorema de Fourier.

Teorema de Fourier Sea f(x) una funcién en el intervalo —m < z < 7 y definida para el resto de la recta
real tal que cumpla con f(z + 27) = f(z). Es decir f(z) es 2r—periddica. Supongamos ademds que existe la
integral

T 1 K .
/ dz f(z), yque Cp= o dz e ™ f(x) conk=0,+1,42, - .
T

—T —T
y si | f(x)] estd acotada para un intervalo [a,b] con —7 < a < x < b < 7, entonces
- 1
F(z) = Z Cre™ ™" es convergente al valor F(z) = - ( lim f(z+e¢€)+ lim f(z— e))
2 e—0_

e—0
k=—o0 +

y si f(z) es continua en & = xy entonces F(xg) — f(x0).

En este punto se pueden puntualizar varias cosas:

1. El valor F(z) = % (imeo, f(z +€) 4+ im0, f(z —€)) al cual converge la expansién de Fourier,
cobra particular importancia cuando el punto x = x¢ es una discontinuidad. Tal y como veremos mas
adelante (seccién 2.22.1) y expresa este teorema, las series de Fourier son particularmente apropiadas
para expandir funciones discontinuas (en un nuimero finito de puntos en el intervalo), sin embargo,
por ser una base de funciones continuas no puede reproducir la discontinuidad como tal. La expansion
de Fourier alrededor de un punto de discontinuidad & — x4 tenderd al valor F(z) — F(z19) = Fi,

13Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805 - 1859. Matemético Aleman con importantes contribuciones en Teorfas
de ntiimeros Algebraica, Series y aproximaciones de funciones y ecuaciones diferenciales parciales.
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donde F,,, = w Es decir, tendera al valor medio de los valores de la discontinuidad por la
izquierda F'(x_q) y por la derecha F(z).

2. Si los coeficientes de Fourier tienen variaciones acotadas en el intervalo y |Cx| — 0 con k — oc.
Entonces

oo

Sial =5 [ alf@p e —ao+2\a +8l= [ dolfp

k=—o00 —T

que no es otra cosa que la expresion de la completitud de esta base de funciones.

2.21. Algunos ejemplos de expansiones en series de Fourier

Para ilustrar esta relacién entre la funcién f(x) y su expansién en serie de Fourier F(z) analicemos
algunos ejemplos tipicos

2.21.1. Ondas Cuadradas

Para empezar, el caso de una funcién muy conocida en el ambito de los circuitos eléctrico. Una onda

cuadrada
-1 si — 7T <t<0

f(t) =
+1 si0<t< 3T,

En este caso se puede integrar entre [0,7/2] y luego multiplicar todo por 2.

T
2 [z 2mnt
ay = —/th:L On = —/ (7m>dt:sen(mr):07
nm

b, = 7/ <27Tnt)d _ 1—cos(nm) _ 1_(_1)n7

nm nm

Entonces solo sobreviven los b, 11 ya que coeficientes pares se anulan: by, = 0.

2mnt\ 4 ( sen(3wt)  sen(bwt)  sen(Twt)
f()—ao—|—22bnsen( T >—1+W(ben(wt)—|— 3 + 3 + 7 +

n=1

donde hemos denotado w = 27/T.

Al definir la funcién w podemos interpretar los coeficientes de Fourier a,,, b, como las contribuciones de
cada uno de los arménicos a,, b, — w, = Q”T” A partir de estas contribuciones se construye el espectro de
potencia, el cual esté relacionado con la energia que aporta cada uno de estos arménicos. Por ello construimos
un cantidad E,, = \/a2 + b2 y graficamos E,, vs n tal y como se puede comprobar en la figura 2.14, cuadrantes
IV y VII. Se encuentra que se puede asociar un espectro de potencia a cada se nal y con lo cual realizar una
especie de identificacion.

En este punto podemos hacernos algunas preguntas:

= ;qué hubiera pasado si en vez de considerar el intervalo (f%, %) hubieramos considerado (0,77
= ;tendriamos el mismo desarrollo en serie de Fourier?
= ;el mismo espectro?

Justifique sus respuestas.
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2.21.2. Variedades de dientes de sierra

Otra funcién muy comin es la denominada dientes de sierra
ft)=at si0<t<T, con a constante

los coeficientes son los siguientes:

2 T
apy = = atdt = aT
T Jo
2 [T 2mnt aT 9
an = T/o at cos (T) dt = g [nmsen (2n ) — sen® (n7)] =0,
2 (7 2mnt al
by = = t — |dt=——.
T/O “ sen( T ) nm

Tenemos entonces que

T 2 T n ’

n=1

- 21t T ol & t
f(t):at:auzbnsen(m) _ ol _al Smsen(wnt) o 0<i<T
2 n=1
En el caso particular de hacer a =3 y T' = 2 — w,, = nm, entonces:

flt)=3t=3-

3o

i sen (nmt) 5_ 6sen (mt) 3sen(2mit) 2sen(37t) 3sen(4dmt) OGsen(5mt) n
= n N U 0 s 2m om

La figura 2.14 (cuadrantes V y VI) muestra la construccién de esta funcién y su representacién en Series de
Fourier.

A partir de esta funcién podemos hacer unas variaciones. Por ejemplo considérese la funcién

a= 2 f_Tﬁg atdt =0
=T T
ft)=at si - <t< 5 cona constante = ¢ a, = 2 f_Tq/iQ atcos () dt =0
bp= % ffﬁz atsen (¥Z2)dt = —7GTEL_TF1)n )
Claramente es una funcién impar f(—xz) = —f(z) y as{ lo refleja su expansién en series de Fourier. Si

hacemos a =3y T = 2 — w, = nn tendremos que la expresién para de la serie es

t) =3t = — <t <L
1) T ™ ™ 21 5T con 2 - =

Gsen(wt) 3sen(2wt) 2sen(3wt) 3sen(4dnwt) 6sen(5mt) -T T

la cual, si bien es parecida no es igual a la anterior, debido que estamos expandiendo otra funcién.
Otra variacién posible de la funcién “diente de sierra” puede ser la versién completamente par del “diente”,

f(=z) = f(x). Esta es
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El céalculo de los coeficientes resulta en:

2 T/2 aT
@ = = / (—at)dt + = / atdt = —-,
/2 T Jo 2
a, = /T/2 at)cos( ik )d +T atcos( Tn )dt: :znz (D" —1],
2mnit 2 [T/2 2mnt
b, = T/T/Z(—at)sen <T> dt+f/0 atsen( T )d t=0.

En este caso son los coeficiente b, los que se anulan. Adicionalmente, nétese que para n par, los coeficientes
a, también se anulan, Otra vez, si hacemos a =3y T = 2 — w,, = nx tendremos la serie:

) 3 12cos(mt) 4dcos(3mt) 12 cos(57i) n -T i< T
=2 _ _ ... con — l
2 2 3 25 2 2~ 72

2.21.3. Funcién cuadratica

Otro caso, complementario al anterior por sus propiedades de simetria, es la expansion en series de Fourier
de la funcién f(z) = x? para —m < z < 7. Entonces los coeficientes se la expansién serdn

1 (7T 2 _ 2n?
ao—ﬂf7ﬂ$d$ - 3

4(—;)”

flz)=x =

an =2 [ 2? cos(nz)dz

ya que los coeficientes correspondientes a los términos impares b,, se anulan. Con lo cual

_ % i " cos(nx)

Nétese que como un resultado particular, al evaluar en x = 7, se tiene la funcién zeta de Riemann ((2)
2 = 1
“FrlE @)

Pero este caso se presta también para considerar funciones no periédicas. Supongamos que queremos
desarrollar la expansién de Fourier para f(t) = t> pero en este caso con 0 < t < 2. Si este fuera el caso,
empezamos por suponer que la funcién tienen un periodo, digamos 7' = 4. Esto es —2 < ¢ < 2. Con lo cual

2 [ 4 [?
ag = Z/ t2dt:1/t2dt:
—2 0

8
3
2 (2, 2mnt 4 (%, mnt 16 16 .
an = 1[2t cos <4> dt = Z/o t* cos <2> dt = Wcos(mr) = 7TQnQ(fl)

Con lo cual tendremos que

S

2 = (=1)n TN
t* = 3 16; I cos (T) para 0 <t <2
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2.22. Consideraciones de Simetria en series de Fourier

Es de hacer notar que estas propiedades de simetria respecto al periodo de la funcién (f(z) = f(—=z)
simetria y f(z) = —f(—z) antisimetria) para un perfodo —% <z< % pueden y deben ser explotadas para
simplificar los calculos. Esto se puede resumir en

a, =0
b, #0

Pero mas interesante ain es cuando estas propiedades de simetria se presentan en un cuarto del periodo.
Vale decir, que f(z) serd par o impar respecto a T'/4 i.e. f (% + x) =4f (% — z) = f(—s) = xf(s) donde

s =T _ 2. Entonces
9 [rotT 2
bn:T/ro dsf(s)sen(?s—i—?)

f(z) = f(—x) = { Z” j(()) y alternativamente f(z) = —f(—x) = {

4

Donde los limites de integracién no se han visto alterados porque la funcién es periédica. Es inmediato

comprobar que
2mns " ™mY\ 2mns (wn) n 2mns (wn)
sen | — 5 | =sen| —=— Jcos (5 cos | —— | sen {5

cos (%n) /woJrT ds f(s)sen <27;?s> + sen (%n) /;[)JFT ds f(s) cos (27;7}3)]

Zo 0

es decir

2
by = o
T

por lo que si n = 2k = sen (%) = sen(wk) =0y sin =2k — 1 = cos (%7‘(‘) = 0. La misma consideracién

se puede hacer para los coeficientes a,, (queda como ejercicio para el lector) y se puede concluir que
= Si f(z) par en T/4 entonces ag,_1 = ba, =0

= Si f(z) impar en T'/4 entonces ag, = bap—1 =0

2.22.1. Tratamiento de discontinuidades

Tal y como hemos mencionado, a diferencia de las series de potencias, las series de Fourier manejan razo-
nablemente bien las discontinuidades, pero por ser una base de funciones continuas, no puede reproducirlas.
Tal y como comentamos en el Teorema de Fourier y muestra la figura 2.15 el valor de las sumas parciales
de Fourier en un punto de discontinuidad x = x4 serd el promedio de los valores F'(x_) (por la izquierda)
y F(z4o) (por la derecha) en la discontinuidad. Esto es la expansién de Fourier alrededor de un punto de

discontinuidad  — zy tenderd al valor F(z) — F(z49) = F), donde F,,, = W

2.23. El Fenémeno de Gibbs

También se muestra en la figura 2.15 que, tanto por la izquierda como por la derecha de la discontinuidad
de la funcién escaldn, las sumas parciales de Fourier oscilan y no convergen a los valores xtg. El comporta-
miento oscilante de las sumas parciales de Fourier alrdedor de las discontinuidades, que no desaparecen ni
en el limite se denominan fenémeno de Gibbs en honor a su descubridor Josiah Willard Gibbs.4

14 Josiah Willard Gibbs 1839 - 1903. Algunos lo consideran el primer Fisico Norteamericano, de hecho fue el primero en
recibir un titulo de doctorado por una universidad norteamericana (Yale University). Hizo importantes aportes en electromagne-
tismo y sobre todo en termodinamica y fisica estadistica, sentando las bases matematicas para estas disciplinas. En mateméticas
es conocido su estudio de las oscilaciones de las expansiones de las series de Fourier en los puntos de discontinuidad.
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Para entender qué pasa en la discontinuidad consideremos una variacién de la onda cuadrada considerada
anteriormente (2.21). Entonces sus sumas parciales serdn

1 si0o<t<m 1

C 2 -
fi) = . = F5 (z)= 5 p E sen ((2k — 1)x)
0 siTt<t<2mw

porque los coeficientes pares (a,) se anulan. Para estudiar el fenémeno de Gibbs reescribimos la suma parcial
anterior de una manera ingeniosa

2 — t 1 2/t - 1 1/t sen(2ns)
;z:: (/0 ds cos(2k — 1)3) =3 + ;/0 ds ZCOS(Zk —1s | = 3 + ;/O ds (sen(s) )

k=1

N)\»—A

Fa ()

donde, utilizando la férmula de Moivre y convirtiendo esa serie de cosenos en una de exponenciales la cual,
a su vez es una progresién geométrica (y le queda la comprobacién al lector), hemos sustituido

Z cos(2k — 1)s — sen(2ns)

sen(s)

Es inmediato convencerse que las sumas parciales F¥, (z) siempre tendran maximos y minimos

dFs, (z) _ sen(2nz)

mm
=0 = = — =1.2.3. ...
d sen(2) para x o con m ,2,3,

Las Series de Fourier tienden a sobre-estimar el valor de los puntos de discontinuidad en +18% esto es
un valor de =~ 1,1789797. La inclusién de més términos en las sumas parciales no mejoran la situacion. El
fenémeno de Gibbs no se restringe a Series de Fourier sino que también se presenta en las demds series de
funciones (ver detalles en la referencia: Arfken-Weber-2000) .

El fenémeno de Gibbs fue observado jexperimentalmente! por primera vez por Albert Michelson.'® Para
finales de 1800 Michelson habia creado un dispositivo mecénico para medir las componentes de Fourier de
seniales eléctricas. Al incorporarle una onda cuadrada observé que una oscilacién inesperada en los puntos
de discontinuidad. Crey6 que esa oscilacién se debia a defectos del dispositivo. Luego de probar miiltiples
tipos de senales periddicas y observar un comportamiento similar, decidié comentérselo a su amigo Willard
Gibbs, de la Universidad Yale. Al poco tiempo Gibbs volvié con una explicacion que dejé intacta la fama de
Michelson como instrumentista. El fenémeno es una consecuencia de la teoria de series de Fourier y no del
equipo disefiado por Michelson'®

2.23.1. Correccion al fenémeno de Gibbs: Factor ¢ de Lanczos

Una de las estrategia para corregir las oscilaciones del fenémeno de Gibbs se le debe a Lanczos!” Consi-
derando el mismo caso de la funcién onda cuadrada, se puede intentar sustituir la funcién oscilante F¢(x)

15 Albert Abraham Michelson Strelno, Prussia, 1852 - Pasadena EEUU. 1931. Premio Nobel en Fisica (1907) uno de los
fisicos experimentales més habilidosos de todos los tiempos. La precisién y lo ingenioso de los instrumentos creados por él son
famosos. Con importantes contribuciones en medidas de fenémenos en éptica. Una de sus contribuciones més conocidas son los
experimentos para mostrar la inexistencia del Ether como medio de trasmisién para el fenémeno electromagnético. Mas detalles
http://nobelprize.org/physics/laureates/1907/michelson-bio.html

16Mé4s detalles http://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_phenomenon

7Cornelius Lanczos 1893 - 1974 Hungria. Mateméatico hingaro con contribuciones importante en Relatividad y Fisica
Tedrica. En matemadticas es conocido inventar la transformada rdpida de Fourier. Mds detalles en http://www-history.mcs.
st-and.ac.uk/Biographies/Lanczos.html
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por su promedio F¢(z) alrededor del punto z. Vale decir

B n T+ n T+ 5
Fiu(o) > Fiofe) == [ TasFg =" [ Tas

™ ™

2n

1 2 1
3 + p z::l o 1sen((2k — l)s)]

desarmando tendremos que

F§.(v) = %/ ds

T2 Tton
T N cos((2k—1
m x kzzl 1)z ol ) $2]

1 2 1
3 + ;Z 5 1ben((2k— 1)8)]

23

F§ () = ] sen((2k — 1)x)

N —
+
R
R
[\~
N
|-
—
—
2
‘21/\
/\g":\
?T‘,-\
|
S—

Con lo cual hemos identificado el factor o de Lanczos. Siguiendo este mismo proceso se puede generalizar
para cualquier funcién de tal modo que una serie de Fourier genérica podra ser corregida con un factor o
para lograr

n—1 k —

_ sen (&

F,(z) = % + E k;)] (ay cos(kzx) + bysen(kx)) = ?O E (ay cos(kzx) + bysen(kx))
k=1 n k=1

2.24. Tranformadas de Fourier

La transformada de Fourier representa (como combinacién lineal de funciones sinusoidadesl) a funciones
definidas en toda la recta real y/o sin una periodicidad definida. Puede ser considerada como la generalizacién
de la representacién en serie de Fourier, y es mayormente utilizada para expresar funciones que varian en el

. 7 . . . . oo .
tiempo con el tinico requ151.t0 que tengan norma acotada, i.e. f._’oo dt |f(t)| finita . . .
Anteriormente hemos visto, que podemos expresar una funcién en término de series de Fourier complejas

o] o]
2nm .
§ Cnel T t — § Cneuunt

donde hemos definido w = 2"%
Ahora bien, podemos hacer T'— oo con lo cual [-T/2,T/2] — [—00, 00] pero también se tiene:
T/2
2 dt f o
T—o0 = % — Y Aw o dw y ademds fT/Qi — 0 ya que / dt f(t) , existe y es acotada.
n —00
Si recordamos la expresion que toman los coeficientes de la expansiéon
1 T/2 —i2nmx e AUJ T/2 . .
Cn= 7/ dee™ 7 flz) = f(t)= —/ dz e " f(z) | et
T J 72 n:z—:oo 2w Jor)2
con lo cual hacer T" — oo | -
flt) = o [m dw et [m do e f(x)

F(w)
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De este modo, la transformada de Fourier de una funcién y su inversa, pueden escribirse como
F(w) = F[f(t :—/ dt e ™™ f(t) < t)=F [F(w z—/ dw " F(w
@ =FFOl = o= [ dte ) e f=F W)= o= [ (@)

2.24.1. Propiedades

Las transformada de Fourier cumplen con las siguiente propiedades, las cuales de derivan de la definicién
arriba expuesta

1. Las transformada de la derivada F[f’(t)] = iwF(w) y en general F[f"(t)] = i"w"F(w). Esta propiedad
es mas o menos inmediata a partir de la definicién integrando por partes

Flf' @) = \/% /_OO dt et f'(t) = L et f(t) L dt et ! (t)iwF (w)

Var =l

2. La transformada de la integral

¢
1
F [/ ds f(s)} = —F(w) + 2mcd(w)
iw
donde la funcién (distribucién) §(w) se denomina delta de Dirac y el término 2wcd(w) representa la
transformada de la constante de integracion
3. Escalamiento F[f(at)] = 2F(%£)
4. Traslacién F[f(t + a)] = €' F(w)

5. Multiplicacién por un exponencial F [e* f(t)] = f(w + i)

2.24.2. Funciones pares e impares

Al igual que en las expansiones de Fourier, la paridad de las funcién f(¢) es importante. Esto se nota
réapidamente a partir de la definicién. Supongamos f(t) = —f(—t), entonces

= [T = [ ooy st 160 = 2 [t senten) 0

con lo cual podremos definir las transformadas de Fourier seno y coseno para funciones impares y pares
respectivamente. Esto es para funciones impares f(t) = — f(—t)

:\/z/ooodtcos(wt)f(t) & ft) \[/ dw cos(wt) F(w)

y para funciones pares f(t) = f(—t)

w):\/Z/Ooodtsen(wt)f(t) o ) \/>/ dw sen(wt) F(w)
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2.24.3. Bases discreta y continuas: La base de Ondas Planas

Haremos una disgresion para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos desa-
rrollado hasta aqui. Tal y como hemos visto repetidas veces, la representacién de un vector |F) en un
espacio vectorial abstracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita
Bpr = {|u1), |ua), |us), - |un)} o discreta e infinita Bpy = {|v1), |v2), |vs) -+ |vn)---}) de la forma:

Soioci lui) =200 (wil F) Jug) < Bpr = {|w), |uz), [us) - |un)}

Z;}io ci |vi) = Zfio (vi] F) [vi) < Bpr = {|v1), [v2), [v3)---[vn) -}

donde en ambos casos:

|F) =

(o) o)
ci = (ui| F) = ch (ui luj) = ch 0ij
j=0 §=0

la intencién ahora sera utilizar la transformada de Fourier para construir la generalizacién de bases discretas
a continua |w,) de tal forma que transformamos el indice de la sumatoria en la variable de una integral

[¥) :/da c(a) |wa)
donde
() = (ws 1) = [ dac@) (ws lwa) = [ dac(a) 3(a=p)

con en la cual 6 (o« — ) es una Delta de Dirac.
Asi, los dos conceptos expresados hasta ahora tienen una expresion:

Propiedad\Base Discreta Continua
Ortogonalidad (vi Jvj) = 045 (wg |wa) =0 (o — B)
Cierre 1=3"20 lv;) (vl 1= [da |wa) (wa]
Expansién |F)=>""gci |ug) |U) = [da c(a) |wa)
Componentes ¢ = (u;| F) c(B) = (wp |¥)
Producto Interno | (G| F)=>"", g f; | (G| F) = [da g* (o) [ ()
Norma FIF) =y 1fi | _(FLF) = [da |f @)

Tlustraremos esta generalizacién con la construccién de la base de ondas planas. Hemos visto que la
transformada compleja de Fourier compleja para una funcién, se puede escribir como

oo ) 0 .
F(s) = / dt et f1) = () = / ds e=i*t P(s)
—0 —00
las cuales reescribiremos en términos mas familiares a la comunidad de fisicos como

¥ (z dp e"p(p) = d(p dz e=P*/" 4 (2)

1 * 1 >

\2rh /700 V21h /700

Hemos tenido cuidado de incluir los factores de normalizacién adecuados para el caso de las descripciones

en mecdnica cuantica. Estas formulas pueden ser reinterpretadas en funcién de los conceptos anteriormente
expuestos y podemos definir una base continua de la forma

L I e Ny Ay W
¥ (@) %/_wdp <%ep 7 () 7 () %/_wdx e ) (@)
vp () v (z)
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por lo cual
v = [ @i = e[ g e
Diremos que la funcién ¢ (x) estd expresada en la base de ondas planas v, (z) = ﬁei pe/h
Nétese

» El indice p de v, (z) varfa de forma continua entre —oo e co.

1

» Que v, () = ﬁei pr/h ¢ 12 es decir no pertenece al espacio vectorial de funciones de cuadrado

integrable ya que su norma diverge

oo o0 1
Gl = [ do o @F = [ do g oo

= Que las proyecciones de 1 (z) sobre la base de ondas planas es ¥ (p) = (v,| ¢)

= La relacién de cierre para esta base se expresa como

o0 o0 1 . ,
1=/da [Va) (Vo 2 / dp vy (z') vp (x) :/ dp %e’ p(x 7$)/h:5(x’—x)

—00

mientras que de la definicién de producto interno, uno obtiene
(vp | vp) = / dz vy (x) v, (x / dp —e <p/_p>/h:(5(p’—p)

2.24.4. Un par de ejemplos
Un ejemplo inmediato lo tenemos al considerar la funcién
; w1
1 sift<1 1 /1 it 1 e ™ —ew 2sen w
t) = = Flw) = — dt 1 e ™" = - =
1) { 0 el resto (w) Vor 1 Vo —iw V2w

el otro ejemplo de uso lo podremos construir a si consideramos la ecuacion diferencial inhomogénea y bus-
camos su solucién

dféf) ~ K%(z) = f(2) \/ﬂ/ dt [ - ) k2 )} e = F(w)

donde F(w) es la transformada de Fourier de la funcién f(z). Utilizando las propiedades de la transformada
de Fourier obtenemos que

|: ):| —iwt K2¢( ) (w) = —kQ(Z;(UJ) - Kzé(w) = F(w) = QZ)(W) = _%

da?

w e

donde hemos representado q@(w) como la transformada de Fourier de la solucién ¢(x). Con lo cual

¢ SU dt ¢ 7'Lwt _ efiwt

\/27r/ \/27T/ k?2+K2
Como solucién formal de la ecuacién diferencial resulta sencilla y el método también es inmediato. El punto
crucial es la solucion del la integral que resulta de la transformacién inversa. Normalmente este tipo de
integrales no son tratables de manera analitica. Pero siempre queda el recurso numérico.
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2.24.5. Tranformadas Discretas de Fourier

Aqui haremos algo més contemporaneo que sera estudiar la versién discreta de esta transformacién. En
general las integrales, en su mayoria, no se pueden resolver analiticamente por lo que tenemos que proceder
a resolverlas de forma numeérica. La mayor parte de los métodos numéricos involucra convertir integrales en
sumatorias. Es decir en series de funciones.

Hemos visto como las funciones trigonométricas (y las exponenciales de argumento imaginario) son or-
togonales bajo integrales evaluadas en un determinado intervalo. En otras palabras con la definicién de
producto interno en un espacio de funciones. Ahora bien, esas mismas funciones (Fourier Generalidades,
cosenos y funciones exponenciales de argumento imaginario) serdn también ortogonales al ser evaluadas en
puntos muy particulares.

Consideremos los siguientes 2N puntos ¢ = % y probaremos que las funciones e
seran ortogonales o dg, en un conjunto esos puntos t;. Esto es

2mipty /T y 627riqtk,/T

1— 2N
2N -1 ) 2N—-1 2N—-1 — =0 r#1
2mipty 1 * 27r7qfk 2misty omisk 1—7r
E e T E e T = e 2N =
k=0 k=0
2N r=1

kT
donde hemos sustituido s = ¢ — p, y evaluado en los puntos ¢ty = — con k = 1,2,3,--- ;2N — 1. Nétese

que la dltima de las series es una serie finita y geométrica con razén r = e(™*)/N  que comienza con 1 y por

lo tanto suma (dependiendo del valor de r) lo que aparece en la llave. Es inmediato convencerse que, para
todo N se cumple que 7>V = €™ = 1 (con s entero) con lo cual se cumple la relacién de ortogonaliadad

que buscamos
2N—1

2mipty, 1% 2miqty
3 [eiT } e~ T = 9Nb, conk=1,2,3 - 2N—1 (2.55)
k=0

. . . - 2mm . C
Si hacemos un ligero cambio de notacién y llamamos w,, = T tendremos algunos cambios, en apariencia,

cosméticos
- 2N -1 2N -1
+ 2k Fwm tk _ :i:wm tr :I:L;J.m tr
e T —e = F(wn) = s (tx) 2.56
SEE DT 0= 57 > F (2.50

La funcién F'(w,,) representa la tranformada discreta de Fourier de la f(¢x). Para despejar la funcién f(tg)
hemos utilizado la relacién de ortogonalidad 2.55.

Consideremos el siguiente f(ty) = cos(t) evaluado en un periodo T' = 27 y dividido, digamos en N = 2
intervalos. Los puntos en los cuales evaluaremos nuestra serie seran 2N = 4, vale decir

kT k'fr 2rm, etwml eimk:‘n'/Q
= oo =11 E=0,1,23 o w,= " N =
FTOoN T O e @ T - ON ON

nétese que la funcién f(¢x) puede ser escrita como un vector f(tx) = (1,0,—1,0), con lo cual para encotrar
la expresion de su tranformada discreta de Fourier, F(w,,), podemos expresar la suma como una matriz de
transformacioén con indices m, k. Esto es

e7577’Ll<:7r/2

— =
2N

e
— = =
o~
|
—_
|
<
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con lo cual

F(wo) 1 1 1 1 1 0
1 2! F(wi) 11 i -1 —i 0 1 1
- Fwm tr 1 _ - - _
Flom) =35 kz_: F(te)e | F(w) 1 -1 1 -1 1 0
=0 F(ws) 1 —i -1 0 0 1

Respecto a la ecuacién 2.56 se deben puntualizar varios elementos

s la frecuencia angular w,, = corresponde a lo que en Fisica se denomina el espacio reciproco (al

temporal), espacio de frecuencias u w-espacio. Por ello la funcién F(w,,) estd expresada en este espacio
de frecuencias, mientras que la funcién f(tz) en el de tiempos.

twm

= La elecciéon de uno de los signos + y — en la expresién e k es arbitraria.

Con lo cual si “reconstruimos” la funcién original a partir de la transformada discreta nos sorprende el
resultado, por cuanto no coincide

1 _. 1 . 1 1
ft) = 56‘”’“ + 56_3”’“ = R[f(tr)] = 3 costy + 5 cos 3ty

Ahora bien, para los puntos ¢, =0, 5,7, y 5 si se cumple que los valores costj, = %cos tr + % cos 3tg. En los

pocos puntos seleccionados costy, y cos 3t se asemejan. En la medida que seleccionemos més puntos en esa
medida se dejan de parecer y la recontruccién de la funcién serda mas fidedigna.
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Programa para generar cuadraturas de Gauss — Legendre para n puntos

> restart: Digits:=20:
> n := 3:

> L := LegendreP(n,z): p:=expand(%);
5 3
p= 523 — ?Z (€)]

I;ar raices de los polinomios de Legendre representan las abscisas del problema
> x := [fsolve(p)];
x:=1[-0.77459666924148337704, 0., 0.77459666924148337704 | )

Se puede construir una procedimiento que tome como entrada una funcioén /*(.x ) y genere los valores
aproximados

[> proced := £ -> sum(c['i']*£(x['i']), 'i'=1l..n):

Se calculan los pesos a partir de resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

> ecs = []:

> for i from 1 to n do

> ecs := [op(ecs),proced(z->z"(i-1)) = int(z"(i-1),z=-1..1)]:
| > end do:

> ecs;

¢t ¢, + ¢, =2,-0.77459666924148337704 ¢ + 0.77459666924148337704 ¢, = 0,

0.60000000000000000001 ¢, + 0.60000000000000000001 ¢, = %

> sys := {op(ecs)}:var := {seq(c[k],k=1l..n)}:
> pesos := solve(sys,var); assign(pesos):
pesos = {cl =0.55555555555555555555, ¢, = 0.88888888888888888891, G

= 0.55555555555555555555}

I:’ara probar el método, generemos aleatoriamente un polinomio de grado 2 7 — 1

> q := randpoly(z,degree=2*n-1);
g=-56—72"+22:"—552 942" +87 - ?3)
con el polinomio anterior construyamos una funcion g (.r)

> g := unapply(q,2);
g=z—-56—72 422" —552—04% 487 @)
apliquemos la regla definida anteriormente

> calculado := proced(q);
calculado = -165.86666666666666667 o)

Calculemos el resultado exacto
> exacto := int(q,z=-1..1);

2488
0=~ ——— 6
exacto 15 6
Ahora podemos comparar el resultado exacto con el aproximado
> evalf(exacto - calculado);
0. ™

FIN
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Figura 2.14: Un par de funciones, definidas con un perido T, a ser expresadas en como expansiones en Series
de Fourier. En los cuadrantes I y II, encontramos una onda cuadrada. La primera (cuadrante I) definida en
un intervalo (—Z, %) y en el cuadrante II la misma funcién definida en un intervalo (0,7"). El cuadrante III
ilustra las aproximaciones de la serie de Fourier para n = 3,7, 20, mientras que el espectro de potencia se
presenta en el cuadrante IV. La onda “diente de sierra”, definida en un intervalo (0,7'), se presenta en el
cuadrante V. Sus aproximaciones en series de Fourier para n = 3,7, 10 se pueden observar en el cuadrante

VI, mientras que el espectro de potencia en el cuadrante VII.

Figura 2.15: Aproximaciones por series de Fourier para la funcién escalén, linea roja. Las curvas corresponden
a sumas parciales de Fourier: Fyo(z), Fioo(x), Faoo(2),
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