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Introduccién

El contenido de este libro no es mas que la recopilacién de las notas de clases...



Capitulo 1

Los vectores de siempre



1.1. Vectores, escalares y algebra vectorial

Desde los primeros cursos de Fisica en educaciéon media, venimos hablando de vectores como cantidades
que tienen que ser representadas con mas de un nimero. Son varias las razones que obligan a introducir este
(y otro) tipo de cantidades “multidimensionales”. Enumeraremos algunas que, a nuestro criterio personal,
son las méas representativas.

1. Necesidad de modelos matematicos de la naturaleza. Desde los albores del renacimiento, con
Galileo Galilei a la cabeza, nos es imperioso representar cantidades de manera precisa. Las matematicas
nos apoyan en esta necesidad de precisién y desde ese entonces son el lenguaje de la actividad cientifica.

2. Los modelos tienen que tener contrastacién experimental. Las ciencias y sus modelos, en ultima
instancia, tienen que ver con la realidad, con la naturaleza y por ello debemos medir y contrastar las
hipétesis con esa realidad que modelamos. Necesitamos representar cantidades medibles (observables)
y que, por lo tanto, tienen que ser representadas de la forma maés compacta, pero a la vez méas precisa
posible.

3. Las leyes de los modelos deben ser independiente de los observadores. Cuando menos a
una familia significativa de observadores, el comportamiento de la naturaleza no puede depender de la
percepcion de un determinado observador, por lo tanto, los modelos que construimos para describirla
tampoco pueden depender de los observadores.

Es comin que tropecemos con: escalares, vectores, tensores y espinores, dependiendo del numero de
cantidades que necesitemos para representar determinado objeto matematico. Podremos constatar que las
leyes de la Fisica vienen escritas en forma vectorial (o tensorial) y, por lo tanto, serd la misma ley para la
familia de observadores equivalentes.

1.1.1. Escalares y vectores

Dejaremos para més adelante caracterizar objetos como tensores y espinores, por ahora nos contentaremos
con refrescar nuestros recuerdos con cantidades.como:

Escalares: Seran aquellas cantidades las cuales se representan con UN solo nimero, una magnitud: temperatura,
volumen, masa, entre otras..Es costumbre no denotarlas de manera especial, asi T = 5°C representard
una temperatura de 5 grados centigrados.

Vectores: Seran cantidades las cuales, para ser representadas por un objeto matematicos requieren mas de una
cantidad: requieren de UN nimero, UNA direccién y UN sentido. Entre las cantidades que tipicamente
reconocemos como vectores estan: la velocidad, la aceleracién, la fuerza En términos graficos podremos
decir que un vector serd un segmento orientado, en el cual la dimensién del segmento representara su
modulo y su orientacion la direccion y el sentido. Para diferenciarlos de las cantidades escalares hay
una variedad de representaciones, entre ellas: en negrita a; con una flecha arriba de la cantidad @; con
una tilde arriba o abajo a; o explicitando el origen del segmento orientado O? El médulo del vector lo
representaremos dentro de la funcién valor absoluto, o sencillamente sin la flecha arriba a = |a| = |d].

Los vectores son independientes del sistema de coordenadas. Sus caracteristicas (mddulo, direccién y
sentido) se preservaran en todos los sistemas de coordenadas. Mds ain, habrd vectores que podremos des-
plazarlos (eonservando su médulo direccién y sentido) paralelos a ellos mismos, en el espacio y seguirdn
siendo los mismos, por ello encontraremos el término de vectores deslizantes. Un ejemplo son las fuerzas que
actiian en un determinado cuerpo, como se muestra el cuadrante I en la Figura 1.1. También habré vectores



Figura 1.1: Vectores y sus operaciones

atados a un punto en el espacio, por cuanto representan una de sus propiedades: la velocidad del viento, el
campo eléctrico, o sus variaciones son algunos ejemplos de estos vectores atados (observe la Figura 1.2 como
ejemplos ilustrativos).

1.1.2. Algebra de vectores

Enumeraremos rapidamente el algebra de vectores sin hacer referencia a un sistema de coordenadas.
Desde cursos anteriores nos ensenaron a representar graficamente este algebra, asi tenemos que:

Vector nulo. Es aquel que tiene por mddulo cero y no se le pude asignar direcciéon ni sentido. Podremos
comparar vectores si tienen la misma direccion y sentido. El frecuente representar al vector nulo por 0.

Vector unitario. Es‘aquel que tiene por médulo la unidad, es muy til por cuanto, para efectos algebraicos,
“contiene” unicamente direccion y sentido. Lo denotaremos con un acento circunflejo, cominmente llamado
“sombrero” 1, = |%:|, con lo cual todo vector se podré expresar por un modulo en la direccién y sentido de

un vector unitario: a = |a| Q.

Comparaciéon de vectores. Al comparar sus médulos diremos que pueden ser mayores, menores o iguales.
Por lo tanto, tal y como mostramos en el cuadrante IIa de la Figura 1.1, dos vectores serdn iguales, a = b,
si tienen la misma direccién y sentido.
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Figura 1.2: Ejemplos de vectores atados

Multiplicaciéon por un escalar. Un vector multiplicado por un escalar, o, cambiara su médulo si a > 0
y cambiara su sentido, y eventualmente su médulo, si o < 0. Tal y como puede apreciarse en el cuadrante Ila
de la Figura 1.1. Claramente dos vectores proporcionales serdn colineales. Diremos ademds, que el inverso
del vector a serd la multiplicacién de a por (—1). Esto es ¢ = (—1)a = —a.

Suma de vectores. Aprendimos que para sumar vectores utilizamos la regla del paralelogramo, es decir,
desplazamos paralelamente uno de los vectores y lo colocamos a continuacién del otro, de tal forma que
la diagonal del paralelogramo, que-tiene por lados los vectores sumandos, constituye el vector suma (ver
cuadrantes IIa y IIb de la'Figura 1.1). Este esquema se puede generalizar para varios vectores tal y como lo
mostramos en el cuadrante I1I de'la Figura 1.1. Alli construimos un poligono cuyos lados los constituyen los
vectores sumandos a,b,c, dynconn=a+b+c+d.

Noétese que atin en el caso tridimensional, el vector suma siempre serd coplanar (estard en el mismo plano)
a los sumandos que lo generaron.

Igualmente, podemos definir la resta de vectores al sumar el inverso. Esto es

a—b=a+(-b) =0=a—a=a+(-a).

En términos gréficos la resta de dos vectores se representa colocando los vectores (minuendo y sustraendo)
con el mismo origen y uniendo las cabezas de flecha. Dependiendo de cual vector es el minuendo y cual
sustraendo el vector resta apuntard del sustraendo hacia el minuendo, esto es, (a+b+c¢) —a=b+c.



Claramente, el médulo del vector resta representa la distancia entre los dos extremos de los vectores
minuendo y el sustraendo

Un resumen de propiedades. Podemos resumir las propiedades del algebra de vectores como sigue:

= La suma de vectores:

e tiene un Unico elemento neutro 0 +a=a+ 0 = a, Va,

e existe un elemento simétrico —a (uno para cada vector) tal que 0 =a —a=a+ (—a),
e es conmutativa a4+ b =Db + a,

e es asociativa (a+b)+c=a+ (b +c),

e es distributiva respecto a la multiplicacién por escalares: o (a 4+ b) = aa + ab;

= La multiplicacién de escalares por vectores:

e es conmutativa aa = aa,
e es asociativa a (fa) = (af) a,
e es distributiva (a 4+ ) a = aa + fa.

1.2. Independencia lineal y las bases para vectores

Armados con el dlgebra y explicitando sus propiedades podemos construir la primera aproximacién a uno
de los conceptos fundamentales del algebra lineal. La nocién de independencia o dependencia lineal.
Diremos que tres vectores a, b, ¢ son linealmente independientes si se cumple que

aa+fb+yc=0 = a=p=7=0

es decir, que la inica manera que al sumar cualquier multiplo de'a, b y ¢ de manera que la suma se anule es
obligando a que los escalares sean necesariamente nulos. Si no se cumple lo anterior entonces diremos que
uno de los vectores sera linealmente dependiente y por lo tanto se podra expresar como combinacién lineal
de los otros dos

a#0

aa+ b+~ c=0 algunode 8#0 » = c=aa+fb
¥#0
Los vectores linealmente independientes formaran una base para el espacio donde estos vectores “viven” y
el nimero méaximo de vectores linealmente independientes sera la dimensién de ese espacio de “residencia”.
Tratemos de concretar algunas de estas afirmaciones.

Dos vectores linealmente dependientes son colineales. Es claro que

40 a= —gb
@
aa+ L b=0 -con alguno de =
g : { B#0 } o

=——a

5
el contrario también serd cierto: si dos vectores son colineales ellos serdn linealmente dependientes.
a=XMb =aa+pfb=0 =a\b+pb=0 = (aA+F)b=0 :)\:—é,
@

con lo cual podremos afirmar que si dos vectores son linealmente independientes ellos no son colineales.



Tres vectores linealmente dependientes son coplanares. Es claro que por ser los tres vectores lineal-
mente dependientes al menos uno de los escalares tiene que ser distinto de cero, digamos v, esto es

aa+pfb+yc=0 = c:—ga—ébzgla—i—EQb,

Y Y

pero como &'a oc a y €2 b o< b, esto significa que £'a y a son colineales, de la misma manera que £2b y b, y
por lo tanto, la suma estard en el mismo plano.

Dos vectores linealmente independientes expanden todos los wvectores coplanares. Dado dos
vectores a y b linealmente independientes, entonces cualquier vector ¢, coplanar con a y b, podra expresarse
como una combinacién lineal de éstos. Diremos que ¢ se expresa en términos de a y b como ¢ = £'a +£2b
y esa expresion es unica.

La primera de las afirmaciones es directa por cuanto hemos visto que si a y b son linealmente indepen-
dientes y ¢ es coplanar con a y b, entonces, necesariamente a,b y c son linealmente dependientes. Esto

es: 5
@
aa+pfb+yc=0= c=—-——a—~—
Y Y
La demostracién de que la expansién es tinica viene de suponer que existen dos maneras distintas de repre-
sentar al vector c

c=¢a+¢&% Er—¢t=0 = =
= 0=(@¢"-Ma+(€-¢")b =
C:<1a+<—2b 52_C2:0 = 5224-2

b=¢'a+&%b

debido a que a y b son linealmente independiente.

La demostracion para el caso tridimensional es equivalente. Es decir tres vectores linealmente indepen-
dientes a, b y ¢ expanden, de manera univoca, todos los vectores del espacio. Esta demostracién queda para
el lector.

Cuando un vector ¢ se pueda expresar en términos de dos vectores linealmente independientes, a y b
diremos que a y b forman una base para todos los vectores coplanares a éstos. Igualmente para el caso
tridimensional: tres vectores linealmente independientes a, b y ¢ conformaran una base para los vectores del
espacio. Los niimeros ¢! y &2 para el caso bidimensional se denominan las componentes de ¢ a lo largo de a
y b, respectivamente. Equivalentemente, £, £2, €2 serdn las componentes de cualquier vector para el caso 3D
a lo largo de a, b y c, respectivamente. Esta-nomenclatura serd mas evidente luego de la préxima seccién.

1.3. Productos de vectores

1.3.1. Producto escalar

Denominaremos producto escalar de dos vectores a y b a un escalar cuyo valor sera igual al producto de
los médulos multiplicade por el coseno del angulo que ellos forman

¢ =a-b=al|b|cos(f) b

El significado geométrico del producto escalar es evidente, cuadrante I de la Figura 1.3. El producto escalar
representa la proyecciéon de a sobre b y equivalentemente la proyeccién de b sobre a.
De esta definicién se derivan varias consecuencias las cuales por obvias no dejan de ser importantes:



Figura 1.3: Productos de Vectores

El producto escalar de un vector consigo mismo, siempre es positivo:
2 . [ .
(=a-a=|a]” >0,y s6lo serd nulo si a es el vector nulo. Esto es,; ( =0 = a = 0. Con esto podemos

concluir que |a| = /a-a = /(.

El producto escalar es conmutativo:
(=a-b =Db-a, ya que el dngulo entre los vectores es el mismo y la multiplicacién entre escalares es
conmutativa.

FEl producto escalar es distributivo:
Estoes,a-(b+c¢)=a-b+a-c. Lademostracién (gréfica) puede apreciarse en el cuadrante 1T de la
Figura 1.3.

La multiplicacion por un escalar:

(= a¢ =|al (a-b) = (aa) -b = a+(ab) = |aa| |b] cos(6) v = |a] [ab] cos(6) a p)-

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
A partir de la definicién de producto interno es inmediata la comprobacion de la siguiente desigualdad:

(a-b)*=(Ja| |b|cos(0)apy)” = (a-b)*<[af’[b & a-b<lallb]
va que 0 < COSZ(Q)(a,w <1

Del producto escalar surge el Teorema del Coseno.
Es inmediato calcular el producto escalar de un vector consigo mismo, para ello vamos a suponer que
c=a+b, con lo cual

c=a+b =c-c=(a+b) (a+b) = [c|° = |a* + |b|* + 2]a |b| cos(0) (a,b)

que no es otra cosa que el teorema del coseno y esta ilustrado en el cuadrante III de la Figura 1.3.



= Diremos que dos vectores no nulos son ortogonales (perpendiculares) si su producto escalar es nulo.
Esta afirmacién es inmediata

alb =0an= g = a-b = |a||b[cos(f)ap) =0.

1.3.2. Producto vectorial

También hemos aprendido que existe otro producto entre vectores: el producto vectorial. A diferencia del
producto escalar que genera un escalar, el producto vectorial tiene como resultado otro vector: ¢ = a X b
(realmente un pseudovector o vector axial en contraposicién a los vectores polares, pero eso lo veremos mas
adelante en la seccién 1.6.4), con las siguientes caracteristicas:

= El médulo de c, serd |c[ = |a||b[sen(f) ). Es claro que el médulo de ¢ representa el drea del
paralelogramo cuyos lados estdn formados por a 'y b (ver el cuadrante V de la Figura 1.3).

= Tal y como muestran los cuadrantes IV y V de la Figura 1.3, ¢ tendrd como direccién la perpendicular
al plano que forman a y b, y como sentido la regla del pulgar derecho, regla de'la mano derecha, o de
manera mas elegante, serd positiva cuando la multiplicacién de a X b corresponda al sentido horario.

Podemos deducir algunas consecuencias de esta definicion.

= El producto vectorial es anticonmutativo.
ax b= —b x a, y se sigue de la definicién que expresa el cuadrante IV de la Figura 1.3.

= El producto vectorial es distributivo respecto a la suma.
ax (b+c)=axb+axc. Lademostracién de esto lo-dejaremos para mas adelante.

s La multiplicacion por un escalar.

lc| = |al|a x b| = |[(ca) x b| = |a x (ab)| = |aal |b|sen(0) a,p) = |a||ab|sen(0)a,p)

= Dos vectores serdn colineales si su producto vectorial se anula.
Como en el caso cuando se anulaba el producto escalar identificibamos a dos vectores ortogonales,
cuando se anula el producto vectorial-tendremos dos vectores paralelos. Es claro que esto se cumple de
inmediato

allb =0np =0 = |c[=|axb|=]|a]|blsen(f)npy =0
Si el médulo del vector es cero, obvio que es el vector nulo. Ahora bien, también de aqui deducimos
que
c=axb = c-a=(axb)ra=c-b=(axb)-b=0.
1.3.3. Producto triple o mixto
Analicemos ahora el nimero (pseudoescalar) que proviene de la multiplicacién
V =c-(axb)=|c[[(axb)|cos(f)caxb)

Este producto también cumple con algunas propiedades que enunciaremos ahora y demostraremos més tarde

= El producto mizto representa el volumen del paralelepipedo cuyos lados son los vectores a,b y c.
|a X b| representa el drea de la base y la altura estd representada por la proyeccién del vector ¢ sobre
la perpendicular al plano de la base que es, precisamente |c| cos(6)(c,axb)-



Figura 1.4: Vectores, bases y componentes

s FEl producto mizto es ciclico respecto a sus factores.
(axb)-c=(cxa)-b=(bxc) a
Esta afirmacién se vera demostrada mas adelante.
= FEl producto mizto se anula cuando se repite alguno de sus factores.
(axb)-a=(axb)-b=(axa)-c=(bxb)-c=0.
Claramente, si (a x b) La=- (ax b).a=0.
» Si los tres vectores a,b y ¢ son coplanares (linealmente dependientes) entonces:
(axb)-c=0,
dicho de manera mas elegante, 1til e impactante: tres vectores que cumplen con:
(axb)-c#£0,

forman una base para el espacio tridimensional. Esa base se denominard levégira (contraria al giro de
las manecillas del reloj) si el producto (a X b) - ¢ < 0 y dextrégira (la convencional base de la mano
derecha) si (ax b)-c > 0.

1.3.4. " Una division fallida

Uno esperaria que para cada una de las definiciones de productos vectoriales, existiera el vector cociente,
es decir, que pudiéramos “despejar” uno de los multiplicados en términos del otro. La situacién es que esta
operacion no esta definida univocamente y lo podemos intuir a partir de una de las definiciones de producto.



Supongamos que tenemos un producto escalar: ( = a - b con lo cual, si pudiéramos “despejar”, digamos

b= ¢ . Tendriamos entonces definido b de una manera univoca? La respuesta es NO, ya que ( = a- ¢ + d)
a a

donde a L d, por lo cual existen infinitos b = g +d que cumplen ( = a-b.
a

1.4. Componentes, coordenadas y cosenos directores

La formulacién de las leyes fisicas debe hacerse en término de cantidades vectoriales (tensoriales). Esto
independiza su formulacién de un sistema particular de coordenadas, pero llegado el momento de calcular
valores y utilizar estas leyes, es mucho mas conveniente referirla a un sistema de coordenadas particularmente
adaptado a la geometria del problema. En ese caso la ecuacién vectorial se convertird en tantas ecuaciones
como componentes (referidas al sistema de coordenadas utilizado) tengan los vectores en ese sistema de
coordenadas.

1.4.1. Bases, componentes y coordenadas

Tal y como mencionamos anteriormente, tres vectores no coplanares cualesquiera son linealmente in-
dependientes y constituyen una base para el espacio tridimensional. Denominaremos, de ahora en adelante a
estos vectores base {w;}, y por ser linealmente independientes podremos expresar cualquier vector a como
una combinacién lineal tinica, tal y como lo mostramos en el cuadrante I de la Figura 1.4.

Con los vectores base {w1, Wz, w3} podemos construir un sistema (oblicuo en general) de coordenadas
al colocarlos con un mismo origen, esto es

a=¢'wi + 8wy + w3

donde las cantidades {5 Lg2, 53} son nimeros (no-son escalares) que representan las componentes del vector
a a lo largo de cada uno de los vectores base {w1, wo, w3} . Nétese que por costumbre (la cual serd evidente
més adelante) etiquetamos estos niimeros con superindices y la letra que identifica el vector.

Maés ain, cada punto P del espacio viene definido por un radiovector r (P) = O7>’ que une el origen
de coordenadas con el punto P y se le asocian tres nimeros {xl,xz,x3 }, los cuales son las proyecciones

a lo largo de cada uno de los ejes coordenados {Oxl, 0x270x3}. Los ntimeros {x17x2,x3} se denominaran

componentes de r (P) en el sistema de referencia {wy, wa, ws}.

Existe una familia de sistemas de coordenadas en la cual sus vectores base son ortogonales (o mejor
ortonormales), es decir los vectores base {ej, e3,e3} son perpendiculares entre si. Tal y como mostraremos
més adelante, siempre se puede construir un sistema ortogonal {e;, ez, e3} u ortonormal {ij,is,i3} a partir
de una base genérica de vectores linealmente independientes {w1, wa, wg}. Cuando el sistema sea ortogonal
sus componentes se denominaran rectangulares. Dependiendo del signo del triple producto mixto el sistema
de coordenadas serd dextrégiro ((e; x e2) - eg > 0) o levégiro ((e1 X e3) - €3 < 0), tal y como se muestra en
el cuadrante III dela Figura 1.4.

Es costumbre ancestral, por relaciones de dominacién de los derechos sobre los izquierdos (en latin e
italiano-los zurdos son siniestros) utilizar la convencién dextrégira donde el producto: (e; x e3) - ez > 0, y
en ese caso utilizamos el bien conocido conjunto de vectores unitarios {i,j,k} con los que ya hemos estado
familiarizados

a=ayi+taj+ak y r(P)=zvi+yj+zk.

Tambien es costumbre representar este sistema de coordenadas ortonormal como: i =1i;,j =i vy k = i3
para recordar que estamos en un sistema de coordenadas cartesianas y utilizaremos los superindices 1,2;3



para indicar las componentes del vector.
a=a'ij+a’ig+a*is y r(P)=a2'ij+2? iy +2%i3.
Obviamente el médulo del vector se podra expresar con la utilizacién del Teorema de Pitdgoras
al = V@ @2+ @y r(P) =@+ @) @)

y la multiplicacién por un escalar sera

aa = a(a'iy + a®is + a®iz) = (aa') iy + (aa®) iz + (aa®) i3 = |aal = ay/(al)? + (a2)2 + (a®)?
Igualmente para un vector unitario

a  a'ip+adPip +adis
lal  /(a1)? + (a?)? + (a3)?

u, =

con lo cual todo vector

a=lald, = /(a")? + (a?)? + (a%)? 1.

1.4.2. Cosenos directores

Como se puede apreciar en el cuadrante IV de la Figura 1.4, podemos construir tres triangulos rectangulos
con el radiovector A (P) como hipotenusa de cada uno de ellos. Los-dngulos que forma el radiovector A (P)
con cada uno de los ejes coordenados {z,y, z} son {a, 8,7} respectivamente, con lo cual

Ay =|Alcos(e) Ay =]Alcos(f) v A, =|Alcos(y) = cos?(a) + cos?(B) + cos?(y) = 1

pero ademas

A

=TAl - cos(a) i+ cos(B) j+ cos(v) k.

1.5. Algebra vectorial y coordenadas

Es posible reescribir el dlgebra vectorial mediante operaciones referidas a las coordenadas, como se mues-
tra a continuacién.

1.5.1. Suma y resta de vectores
La suma serd representada por
a+b = (a"iy + a’iy + a®is) + (041 + Vix + 0%i3) = (a' +b") i1 + (a® + %) iz + (a® + %) is
v obviamente, la resta
a-b= (a"l; + a’iz + a’iz) — (b1 + Vi + b%i3) = (a' —b') i + (a® = V%) B2 + (a® = V°) i3

con lo cual la‘distancia entre dos puntos P y M serd

d(P,M) = |(r(P) =a) - (r(M) = b)| = \/(wl*y1)2+(12*y2)2+($3*y3)2-



1.5.2. Dependencia e independencia lineal

Ahora es ficil estudiar la dependencia o independencia lineal en coordenadas. Otra vez, tres vectores:
a=ali; +a?iy + a®iz, b = bi; + b%is + b%iz v ¢ = iy + c?iy + 3is, seran linealmente independientes si se
cumple que

aa+pfb+yec=0 = a==v=0
Antes de proseguir en forma general, veamos algunos casos particulares
= La base canénica: i; =i = (1,0,0),i» = j=(0,1,0),i3 = k = (0,0,1). Estos vectores son claramente
linealmente independientes y por lo tanto constituyen una base.

» Los vectores: e; = i= (1,0,0), ea =i+j=(1,1,0), e3 =i+j+k = (1,1,1), no son linealmente
independientes de manera obvia. Por lo tanto, veamos lo siguiente:

« = 0 a=20
a+p = 0 = 5=0
a+ B+ =0 =0

con lo cual demostramos que son linealmente independientes y por lo tanto constituyen una base para
los vectores tridimensionales.

En general tendremos que
0 = o (a'iy + a’ix + a®iz) + B (b'iy + b%1a + b%i3) + v (c'iy + *in + *i3)
aa' + Bbl + et =0

(aal + Bb + 'ycl) ip + (aa2 + 6% + 'ycz) is + (aa3 +6b° + ’ycg) is = aa® + Bb? +yc? =0
aa® + b3 +ve3 =0

Esto no es otra cosa que un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas {a, 8,7} v la solucién que
estamos buscando o = § =y = 0 se cumplira si

al b
a®> b & | =a' (1®P =bF) +a® (b —b'?) +a® (b2 —bPc) £0.
TS B

Ejercicios
1. Dados los vectores
A =1i; +2ip+3i3, B =4i; +5ix+6i3, C=3i; +2ix+i3, D =6i; + 5iz + 4i3
a) Encuentre

A+B+C+D A+B-C-D A-B+C-D —-A+B-C+D

b) El dngulo entre los vectores A, B, C,D y los vectores base iy, is, is.

¢) La magnitud de los vectores A, B, C,D.

d) Eldngulo entre A y B y entre C y D.
)
)

e) ‘La proyeccion de A sobre B.

f

;Son los vectores A, B, C,D coplanares?



1.5.3. Producto escalar

Ahora refrasearemos, en término de una base de vectores ortogonales, lo expresado en la seccién 1.3.1.
Representaremos el producto escalar de dos vectores en una base cartesiana {i,is,i3}, que es una base
ortonormal, de la siguiente manera:

a-b=(a'iy +a’ix + @®i3) - (b'iy + b%iz + b%13) = a'b' + a®b* + a®b°
ya que por ser ortogonales se tiene que:
ij-io=1i-1; =0
i1-i1:i2-i2:i3-i3:1, y i1-i3:i3-11:0
ip-ig=1i3-i2 =0
Las propiedades del producto escalar en coordenadas cartesianas se comprueban facilmente
= Fl producto interno de un vector consigo mismo, siempre es positivo.
2 12 22 3)2
(=a-a=la]"=(a)"+(a”)"+(a”)" 20

y
@)+ (@)’ +(@)?=0 =a=d"=a’=0 & a=0

Adicionalmente |a| = /{ = y/a-a = /(a!)? + (a2)2 + (a3)2

= El producto escalar es conmutativo

(=a-b=b-a=a'b! +a?b® + a’b® = bra' + b%a® + b3a>.
= El producto escalar es distributivo:
a-(b+c) = [a'is +a’iz +a®is] - [(b ') it + (b7 + F) i+ (b° + ) ia] |
por lo tanto:

a' (' + ) +a? (P +c) +ad (P + ) =
(alb1 + alcl) + (a2b2 + a202) + (a363 + a303) =
(alb1 + a?b? +a3b3) + (alc1 + a%c? +a303) = a-b+a-c

= La multiplicacion por un escalar.
la (a-b) = (e@a) b =a- (ab) = (aa') b' + (aa®) b* + (aa®) b = a' (ab') + a* (ab®) + a® (ab?)

» Desigualdad de Cauchy Schwarz.

a-b=a'b' +a® +a®* < (@) + (@) 1 (@2 ()2 T (B2 + (09)2 = |a] b

= Diremos que dos vectores, no nulos son ortogonales (perpendiculares) si su producto escalar es nulo.
Esta afirmaciéon es inmediata

alb =6up=3 =ab=lallblcos(®)mn =0,



por lo cual
albl —|—a2b2 —|—a3b3
V@ + @7 + @07+ 0P+ )

a'd! + a?b? + a®p® = |a] [b] cos(0) ab)y = cos(0)ab) =

de donde se deduce que para dos vectores perpendiculares
alb = 0=a'b" +ab® + a®V?.

= Del producto escalar surge el Teorema del Coseno. Es inmediato generalizar el producto escalar de un
vector consigo mismo, para ello suponemos que ¢ = a + b, con lo cual

c=a+b = c-c=(a+b)-(a+b) = |c° =al* + [b]> +2|a| [b| cos(8)(ap)

que no es otra cosa que el teorema del coseno y esté ilustrado en el cuadrante III de la Figura 1.3.

1.5.4. Producto vectorial

De igual manera, lo que aprendimos en la secciéon 1.3.2 ahora lo expresamos en términos de las compo-
nentes de los vectores en una base ortonormal de la forma

c=axb=(a’0®—a’0®)i; + (¢’ —a'b?)ir 4 (a'b? — a?®b') i3

lo anterior se puede organizar como el determinante de la matriz

ip iy i3
c=axb=|da a®
bl b2 b3
con lo cual
ol = /(a2® — a%2)2 + (a3t — alb)? + (alb? — a2b1)?

= V(@) + (@24 (@) V()2 + (62)2 + (0°)2 sen(8) (a,p)

1.5.5. Triple producto mixto

Finalmente, analicemos el ntimero (pseudoescalar) que proviene de la multiplicacién

23
V.=c-(axb)=lc||laxb|cos(t)caxp) =| a' a* d*
btobr B3

Obviamente, este niimero representa del volumen del paralelepipedo cuyos lados quedan definidos por a, b
y C.

Ejercicios
1. Dados los vectores

A =1i; +2iy +3i3, B =4i; +5iy +6i3, C=3i; +2iy +i3, D = 6i; + biy +4i3



a) Encuentre (A + B) - (C + D)
b) Los productos A x B, B x C, C x D y los dngulos que estos forman con D.
¢) C-(A xB).

2. Si iy,i2,13 es una base ortonormal. Diga si los siguientes vectores forman una base

a)

61:2i1+i2—3i3, 62:i1—4i3, 63:4i1+3i2—i3

b)

81:i1—3i2+2i37 82:2i1—4i2—i3, e3:3i1+2i2—i3

1.6. Algebra vectorial con indices

Antes de comenzar con la presentacién de este esquema de cdlculo cabe aclarar algunas costumbres y
convenciones con la notacion de indices.
1.6.1. Convencién de Einstein

1. Los indices repetidos (arriba y abajo) indicardn suma por los valores.que tomen los indices. Las com-
ponentes de los vectores tendran indices arriba y los vectores base abajo:

3
a=a'e; +d’ey + d’e; = E ae,, < a—=a"e, =de;.

m=1
2. Los {ndices repetidos son mudos (no importa la’letra que lo etiquete) y representan suma. Asf
KiA;j = K™A,, = K'A{ + K*?A, + K*A3 = B.

En este punto del discurso, la posicién de los indices (arriba y abajo) solo tiene sentido estético y solo
asi indican suma. Mds adelante veremos que representan cantidades distintas.

3. Llamaremos contracciéon cuando sumamos respecto a un par de indices, vale decir:

SN A=A1+A3+4A] = Al=Al+A}+4]

Las cantidades con dos o mas indices las llamaremos componentes de tensores, son arreglos bidimensio-
nales (tridimensionales; tetradimensionales, segiin el nimero de indices) y serdn considerados en detalle
posteriormente. Por.ahora, contentémonos con saber que son cantidades con dos indices. Es claro que
la contraccién de indices convierte un conjunto de niimeros (i x j) — 1, en un sélo nimero.

4. Los indices libres (aquellos que no estédn sumados) indican el nimero de objetos disponibles y deben
mantenerse.. Por ejemplo:

K{A1 + K{As + K} A3 = By
KikAk:Bi < K21A1+K22A2+K§)A3:BQ
KA + K?As + K3 A3 = By

con lo cual KFA, = B; representan 3 ecuaciones. La operacién KikAkj = B;; representan 9.



5. La delta de Kronecker! 6¥ lleva un fndice arriba y uno abajo. Representa 6% = 1 si i = k y es nula en
los otros casos. Con esto:

=0 =0 =0 =0 =0 =0
k 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2
K| 6, =K{; 6 +Ky; 67 +K3; 07 +Ki; 6, +Kj; 05 +K3; 05 +Ki; 635 +Kj; 05 +K3; 63
~—~ ~—~ ~—~
=1 =1 =1

es decir ‘
K} 6, = Kji; = Kj; = Ki; + K3, + K3, .
6. Ademads de la delta de Kronecker introduciremos el simbolo de permutacién de Levi-Civita? ¢%¥
el caso de tres dimensiones, vale decir i,7,k =1,2,3

para

- +1 cuando {(1,2,3);(3,1,2);(2,3,1)} permutacion ciclica
gijk =% ={¢ —1 cuando {(1,3,2); ( 2,1);(2,1, )} permutacién impar o-anticiclica
0 cuando i=yj; i= AN j=

y quiere decir que es distinto de cero cuando todos los indices son diferentes: 1 si la permutacién de
indices es ciclicas (o par) y —1 si la permutacién es anticiclica (o impar). Con ello, si queremos calcular
por ejemplo: ¢ = EUkajbk, entonces resulta:

et =eMayby + e 2a1by + eM3arbs + e agby + ' agby + ' agby + ' aghy + 2 azby + £*3azbs
220 b0 4 230, bs + 22 aoby + 222a0by + 28 agbs + 23 ashy + £22agh, + 23

A = Wby + £32a1by + £3Babs + 52 aghy + £322a9by + 8523 a5bs + £33 agby + £5%2asby + £33 agbs

c” = 6211a1b1 +e€ asbs

con lo cual
ch = 8123a2b3 + 5132a3b2 = a2b3 — a3b2

¢ = s”kajbk = 2= 5231a3b1 + 5213a1b3 = asby — a1bs

03 = 5312(11132 + 5321a2b1 = a1b2 — a2b1

7. A continuacién enumeramos algunas propiedades de la delta de Kronecker y del simbolo de permutacién
de Levi-Civita, dejamos al lector su-demostracion. Ellas son:

51' =3,
qkms = 66}, — 03,65 = 8%y, — 6565,
EjinnE’ " = 2(5;- ,

Eijk&‘ijk =6.
1.6.2. Los vectores y los indices
Sumas de vectores
La suma de vectores sera expresada de la siguiente manera

atb=ad'e; +be; = (a"+b)e=ce, =c =a"+b coni=123

ILEOPOLD KRONECKER (7 diciembre 1823 Legnica, Polonia, 29 diciembre 1891, Berlin, Alemania) Matematico polaco con
importantes contribuciones en teoria de nimeros, funciones elipticas y dlgebra, asi como la interrelacién entre estas disciplinas.

2TULLIO LEVI-CIVITA (1873 Padova, Veneto, 1941 Roma, Italia) Geémetra italiano y uno de los desarrolladores del
Célculo Tensorial que més tarde seria utilizado por Einstein y Weyl como el lenguaje de la Relatividad General.



Producto escalar

A partir da ahora y de forma equivalente, expresaremos el producto escalar en término de los indices. De
forma y manera que _
a-b =la||b|cos(f)ap = a'b; coni=1,2,3
Producto vectorial

En términos de indices, la componente ¢ del producto vectorial se puede expresar como
(ax b) =e*qb, coni,jk=1,23

todas las particularidades de producto vectorial ahora descansan en las propiedades del simbolo de Levy
Civita.

Triple producto mixto

Analicemos ahora el nimero (pseudoescalar) que proviene de la multiplicacién

3
c- (axb)=c||ax b|cos(8)c.axb) = C€ijk abF = e b= | ab a® o®
bhovr b3

1.6.3. Un par de calculos ilustrativos

Mostremos dos casos de identidades vectoriales que pueden ser demostradas mediante la utilizacién de
indices.

l.ax(bxc)=(c-a)b—(a-b)c

El resultado sera un vector, por lo tanto

(ax (bxc)) =ea;(bxc),

ijk m_n ik m_n ijk m_n
=77 € pmnb" " = €Y epmna; 0" = €7 emnra;b™e

= (04,83, = 07.0%) ab™c™ = 6., 6La;b™c™ — 87,61, a;b™c"
=600 ;e — 8Ecm0T ab™ = blaye™ — clab!
(c-a) (a-b)

(ax(bxc) =b(c-a)—c(a-b).

2. (axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)



El lado derecho es un escalar, por lo tanto
(axb)-(cxd)=(axb) (cxd),
= El-jkajbk Eimncd" = eljkslmn ajbic
= giklg a;bpc™d" = (5%52 - 57’;57{) a;bpc™d"
=6 8k a;bpc™d™ — 6F 61 a;brcmd"
=60 a;c™ 68 bd™ — 68 bpc™ ol a;d”
=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d).

md’l’b

1.6.4. Escalares, pseudoescalares, vectores y pseudovectores

La diferencia entre vectores polares y axiales proviene del siguiente comportamiento bajo transformaciones
de coordenadas y bases. Un vector polar (normal, comin y corriente) queda invariante bajo la siguiente
transformacién (reflexién)

e — —€;

4 o _gi } — a=d'e; > (—ai) (—e;) = ale;=a.

Mientras que un pseudovector o vector axial cambia de signo cuando las'componentes de los vectores y sus
vectores base que lo generan también lo hacen:

@@ — —da' }= c=axb-— [5”’“ (—ay) (=by)] (—e;) = —c'e; = —c
b= =

es decir

axb=(a’’ —a®?) e + (a®b' = a'bt?) ex + (a'b* — ayb') e3,
luego de la reflexién:
axb = [(=a®) (=b°) = (=a®) (-b%)] (=e1) + [(=a”) (=0") = (=a!) (=F°)] (—e2)
+[(=a") (=0%)= (=a®) (=b")] (—e9)

= _ [ a’b® — a3b2) e + (a?’b1 — a1b3) ey + (alb2 — a2b1) eg] =—(axb)

Existen varias e importantes cantidades fisicas que vienen representadas por pseudovectores, entre ellas
mencionamos:

Velocidad Angular: V=wXr
Cantidad de Movimiento Angular: L=rxp
Torque: T=rxF
y ” 0B
Campo de Induccién Magnética: T -V X E

Adicionalmente el volumen, V = ¢ - (a x b), como era de esperarse, no es invariante bajo el cambio del
espacio

i

d = —c
at = —g = V=c-(axb)= cif-:ijk a;by — (—¢;) [5ijk (—aj ) (*bk)] ==V,
b= b



Figura 1.5: Geometria analitica y vectores cartesianos

el volumen es un pseudoescalar.

Mientras que los escalares si son invariantes bajo esta transformacion
ai — —ai i i
bi — 7bi — (=a~b=abi—>(—a)(—bi)zg.

En general también tendremos multiplicacién entre algunos de estos objetos, con lo cual construiremos
otros objetos. Dejamos al lector demostrar la siguiente tabla de relaciones

vector . vector = escalar
vector - pseudovector = pseudoescalar
pseudovector - . pseudovector = escalar
vector X vector = pseudovector
vector X pseudovector = vector
pseudovector x pseudovector = pseudovector

1.7. Aplicaciones del algebra vectorial

Uno de los terrenos mas exitosos de las aplicaciones del algebra vectorial es la geometria analitica. Esto
se realiza en base a la definicién que hiciéramos de radio vector, en la cual a cada punto, P, del espacio le

asocidbamos un radiovector posicién tal y como lo mostramos en el cuadrante I de la Figura 1.4 .
P+ (x,y,2) = (xl,a:Q,xS) = r(P)=zi+yj+zk=zti +2% + 23 = 2%

A partir de esta definicién todas las propiedades geométricas del espacio las podemos construir con vectores.

1.7.1. Rectas y vectores

La ecuacién de la recta en término de vectores la definiremos fijando uno de sus puntos, digamos:

r(P)=X(P) =Xy =21 i+ j+ 2 k=a(yi+afyis + 2z «— (21,01,21) ,



y un vector que indique su direccién, digamos A = A; i+ Az j+ A3z k (ver cuadrante I de la Figura 1.5) con
lo cual la ecuacién de una recta en lenguaje vectorial sera:

r=x1+ \A;
X:X1+)\A :>x1i+y1j+21k+)\(A1i—|—A2j+A3k) = y:y1+)\A2

donde X =x i+ y j+ z k es el conjunto de puntos genéricos que cumple con la ecuacion de la recta en 3D.
Si utilizamos la notacién de indices, las ecuaciones anteriores son mas evidentes:

X=X, +) =2l = xél)ii + MY =t = le) + \A° para i =1,2,3.

Noétese que efectivamente se cumplen tres ecuaciones escalares y cada una de ellas tiene la forma-de una
recta. Ademds, tal y como se muestra la Figura 1.5 el punto genérico (z,y, z) lo describe (sobre la recta) la
variacion del modulo de A mediante la constante de proporcionalidad A. Si se requiere deseribir una recta
que pase por dos puntos: (z1,¥y1,21) ¥ (2, Y2, 22) entonces una vez seleccionado uno de los puntos (digamos
(z1,y1, 71)) seleccionamos el vector A = r (Py) — r (P1) como la resta de los dos radiovectores a los puntos

P, y P;. Esto es

X1+ 06X, X; - X
Tios M xTx
Aqui la divisién entre vectores d tiene sentido porque no es una divisién entre vectores genéricos es una divi-
sién entre vectores que tienen la misma direccién Notese ademés que, 1o mismo ocurre cuando “despejamos”
A de la ecuacién de la recta

X:X1+>\(X2—X1) = X =

bt — _ _ _
i i i _ H - T—-T1_ Y-y -2
= o' =z + A = A= - 4~ 4, ~ A

X-X
T A

A

y equivalentemente ocurre cuando “despejamos” A\ de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.

o , , xt — _ _ _
= o =afy + A (elymaly) > A= =T LA
Tigy =Ty T2 — T Y2 — 22 — 21

X - X,

A= L
X, — X,

1.7.2. Planos y vectores

Ocurre exactamente lo mismo cuando construimos la ecuacién vectorial para un plano. En general una
superficie la define su vector.normal (perpendicular). En el caso de una superficie plana (un plano) tendrd
una tunica normal que lo define, por lo tanto, un plano vendra definido por su vector perpendicular en un
punto, digamos Pj : (1, ¥1, 21). La ecuacién vectorial del plano vendra definida por todos los vectores P
tales que sean perpendiculares a un determinado vector A (ver cuadrante II de la Figura 1.5). Donde el punto
P es un punto genérico (z,y, z) que define un radiovector. La ecuacién vectorial del plano serd simplemente

A - [r(P)—r(P)|=0 & A (r-r)=0 & Ar=A-r
N—— ——

B b



Esto es, se tiene que cumplir la condicién

(A1 i+A2j+A3 k)[(xi+yj+2k)*(l’1 i+y1j+2’1 k)]:O
(A1i+A2j+As k) [(w—21) i+ (y—y1)j+(2—2)k]=0

Ai(—a1)+ A2 (y—y1) + A3 (2 —21) =0
con lo cual la ecuacién del plano queda como siempre la hemos conocido
Az + Aoy + Asz — Ajzy — Agyy — Azzy =0 = Az + Agy+ Asz =b= Ayxq + Aoyr + A2y
es decir, de manera mas compacta
Al — ij{ =0 = ApzF=b= Al:cll

Es claro que A -r; = b es la proyeccién del radiovector r (P;) sobre la perpendicular que define al plano. Por
lo tanto serd la distancia entre el plano y el origen de coordenadas. Si b = 0 el plano pasa por el origen de
coordenadas.

Consideremos ahora el cuadrante IIT de la Figura 1.5. Alli estdn especificados tres puntos en el espacio
caracterizados por sus correspondientes radiovectores posicién: r (Py) =1y,r (Pe) = ro y r (P3) = r3. Estos
tres puntos seran coplanares si

(rr—r2)-[(ra—13) X (3 —11)] =0 & et (2" — 28") (2 — 2F) (2 —2}) =0
y la ecuacién del plano vendra dada por

(r—ry) [(ro=1ry) X(rs—ry)]=0.

Ejercicios
1. Verifique las siguientes identidades

a)
Ax(BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0

b)
A-C A-D
(AxB)-(CxD)=
B-C B:-D
¢)
(AxB)x(CxD)=B[A-(CxD)]—AB-(C xD)]
d)

(AXxB)- (CxD)+(BxC)-(AxD)+(CxA)-(BxD)=0

2. Dada la siguiente base
e = —4i; +2iy, ey =3i; +3iy, e3=2i3

Encuentre las componentes covariantes y contravariantes de un vector que va del origen al punto
P=(1,11).



A(t) AA, = A(t + At)sen(AB)ir,

11 o)
A() )
1 /[
¢ \%

aa

A(t) AAj
AA = AAH + AA
At + At) = A(t) + AA

Figura 1.6: Vectores variables

1.8. Un comienzo a la derivacion e integracion de vectores

1.8.1. Vectores variables

Los vectores podran ser constantes o variables. Ahora bien, esta caracteristica se verificara tanto en las
componentes como en la base. Esto quiere decir que cuando un vector es variable podran variar su médulo,
su direccién, su sentido, o todo junto o por separado. Obviamente esta variabilidad del vector dependerd de
la base en la cual se exprese, por lo cual un vector podré tener una componente constante en una base y no
constante en otra, vale decir

At)= A" (t)e, (t) = A¥ e (1) .
Notese que hemos utilizado una base {e; (t)} de vectores variables a diferencia de la tradicional base de
vectores cartesianos, los cuales'son constantes en médulo, direccién y sentido (ver los cuadrantes Iy IT de
la Figura 1.6). M&s atin; tal y como se muestra en cuadrante II de la Figura 1.6, todo vector variable podrda
ser expresado como la suma de uno variable, a (), mas otro constante ¢

At)y=a(t)+c.

1.8.2. Derivacion

De esta manera, cuando uno piensa en un vector variable A (¢) uno rdpidamente intenta establecer un
A(t+At)— A(b)

coclente ineremental:
lim = lim AA (1) = dA (£)
At—0 At A0 At dt




el cuadrante IV de la Figura 1.6 ilustra graficamente este cociente incremental.
Como siempre, las propiedades de esta operacién derivacion seran

CIAMBW] = SAM+SBO), (L.1)

G0A@] = [fa0|aran|gan]. (12)
Clam B = :th(t)} B+ Al [;B(t)] , (1.3)
ClamxB) = :iA(t)} <B4+ A(l) x [iB(t)} . (1.4)

Ahora bien, esto implica que

k e
AW =2 (e () - A0 _ A0 A0, ) g

dey, ()
dt

con lo cual hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la dependencia funcional de la base
y componentes. Habrd sistemas de coordenadas (bases de vectores) que serdn constantes y otros en los
cuales sus vectores bases cambiaran en su direccién. El primer término de la tltima ecuacién representa la
variacion del modulo, y el segundo muestra la contribucién de los cambios en direccién del vector. Més atn,
mostraremos apoyandonos en la ilustracién de el cuadrante III de la Figura 1.6 que, independientemente
del sistema de coordenada, el cambio en el médulo apunta en la direcciéon del vector, mientras que las
contribuciones en direccién apuntan en la direccién perpendicular al vector. Esto es:
dA(t) _ d[A ()]

T 1 ﬁ‘|+|A(t)!flL, COnﬁH'ﬁl:O.

Es facil convencernos de la forma del primer término. Siempre podemos representar un vector como su
modulo y un vector unitario en la direccién apropiada. Esto es
dA(t) dA@)a®)] _ d[A @)

AW =A@ — 2= SR i)+ A (1)

da (t)
dt ’

adicionalmente: |A (£)|° = A (¢) -A (t), por lo tanto

A0 (aaw-a)

d]A (2] dA (2)
= =2|A =2A
dt dt A @) dt ® dt
con lo cual, al despejar de esta iltima ecuacién
d]A (t)] _ A(t) dA(t) —a) dA (t)
dt T JA@)| At dt -’
——
at)
para que finalmente
a(). AW _dIA()
R dA (t) d|A ()] . dua (t) . dt
t =ul(t)- t At
()l =a - | S aw A0 S5 = e




Es decir que el cambio en el médulo de un vector se manifiesta en la direccién del mismo vector, tal y
como era intuitivo suponer. Adicionalmente, vemos que el vector siempre serd perpendicular a su derivada.
Gréficamente podemos apreciarlo en el cuadrante IV de la Figura 1.6 , pero también surge analiticamente si
derivamos el vector unitario en la direccién de A (t)

ae-a) _A(MOF) am o aam o dag)
dt = dt Todt =0=0a(: dt = u(t) L dt
es decir
dA () _dA@[a)] dIA(t)Iﬁ(t)+|A(t)| da(t) G‘llA(lf)lﬁH N

dt dt dt

Supongamos que ahora definimos un vector

AO =AO Vv con = u; X v=nu

donde A es el dngulo de rotacién del vector A (t) (ver cuadrante V. de‘la Figura 1.6). Claramente

AAL = [A(t + At)sen (A9)] Gy ~ [A(t + At) AfliL-= AAL = AO x A(t) |

entonces
AA | AA A6 dA(t) . ] . dé () .
———=|— A |A, =—XxA . = A(t) = A
At [At J_:| L="77 " t) = { Eraa T LT el (t)=wxA(t),
donde hemos identificado w = %(tt)\?. Podemos ir mas alla observando el cuadrante V de la Figura 1.6,

vemos que si suponemos que el médulo del vector es constante, entonces

d[A @) _ dA (t)— .
= =0 5 —|A(t)|ulé{

dA (t)
at

~ﬁl]ﬁL_wa(t).

1.8.3. Velocidades y aceleraciones

El radio vector posiciéon de una particula genera los vectores velocidad y aceleracién

r—r() = v(t)zd‘;lff) = a()

Cdv(t)  dPr (1)
A

ahora bien
r=ra, =zi+yj+zk, cona, =cos(d)i+sen(d)].

Si suponemos que-la particula describe una trayectoria entonces

r=r() z=uz(t) i = const
= y=y(t) ; 0, =10,(t); j=const
0=0(1) z=2z(t) k = const



Es muy comin denotar a la derivada temporal sobre funciones de una variable con un punto, es decir,
podemos utilizar la siguiente notacion

i =21
con lo cual
d;T _ dfcos(f (t))id—; sen(6 (1))j] _ — cen(®(2)) 6(2)1 + cos(8 ())5(6)
chT = 0(t)[—sen(0 ()i + cos(8 (1))j] = O(t)tg
ya que "

4, = \/ﬁr ‘0, = \/[cos(ﬂ (t)) i+sen(f(t)) j] - [cos(8(t)) i+sen(d(t))j]=1

o] = v/ttg - 0 = /[ sen(8 (1)) i+ cos(6(¢)) ] - [ (sen(8 (1)) +cos(@ (1))l = 1,

Ug - 0, =0, - Uy = [—sen(f (¢)) i+ cos(0(t)) j] - [cos(6:(t)) i+ sen(d (¢)) j] = 0.
Miés aun
dig  d[—sen(d(t)) i+ cos(d (1)) j]

T pr = —cos(0/(t)) i—sen(d (1) j = —0(t)q, .

Para una particula que sigue un movimiento- genérico, su trayectoria vendra descrita en coordenadas
cartesianas por:

r=x(t)i+y(t)j+z(#) k,
su velocidad sera
:dr(t) dlz(@®)i+y#)j+2() K]

it = ar =) i+9@)i+20)k=v, O)i+v, (t)j+v:(t)k,

v (t)
y la aceleracion
a(t) = @z(t)i + vy(t)J +0.(k=a; (t)i+ Gy t)j+a.(t)k.

Mientras que en coordenadas polares sera

rp=rma ) = v =TT s @

da, (1)
dt ’

con lo cual la velocidad vendré dada por

v (t) = v, ()@, (t) + 7 (t) (1) (1)



y la aceleracion

_ {m) () (9(75))2} i, (1) + {2 7(00(0) + 7 (0 8(t) bt (1)

Claramente para el caso de un movimiento circular

dR A
r = R = const = d—:O:> v(t) =R 0(t)hy
a(t)=—R 0(t)%0, (t) + R O(t)ug (1)
De aqui podemos ver claramente que el vector velocidad v () y €l vector posicion r (t) son ortogonales. La
velocidad, v (t) , siempre es tangente a la trayectoria r (t) y en este caso la trayectoria es una circunferencia.

En general el vector
Tmed = 3 _AT(t) =Y (r(ti+At) —r () = lim Y Ar(t) = /dr(t) =r(t),
es decir dr (t) = limas—0 ), A r(¢;) es tangente a la trayectoria. Es claro que

dr(t) =dfz(t)i+y(t)j+2(t)kl = diét)H dgfiit)j + dzdit)k'

Tal y como mencionamos arriba, para el sistema de coordenadas cartesiano podemos definir un vector
(en este caso) velocidad angular w tal que:

— XUy = Uy
||
. w .\
uvxm:ur = v({t)=wxr(t)
L w
Uy X Uy = —

@l

Supongamos por simplicidad que elegimos el sistema de coordenadas cartesiano, donde r esta en el
plano z,y.-En este caso es inmediato comprobar que v* = swkwjxk, y dado que r y v tienen unicamente
componentes 1y 2 entonces, necesariamente w tiene inicamente componente 3, Es decir

r=rle; vl =20,

- 7 — g2

= = w=|w|es =wk,

251

152

v =v'e; v¥ =" w;m



como
r=z(t)i+y(t)j,

entonces
v(t):d%t) :vz(t)iJrvy(t)j:wxr(t):é(t)kx [x@®)i+y ()],

se vera mas claro en coordenadas polares, esto es

v(t) = T 1) 6619 (1) = o] (O] % [r ()8, (8)] e (£)] = const

dt
=r(t)0(t)ag (t) = |w|r )ty () = 0(t) = |w] .
N——

v

1.8.4. Vectores y funciones

Antes de continuar con la integracién repensemos algunas funciones de tipo ¢ (z,y, 2) y. V (2,9, 2). Estas
funciones son sin duda funciones de varias variables:

¢=¢(z,y,2),
V=V (z,y,z2) =iV, (z,y,2) +jVy (z,y,2) + KV (2,9,2) .

Un par de reflexiones se pueden hacer en este punto, primeramente, dado que hemos relacionado un punto
del espacio con un radio vector posicién, entonces

¢:¢($’y7’z)5¢(r)

V= V(,y,2) =V

Py < (,y,2) or=xityj+zk =

La primera funcién, ¢ (r) serd una funcién escalar de argumento vectorial o, simplemente un campo escalar
y la segunda se conoce como una funcién vectorial de argumento vectorial o campo vectorial. Como hemos
dicho, este tipo de funciones y las operaciones que pueden ser realizadas con ellas, y su significado, seran
analizadas en detalle mas adelante durante el desarrollo de este curso.

En segundo lugar, siempre podremos parametrizar las coordenadas y tendremos

p=0(t)=0¢((),y(t), =
V=V({#)=V(z®),y), ()) Ve ((t),y(t),2 (1) i+ Vy (@ @),y (), 2()i+Va(x(t),y(t),z () k.

Este caso lo hemos encontrado en montones de situaciones, por ejemplo, el movimiento parabdlico viene
descrito por vectores velocidad y posicién dados por:

Ve = Vozx
v(t) = —gt k+vo = —gt k+ (Vo1 + voyj + vo.k) = Uy = Vgy
vV, = Vg, — gt

T = Vgt
r(t) = fth k + vot = fth K + (voud + voyj + vo:K) t = { y= vyt
2z = vyt — %tz



Derivada de funciones ¢ (r (t))

Al derivar una funcién de argumento vectorial también se aplica la “regla de la cadena”. Esto es, si

¢ (r(t) =gx(t),y),z(t)

entonces:
dp(x(t)) _ 99 (x(t),y(t),2()de(t) L 94 (x(t),y(t),2(t)dy(t) L 94 (x(t),y(t),2(t) dz (1)
dt oz dt Jy dt 0z dt
_|0(=,y,2), 0¢(z,y,2). 9¢(z,y,z) da (t),  dy(t),  dz(¢)
N ox t Oy I+ 0z k}{ dt ' dt I+ dt k
= Vo), y (), =)

donde hemos representado

_ 8¢($,y72). a¢($7%2). 3¢($ay72’)
N Ox 1t dy It 0z

V(b(l‘(t)) k:@%(m,y,z)ei :¢7i (!L‘7y,2) ii7

y lo llamaremos el gradiente de la funcién ¢ (r (t)).

El gradiente de un campo escalar es uno de los objetos mas ttiles que encontraremos en el estudio de
problemas de fisica-matematica, el cual lo utilizaremos por ahora de manera operacional. Es bueno recordar
que emerge como consecuencia de una derivacién contra un pardmetro. El gradiente mide el cambio de la

funcién ¢ (z,y, 2).

La idea de gradiente nos lleva a considerar a V como un operador vectorial que actia sobre la funcién

escalar de variable vectorial ¢ (r (¢)). Es decir, y con un poquito de imaginacién
9. 9. 0 .
V(e ()= (ei+ gt k) 0o 2) = (10) 90,0,

Ox 0z
¢
V (o) = (aa(;)n 88(;)3'#98(:)1() — 3,0 (o) .

Derivada de funciones V/(r (¢))

De modo que inspirados en la regla de la cadena de una funcién escalar de variable vectorial podemos

comprobar que

dv. _ dV, (z,y,2), dV,(z,y,2),  dV;(z,y,2) dVi(x,y, 2).
el S k= i
at @ T @ T @ a

por consiguiente, si V, tiene por componentes cartesianas (V;, Vy,V,) las componentes del vector derivado

dv, dVy dv,
dt > dt > dt

d(V'i@®).y(®),2®) _d(V' (@ 1)) oV (27))da () _ (dr (t)
dt dt Oxk dt dt

seran ( ) Con lo cual cada componente

: V) VZ (.’E,y,Z) 5



en términos vectoriales

dv _ (dr(t)
de  \ dt

oV>V—(v-V)V = %:(vV)(O)EUi@'(O)?

con v la derivada del radiovector posicién r (t), es decir, la velocidad. Entonces, estamos viendo que el cambio
del vector V respecto al tiempo es el cambio de sus componentes en la direccién de la velocidad.

Si se nos ocurre calcular la derivada del vector velocidad para encontrar la aceleracién tendremos que

nos quedara expresada como
dv

T a

donde las componentes cartesianas de los vectores velocidad y aceleracién son: v* = v? (x (t),y(t),z () vy
al=a'(z(t),y(t),z(t)), respectivamente.

=(v-V)v = d' = (v- V),

1.8.5. El vector gradiente

El operador vectorial V (o) merece un poco de atencién en este nivel. Tal y como hemos visto

00 (x,y,2). 0¢(x,y,z). 0¢(x,y,z
Vo (1.y.2) = ¢(awy )i ¢ ¢(8yy )J+ ¢(azy )k

= 81¢ (.’I,‘,y,Z) i1 + 82¢ (:r:,y,z) i2 + 63¢ (:r:,y,z) i3 .

Con el operador nabla V (o) realizaremos operaciones igual como con un vector comun y corriente. Asf
en el caso de V x E, que se denomina rotor de E, este viene definido por

B B
i+ a—yj + k) X (Bi4 E,j+ Ek)

0
VxE_< 5

ox

(0B, 0B,\. (0B, OB\, (0E, OE.\, ko .
_<8y 8Z>1+(82 6$>J+(8x 8y>k_€ a_]Ek-,lz.

También podemos hablar del “productoe-escalar”.de nabla por un vector a. A esta operacién la llamaremos
divergencia de a:

da’ (7) o Oag(z,y,2) | Oay(x,y,2)  Oa. (2,y,2)
V.a= —5a = 9;a"(a) = o + o + ER ,

pero por ahora consideremos nabla. V como un vector.

De este modo habra una gran cantidad de relaciones vectoriales que involucran a V| las cuales se podran
demostrar. Veamos algunos ejemplos.

1. V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax (Vxb)+bx(Vxa)
El resultado es un gradiente, es decir un vector. El lado izquierdo sera

(V(a-b))' =9 (a-b) =0 (a;b) = (8'a;) ¥ + (9'b;) o’



mientras que el lado derecho

] 7
a j b

)b+ (b;07) a’ + €% a; (ﬁ X b)k +&7Fb; (V x a),
a;0) b + (b;07) a' + €7 ;e 0™ " + €7Fbje 0™ a"
a;0) b+ (b;07) a" + 7% pna; 0™ + €% e b 0™ a™
a; ") b+ (b;07) o’ + (67,69 — 67,6%) a;0™b™ + (65,65 — 67,6%) b;0™a”

m-n

(V(a-b) = (
-
-
(

= a; 00 + b;a’ + 8% 67 a; 00" — 67,68 a; 0™ + 61,51 b;0ma" — 67,8% b;0Ma”
= ;00" +b;07a’ + a, 00" — 4, O™ + by 0'a" — by 0™a’
= ajajbi — a0 + bjajai — bpd™at + an, 0" + bydta™

=0 =0

= a, 0" + b,0a™ = 9" (a;b’) =" (a-b) .

2. Vx(a-V)a=(V-a)(Vxa)—[V-(Vxa)la+(a-V)(Vxa)—[(Vxa) V]a
Iniciamos la traduccién a indices por el lado izquierdo de la ecuacion, asi
Vx(a-V)a= eijkaj (am0™) aj, = €9* (0jam) 0™ ay + e"jkamajamak
= ¢k (0jam) 0™ ar + a, 0™ (eijkajak) ,

el lado derecho lo traduciremos término por término

(V-a)(V xa)=(0"ay) (€50;ax)

— [V (V xa)]a=— [0,€""0;a,] a' == [€"770,,0;a,] a’ =0
(a- V) (V x a) = a,0™ (€9%0;ax)

—[(V xa) V]a=—[(€"%9;a;) 0] a' .

El segundo término se anula por cuanto €% es antisimétrico respecto a los indices m, j mientras que

Om0; es simétrico. El tercer término del desarrollo del lado derecho corresponde con el segundo del
desarrollo del lado izquierdo. Por lo tanto, llegamos a la siguiente igualdad

eIk (Ojam) 0" ar = (0™ am) (eijkﬁjak) - [(emjkajak) 8m] at
Para verificar la igualdad tendremos que evaluar componente a componente. Esto es, para el lado
izquierdo:
IR (0ja,) 0™ ag = €73 (Ogam) 0™ az + €32 (0za,,) ™ ay
= (82am) Gmag — (83am) (’)mag
= (820,1) 81(13 —+ (agag) 82(13 —+ (820,3) 830,3 — (83(11) 01a2 — (agag) 82a2 — (830,3) 83(12 5

mientras que para el primer término del lado derecho
(0™ am) (eljkajak) = (0™am) (612332(13) + (0™am) (613233a2)

= 82(1381a1 + 82a362a2 + 82(1383CL3 - 83a261a1 — 83(12826@ - 830,283(13 R
N—— ——

o B



y el segundo término se escribe como

— [(emjkajak) (‘3m} at = — (eljkajak) dat — (ezjkajak) Hrat — (egjkajak) Dsal
= — (82(13 — 83(12) 81a1 — (83a1 — 810,3) 820,1 — (81a2 — 820,1) 830,1
= 83&281&1 — 82&381&1 + 81(13820,1 — 63&182&1 + 62&1(93&1 — 81&283&1 .
—_—— —_————

B «@ vy ol
Al sumar ambos términos se eliminan los sumandos indicados con letras griegas, y queda como
(0™am) (eljkajak) - [(Emjkajak) 3m] a' = 82(13:82@2 + 32%}3303

—0sa202a2 —02a203a3 + O1a302a1—01a2030a71,
Q 7 A 5

y al compararlo con el desarrollo del lado derecho e identificar término a término queda demostrada la

igualdad
Gljk (8jam) 8mak = (82&1) oOr1as + (82a2) Oqas + (820,3) Osas
A = T
— (63&1) 81&2 - (63&2) 82&2 — (83&3) 83&2 .
b)) Q v

De igual manera se procede con i =2 e ¢ = 3.

Ejercicios

1. Demuestre d A B {C
—[A- BxC)l=— - BXC)+A - | —xC A - |Bx—
q A BxCO) =3 (BXO)+ <dtx >+ ( th)

d dA d?A dA d3A
i [A' (E e TE )} = A (dt x dt?’)

Vx(VxA)=VV-A-V.-VA

2. Demuestre

3. Demuestre que

4. Demuestre que

V x(¢Ve) =0

5. Muestre que
VXx[Ax(VxA)=0

si A = (y, 2)i.



1.8.6. Integracion
Después de haber diferenciado campos escalares y vectoriales, el siguiente paso es integrarlos. Encontra-

remos algunos objetos vectoriales a integrar y seran:

/ V(u) du — integracién de un vector por un escalar

/ ¢ (z,y,2) dr — integracién de un escalar a lo largo de un vector
C

/V (x,y,2)-dr — integracién de un vector a lo largo de otro vector
(&

/V (z,y,z) xdr — integracién de un vector por otro vector .
C

El primero de los casos es el tipo de integral que siempre hemos utilizado para encontrar la posiciéon a
partir de la velocidad. Los siguientes tres casos se conocen con el nombre de integrales de linea por cuanto
es importante la “ruta” o trayectoria que sigamos al integrar. Esto aparece indicado por la letra C' en la
integral y serd evidente mas adelante. En general la integral de linea dependera‘de la trayectoria.

Un vector por un escalar

El primer caso de este tipo integrales es el trivial que siempre hemos utilizado:

/V(u) du:i/VI(u)du+j/Vy(u)du+k/VZ(u)du: (/vi(u)du> "

La integral de un vector (en un sistema de coordenadas cartesianas) por un escalar se convierte en la suma
de tres integrales, cada una a lo largo de las.componentes cartesianas del vector.
Asf integramos la aceleracién de un movimiento parabdlico

dv

E:a:—gk = v:/adt:k/—gdt:—kgt +vo = —k gt +ivo,y + jvoy + k.vo,

Ahora bien, existen sutilezas en este caso que debemos tener en cuenta. Por ejemplo, considere la integral

/dt axd2—a —/dt g ax@ —@x@ —/dtg axd—a —ax%—&—c
A2 ) dt dt At~ de ) dt dt ) dt ‘

Pero en general los casos quedan resueltos integrando componente a componente con la ayuda de la notacién

de indices
/dt (axb) = Udt (sl’jkajbk.)} i .

Tal vez, uno de los problemas que ilustra mejor esta situacién es el movimiento bajo fuerzas centrales.
La Ley de Gravitaciéon de Newton nos dice que
M dv dv GM

EF:maémG—ﬁ =m— = — = ——1,.
2 T 2 T
"M de de "mM



Es costumbre definir la velocidad aerolar, v,, como el drea barrida por el radio vector posicién, r (t) que

describe la trayectoria de la particula

dr . d(r a,) . <d7" N dﬁr> N da, 9. da,
—— =7, X = —_ X .

QVG:rXE:rurx T

Noétese que si ¢ es un vector constante

~ ~

d da dia da
(ﬁrxr>:0 = ﬁrxd—;:c = 2va:r2ﬁ,.><d—tr:const,

dt dt
con lo cual
i(v><v)—d—v><v—G—]\/lﬁ xv—M—G 0, x ﬁxﬁ
dt Yooar T ez, 2 " " dt
d—(vxv)—MG a di, i — (@ ﬁ)dﬁr _MG@
dt @2 Todt )" A [ 2 dt ]
integrando

MG |
vaa:Tur+p

donde p es un vector arbitrario de constante de integraciéon. Finalmente nos damos cuenta que

M
r-(vxvy)=r1i,- (ﬁr —|—p> = »;r—&—rpcos(ﬁ)

= E”krivjvak =v,- (rxv)=v, v, =02

y entonces
2
MG w2 -
2 a — MG
vi=——r+rpcosh = r= =
“ 2 MTG +pcos(d) 1+ % cos(0)

que constituye la ecuacién de una coénica.

Un escalar a lo largo de un vector [, ¢ (r)dr

El segundo objeto que “tropezaremos” es la integracion de funciones de varias variables a lo largo de una
curva determinada. Esto es

/C<z><:c,y,z> dr:/caﬁ(x,y,z)(dxi+dyj+dzk>=i/cos(a:,y,z)dwﬂ/C¢(a:,y7z)dy+k/0<z><x,y,z)dz-

La integral se nos ha convertido en tres integrales, las cuales son ahora componentes de un vector. Esto
es posible dado que la base (i,j,k) es una base constante. Ahora bien, cada una de estas integrales son
interdependientes,-dado que hay que seguir la misma curva C. Consideremos el caso bidimensional que es
mas simple y contiene toda la riqueza conceptual del tridimensional.

Por ejemplo:

(1,2)

¢(,y) =32 +2y = (3I2+2y)dr:i/
(0,0) (0,0)

(1,2) (1,2)
(Sx2 + 2y) dx +j / (3332 + Qy) dy

(0,0



Se requiere especificar la curva C' a lo largo de la cual integraremos desde el punto P; — (0,0) al punto
P, — (1,2). Si recorremos la ruta Cq: (0,0) — (1,0) — (1,2) tendremos que

(1,0 (1,0) 1
(0,0) = (1,0) = y=cte=0 = (3x2+2y)dr:i/ (3x2+2y)dx:i/ (32%) dz =1
(0,0) (0,0) 0
(1,0) (1,2) 2
(1,0) = (1,2) = z=cte=1 = (3x2+2y)dr:j/ (3x2+2y)dy:j/ (3 + 2y) dy = 10j
(0,0) (0,0) 0
con lo cual
(172)
Cr +—(0,0) = (1,0) = (1,2) = / (32% +2y) dr =i+ 10j
cf CB 0.0

Si hubiéramos seleccionado la recta que une a estos dos puntos como la curva Cs entonces
Cy: y=2z = dy=2dz,

entonces

(1.2) (1.2) (1,2)
/ (32° +2y) dr =i / (32° +2y) dz +j / (32> +2y) dy
(0.0) (0.0) (0.0)

1 1
= i/ (32° +2(22)) dz +j/ (32”4 2 (22)) 2dz = 3i + 6j
0 0
En general la curva C' se parametrizard y las integrales en varias variables se convertirdn en integrales a
lo largo del pardmetro que caracteriza la curva
C = {z=a(r),y=y(r),z2=2(7)}

Por lo tanto:
_ Oz (r) . Oy(r), . 0z(7)
[ o = [ 06w,z (2 ar i+ 0ar 50 20 i)
dy (1)
or

dr

. Ox (1) .
=i [ 0oy (s (1) 5045 [ 00 (r) p(r)2 )

i [ 4y ) 5 ar,

Las parametrizaciones para las curvas anteriores son muy simples

=T r=2 =T
Gy = ; Of = ;G =
y=20 Yy=r Yy =27

Un vector a lo largo de otro vector [, F(r)-dr

Quiz4 la integral de linea més conocida sea una del tipo |, F (r)-dr por cuanto nos la hemos “tropezado”
en el calculo del trabajo que realiza una fuerza. Todo lo que hemos considerado al parametrizar la curva en
el caso anterior, sigue siendo valido.

/CF(r)-dr:/ch(ay,z) dx—i—/CFy(x,y,z) dy—l—/CFZ(x,y,z) dz=/Fi(xj) da;

C



Por lo cual, si consideramos
F(r)= (3x2 + 2xy3) i+6zxyj,

entonces

(1L.§v2) (1L.§v2)
/( F(r)-dr= / ((3:52 + 22y%) i+ 6zy Jj) (dz i+dy j)

0,0) (0,0)
(1.3v2) (1L.5v2)
= / (33:2 + Qxy?’) dz + / 6zy dy,
(0,0) (0,0)
y si la curva que une esos puntos viene parametrizada por
x =272 63(:) =d4r
=
y=7"+7 &) — 372 41

entonces la primera de las integrales resulta

[ = oo 200 Y

0,0)
vz
z 1 9305
= 1275 4 4712 412710 41278 4+ 478 dr = = + ——V/2.
/0(T+T+T+T+T)T4+96096\[
Y la segunda
(1’1\/5) ? 65
/ 6ry dy = / 6 (27’2) (7'3 + T) (37’2 + 1) dr = —,
(0,0) 0 32
con lo cual
(15v2) (13v2) : (1.5v2) 73 9305
F(r)~dr:/ 322 4+ 2z9° da:+/ 6ry dy = — + V2.
/(0,0) (0,0) ( ) (0,0) 32 96 096
Ejercicios

1. Un campo de fuerza actia sobre un oscilador descrito por
F = —kai — kyj

Compare el trabajo hecho al moverse en contra de este campo al ir desde el punto (1, 1) al punto (4,4)
siguiendo los siguientes caminos:

a) (1,1) =/(4,1) —(4,4)

b) (11 =5(1,4) = (4,4)

¢) (1,1) — (4,4) siguiendo el camino z =y

2. Dado el campo de fuerza
y . x

= — 1+
IQ + y2 I‘Q + Y
Calcule el trabajo hecho en contra de este campo de fuerza al moverse al rededor de un circulo de radio
uno y en el plano x — y

3



a) desde 0 a 7 en sentido contrario a la agujas del reloj.

b) desde 0 a — en sentido de las agujas del reloj.

fr'dr.

1.9. Vectores y nimeros complejos

3. Evaluar la siguiente integral

Desde los primeros cursos de matemaéatica nos hemos tropezado con las llamadas raices imaginarias o
complejas de polinomios. De este modo la solucién a un polinomio ctbico

=2
2 =30 44 —12=0 = { v=-2i p = (x+2i)(z—2i)(x—3)=0
r=3
o cuadratico
Prd=0= 4 P72 L 9 (@ —24)
T=—-2

nos lleva a definir un niimero i> = —1 = i = y/—1. Como vimos arriba al multiplicar el niimero imaginario

i por cualquier nimero real obtendremos el nimero imaginario puro ib; con b € R. La nomenclatura de
nimeros imaginarios surgio de la idea de que estas cantidades no representaban ‘mediciones fisicas. Esa idea
ha sido abandonada pero el nombre quedo.

1.9.1. Los ntimeros complejos y su algebra

Un ndmero complejo, z, es la generalizacién delos nimeros imaginarios (puros), ib. Esto es

a — parte real
z=a+1ib con a,beR =
b —  parte imaginaria

Obviamente los nimeros reales serdan a +-¢0.ntimeros complejos con su parte imaginaria nula. Los niimeros
imaginarios puros seran niimeros-complejos con su parte real nula, esto es, 04 4b. Por ello, en general diremos
que

z=a+i = a=Re(z) A b=Im(z),

es decir, a corresponde a la parte real de z y b a su parte imaginaria.
Cada nimero complejo, z, tendrd un ntimero complejo conjugado, z* tal que

z=a+ib = zZ*=a-—1ib
4
()" =2 AN z-2"=d*+0b%,
claramente
2220 = |2 = =2 2"

Es importante senalar que, en general, no existe relaciéon de orden entre los niimeros complejos. Vale
decir, que no sabremos si un nimero complejo es mayor que otro. No estd definida esta operacion.

ZleQ V 21{2’2.



Las relaciones de orden sélo se podran establecer entre médulos de niimeros complejos y no niimeros complejos
en general.
Répidamente recordamos el algebra de los ntimeros complejos:

= Dos niimeros complejos seran iguales si sus partes reales e imaginarios lo son

21 = 22 = (a1+ib1):(a2+ib2) = a1=ay A by =0by.

= Se suman dos nimeros complejos sumando sus partes reales y sus partes imaginarias.

23 =21+ 20 = (a1 +’ibl) + (Cl2 +’ibz) = (a1 +a2) +i(b1 +b2) = a3 + ib3,
—_— —

as bs

claramente z + z* = 2Re z, también z — 2z* = 2Im z. Igualmente es inmediato comprobar que
(21 +22)" =27 + 25 .

= Se multiplican ntimeros complejos por escalares multiplicando el escalar por-sus partes reales e imagi-
narias
zg =z = a(ag +iby) = (aay) +i (aby) .

= Se multiplican nimeros complejos entre si, multiplicando los dos binomios y teniendo cuidado que
2
1© = —1.
23 = 2129 = (a1 + Zbl) . (a2 + Zbg) = (alag - blbg) +1 ((leg + blag) s

también es inmediato comprobar que (z122)" = 27 23.

= Se dividen nimeros complejos siguiendo la estrategia de racionalizacion de fracciones irracionales. Esto

es
21 (Cll + ’Lbl) . (Cll + Zbl) (Clg — ’ng) _aiaz + b1bsy bras — a1by

2 (agtiby)  (az +iba) (az—iba) (3 +13) (a3 +B3)

es claro que el divisor serd cualquier nimero complejo excepto el cero complejo: 0 + 0.

zZ3 =

1.9.2. Vectores y el plano complejo

Mirando con cuidado el algebra de niimeros complejos nos damos cuenta que un nimero complejo puede
ser representado por una dupla de nimeros complejos es decir,

z=(a+1ib) = z=(a,b)

las propiedades entre nimeros complejos de igualdad, suma y multiplicacién por un escalar arriba expuestas se
cumplen de forma inmediata con esta nueva representaciéon. Hay que definir las operaciones de multiplicacién
y divisiéon entre niimeros complejos de forma que

(al, bl) (CLQ, bg) = (a1a2 — b1bg,a1bs + b1a2> A (ah bl) = (

(az,b2)

Esta asociaciéon de un ntimero complejo con una pareja de nimeros inmediatamente nos lleva a imaginar
un punto en un plano (complejo) en el cual la primera componente (horizontal) representa la parte real
y la segunda componente (vertical) representa la parte imaginaria. De esta forma asociamos a un nimero
complejo a un vector que une a ese punto (a,b) con el origen del plano complejo. Esta representacién de

ajaz + bibs blaz—a1b2)
(a3 +03) 7 (a3 +03)



nimeros complejos como vectores un el plano (complejo) de conoce con el nombre de Diagrama de Argand® a
pesar que no fue Jean Argand, sino Caspar Wessel* el primero en proponerlo. Por cierto, esta interpretacién
fue tres veces redescubierta, primero por Caspar Wessel en 1799, luego por Jean Argand en 1806 y finalmente
por Gauss® en 1831.

De esta manera, como un recordatorio al plano real

r=+7zz* = |z| = /22 + 92

tan(f) =

z=xz+iy = z=r(cos(f)+isen(d)) con
donde —m<0<m

SHESS

La interpretacién vectorial de niimeros complejos permite que la suma de nimeros complejos sea representada
por la “regla del paralelogramo”. Mientras que los productos escalar y vectorial nos llevan a

2122 = Re(z123) = Re(2722) A z1 X 20 =Im(z{22) = —Im(z123)

Con esta interpretacién tendremos

= Re z = componente real del vector z o parte real de z

y=1Im z = componente imaginaria del vector z o parte-imaginaria de z
r=+/2z* =|z| = mdbdulo, magnitud o valor absoluto-de z

0 = éangulo polar o de fase del nimero complejo z

1.9.3. Foérmulas de Euler y De Moivre

Nos hemos tropezado con la expansién en TaylorS, esta serie permite expresar cualquier funcién infini-
tamente diferenciable alrededor de un punto zy como una serie infinita de potencias del argumento de la
funcién. Esto es:

df (z) 1 d*f (2) 1 d°f (x)

=1 _ - _ 2, - s — 3.
f(z) + v |, (x —x0) + 2 da? |, (x —x0)” + 3 et |, (r —x0)” +
1 .d"
f(z)=C, (x —x0)" con C —m#x:xo y donde n =0,1,2,3,...

3En honor a JEAN ROBERT ARGAND (Ginebra, Suiza, 18 Julio 1768; Parfs, Francia 13 agosto 1822). Contador pero
matematico aficionado, propuso esta interpretacién de nimeros complejos como vectors en un plano complejo en un libro
autoeditado con sus reflexiones que se perdié y fue rescatado 7 anos después, fecha a partir de la cual Argand comenzé a
publicar en Matematicas.

4CASPAR WESSEL (Vestby, Noruega 8 junio 1745; 25 marzo 1818, Copenhagen, Dinamarca) Matemdtico noruego que
se dedicé principalemente al levantamiento topografico de Noruega. Su trabajo sobre la interpretacién de nimeros complejos
permanecié desconocido por casi 100 anos.

5 JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS (30 abril 1777, Brunswick, Alemania; 23 febrero 1855, Gdttingen, Alemania). Uno
de los matematicos méas geniales y precoces de la Historia. Desde los 7 afios comenzé a mostrar sus condiciones de genialidad.
Sus contribuciones en‘Astronomia y Matematicas son multiples y diversas.

SBROOK TAYLOR (18 agosto 1685, Edmonton, Inglaterra; 29 diciembre 1731, Londres, Inglaterra) Fisico y Matemdtico
inglés contemporaneo de Newton y Leibniz y junto con ellos participé profundamente en el desarrollo del Céalculo diferencial e
integral. Ademas de sus aportes al estudio del magnetismo, capilaridad y termometria, desarroll$ el drea de diferencias finitas
que hasta hoy utilizamos para cdlculos en computacién. Inventé la integracién por partes y descubrié la serie que lleva su
nombre.



con lo cual, si consideramos xg = 0, entonces podemos ver algunos desarrollos en series de funciones elemen-
tales

1 1 1 1 1 1
T _ 1 2.+ 3, o4, 4 5 L 6, * T .
e +Jc+2x +6x +241: +120x +720x +5040x +

1 1
sen(z) =z — 6x3 + ﬁosﬁ - —5040m

Es facil convencerse que la serie

. 1 1 1 1 1 1
0 _ 1450 — —p2 A I Y _ N7 [
e + 16 29 + 6Z 0 +249 +12029 7209 + 50402 0" +

puede rearreglarse como

. 1 1 1 1 1 1
10— _—— 2 — 4_7 6 ...... ) —_— 3 — 5_* 7 ......
e _(1 S0+ bt = =0 )—H(ﬁ A )

cos(6) sen(6)

e’ = cos(0) + isen(),

esta relacién se conoce como la relacién de Euler”. Con lo cual ahora tenemos tres formas de representar un
nimero complejo
z=x+iy = z=r(cos(d)+isen(d)) = z=re?.

La expresién z = x + iy se conoce como forma cartesiana de representacion de un nimero complejo,
la forma z = r (cos(f) + isen(f)) serd la forma trigonométrica o polar y la expresién z = e serd la for-
ma de Euler. Es importante notar una sutileza implicita en esta notacién. La forma cartesiana representa
univocamente a un ndmero complejo, mientras que la forma polar (y la de Euler), es ambigua

z = r(cos(0)+isen(d)) = r (cos(f + 2nw) + isen(d + 2nm)) , (1.5)

es decir, existen varios valores del argumento que definen el mismo nimero complejo. Esto se considerara
mds adelante cuando tratemos-las funciones de nimero complejos.

Las sumas de numeros complejos son més facilmente planteables en su forma cartesiana. Mientras las
multiplicacién y division seran directas en la forma de Euler

21 = ryeh

= 2129 = €192 = 1 O1102) — ) (cos (0] 4 02) + isen (61 + 65)) .
29 = r9e'%2
Maés atn, si _ _
r=x4iy = € =W = eTelW = % (cos(y) + isen(y)) ,

"LEONHARD EULER (15 abril 1707, Basilea, Suiza; 18 septiembre 1783, San Petersburgo, Rusia). Uno de los mateméticos
mas prolificos de todos los tiempos. Desarrollé inmensamente campos como la geometria analitica y trigonometria, siendo el
primero que consideré el coseno y el seno como funciones. Hizo aportes significativos en el desarrollo del calculo diferencial e
integral asi como también, astronomia, elasticidad y mecdnica de medios continuos.



a partir de la relacién o férmula de Euler se puede demostrar la De Moivre®

(ew)n =em = (cos(f) + isen(h))" = cos(nf) +isen(nf) , con n entero.

1.9.4. Algunas aplicaciones inmediatas

Presentaremos algunas aplicaciones inmeditas la férmula de De Moivre en diferentes ambitos.

Identidades trigonomeétricas

La primera de las aplicaciones de la férmula de De Moivre es para construir identidades trigonométricas
en las cuales se expresa el coseno, o el seno, de factores de un dngulo. Veamos las siguientes (nada triviales)
identidades trigonométricas

cos(30) = 4cos®(0) — 3 cos(0) o sen(36) = 3sen(f) — 4sen*(9),
para demostrar estas (y otras) identidades utilizamos la férmula de De Moivre, es decir
cos(36) + i sen(360) = (cos(d) + isen(h))?
= cos®(0) — 3 cos(0) sen®(0) + i (3 cos®(0) sen(d) = sen®(0)) ,
igualando ahora parte real e imaginaria tendremos

cos(30) = cos®(0) — 3 cos(6) sen’(0)
= cos®(6) — 3cos(0) (1 — cos®() )= 4cos®(#) — 3cos(h)

sen(36) = 3 cos?() sen(#) —sen>(0)
=3 (1 —sen®()) sen(#) —sen®(0) = 3sen(d) — 4sen®(0).
El método puede extenderse a expresiones de senos y cosenos de nf.
Igualmente podemos desarrollar un método para encontrar expresiones de potencias de funciones trigo-

nométricas en término de funciones de factores de angulo del tipo (cos())" = F (cos(nf),sen(nd)). Para
empezar, supongamos que tenemos un numero complejo de médulo 1, de tal forma que

1
2" + — = 2cos(nb)
Zn

2z =¢% = cos(f) +isen(d) =

n

1
2" — — = 2isen(nd)
Z’n

Estas identidades surgen de manera inmediata de

2"+ zi” = (cos(0) + isen(0))" + (cos(6) + isen()) " = (cos(nf) + isen(nh)) + (cos (—nh) + isen (—nh))
=.cos(nf)+ isen(nf) + cos(nf) — isen(nd) = 2 cos(nb),

igualmente puede demostrarse la segunda de las afirmaciones anteriores.

S ABRAHAM DE MOIVRE (26 mayo 1667 in Vitry-le-Frangois, Francia; 27 noviembre 1754, Londres Inglaterra) Matematico
francés que tuvo que emigrar a Inglaterra por razones religiosas. Contemporaneo de Newton, Liebniz y Halley, fue pionero con
sus contribuciones en geometria analitica y teoria de probabilides.



Ahora bien, supongamos ademds que n = 1, con lo cual se cumple que
1 0 —i0 i —i0 .
z4+—=¢e"4+e " =2cos(h) y z——=¢€" —e " =2isen(d),
z

que también lo sabiamos desde la mas temprana edad de nuestros cursos de bachillerato. Ahora bien, lo que
quizd no sabfamos en ese entonces (y quizé ahora tampoco) es que a partir de aqui podemos construir, por

ejemplo:
1 1\° 1 1 : 5 10
5 5 3
cos (0)—25 <z+z) =5 Kz +Z5>+<5z +z3>+<102+ z)] ,

cos®(0) = 2% [2 cos(56) + 10 cos(36) + 20 cos(0)] ,

es decir

de la misma manera se puede proceder con otras potencias y con potencias de la funcién seno.

Raices de polinomios

La férmula de De Moivre nos puede ayudar para encontrar raices de polinomios. Supongamos, para
empezar, que queremos encontrar las n raices de la ecuacién z” = 1. Para elloprocedemos con el siguiente
artificio

2" =1 = cos (2nk) 4 isen (27k) = !®™®) | donde k = 0,1,2; ....

con lo cual las n raices de la ecuacién z"™ = 1 seran

=1 =z= ez(sz)
I
zo=1; 2z = 62771'(%); 2 = 62771’(%); € 6271'1'(%);.“ A eQm‘(";?); P :eQm'(%)

es decir, n raices corresponderan a los n valores de k = 0,1,2,---n—2,n—1. Mayores valore de k no proveen
nuevas raices.

Estas propiedades pueden extenderse a raices de polinomios. Supongamos la siguiente ecuacién polinémica
con sus raices:

A42=0 = *=-2
Pt 422-2=0 = ("+2)z-1)=0 =
z—1=0 = z=1

una vez mas

A 9(1) =22 (ei(zﬂk)) N {_2 (ei(zﬂk))] /4 _ (—a)/ei(8) = L gy gy 93/ai(32)

1
2
donde hemos utilizado el hecho de que: (—1)Y/4 =§'/2 = ?(1 +1). Por lo tanto:

(1+40)2%4 2 == (1+14)2%4(5) = % (1+14)23/4,

N =

zZ0 =

N =

1 . 1 s :
2= 5 (L4921 = o (140) 2% 2 = 5 (1+1) 93/401(%) = —% (1+14) 284,

N | =



5 — 24 422 — 2 =0, tendr4 las siguientes cinco raices:

z0:1(1+i)23/4, 21 :—1(1—1')23/4, Z = —1(1+z')23/4, 23 = 1(1—1')23/4, 2 =1.
2 2 2 2
Una afirmaciéon que nos han dicho, y que quizd no sepamos de dénde viene, es que si un polinomio
con coeficientes reales tiene raices complejas, ellas serdn complejas conjugadas unas de otras. Vale decir, si
2> — z* + 22 — 2 = 0 tiene como raiz zo = 1 (1+14)2%/%, también tendrd como raiz z3 = 1 (1—14)23/4y
Zo = 23.
Esta afirmacion se prueba de forma general si suponemos que tenemos la siguiente ecuacion

por lo tanto, la ecuacién z

a; 22=0, coni=0,1,2,---n—1,n = ag4+a; z+as 2>+ an_1 2" +a, 2" =0,

donde los coeficientes ag, a1, a2, -+ ,an—1,a, los suponemos reales, esto es: a; = a; para todos-los valores
del indice 1.
Al tomar el complejo conjugado nos queda:

_ 2 =1
ag+ay z+az 2% tan 1 2" a, 2" =0 <= aj+aj 2 +ay(z*) a2 +al (zF) =0,
como los coeficientes son reales tenemos que

n—1

a0+al Z+a2 Z2"'+G/TL—1 Zn_1+an ZnZO — ao“y_a/l Z*+a2(z*)2~-.+an_1 (Z*) +a,n(Z*)n:O7

esto nos dice que si z es solucién también lo serd z* ya que la ecuacién-es la misma por tener los mismos
coeficientes (reales).
Ahora consideremos el siguiente polinomio complejo

P(z) = 2% — 2° + 42" — 62° + 222 —~82+8 =0.

Si por algiin método comprobamos que (22 — 2) estno de sus factores, entonces podremos encontrar las
raices del polinomio P(z). Veamos, claramente si (23 — 2) es un factor podemos expresar

P(z) =20 — 25 442 —62° 4+ 222 —82+8= (2" =2)(2® — 22 +42—4) = (2* = 2)(z — 1)(2* +4),

con lo cual, como z es complejo, hay que tener cuidado con las raices encubiertas

20— P44t 625 42272 8:48=0 = (2°-2)(z-1)(2*+4) =0 = z=1

22 =—4
Por un lado: 22 = —4 = z = 492;.
Y por el otro:
B e9_9 (ei(Qﬂ'k)> o 5= [2 (ei(27rk)>:|1/3 _ 21/361‘(%) .
Por lo tanto:
o 21/3 o 21/3
20 = 21/3, 21 = 21/361(%) — —T |:1 — \/§Zi| , Rg = 21/362(%) = —T |:1 —+ \/§’Li| .

La ecuacién 28 — 25 + 42% — 623 + 222 — 82 + 8 = 0, tendr4 las siguientes seis raices:

2=%2, i = — [11\/31} R

=
Vi



Logaritmos y potencias de niimeros complejos
Definamos la siguiente funcién ,
z=¢e <~ Ln(z) =10,
donde Ln representa el logaritmo natural del niimero complejo z. Notese que hemos utilizado Ln en lugar

de tradicional In y la razon es la ambigliedad implicita en la notacién de Euler, vale decir
z=re" = Ln(z) =In(r) +i(0+2n7) =1In(r) +i0,
en otras palabras, Ln(z) no es funcién por el hecho de ser multivaluada. Se supera esta dificultad cuando se
restringe el argumento —m < 6 < 7 y esta se conoce como el valor principal de la funcion
Por ejemplo, al evaluar

Ln(—3i) = Ln [3ei(_%+27Lﬂ)} =1In(3) +i (—g + 2n7r) conn=0,1,2,---
decimos que el valor principal del Ln (—3i) sera In(3) —i7 .

Con la misma intuicién se procede con las potencias de nimeros complejos. Si queremos evaluar z = i~
tendremos que proceder como sigue

51

z=i"" = Ln(z) =Ln(i"®) = —5iLn(i) = —5iLn [ei(g'ﬂ"”)] =5 (g + 2n71') )

51

con lo cual z = ¢ jes un numero real!

. 3
Para finalizar consideremos otro par de casos de potencias y logaritmos: i’ y Ln [{\/3 + z} }
Entonces

)

ii _ |:ei(%+2’ﬂﬂ'):|i _ eiQ(%qLan) - 67(%+2n7r)

y para

Im[%@+%r}=3h{%4wm%%»]:3%@@+ﬁ(mdw<;%>+%m>}:m@%ﬂ(g+&m).

Ejercicios
1. Demuestre que

a)

cos(3a) = cos®(a) — 3 cos(a)sen?(a)

b)
sen(3a) = 3cos?(a)sen(a) — sen®(a)

2. Encuentre las raices de

a) 2i

b) 1—/3i

¢) ()13

d) 81/6

e) (—8—8/3i)'/*



1.10.

Algunos ejemplos resueltos

1. Hemos definido como la posiciéon, R, del centro de masa para un sistema de N particulas como

N
R — ML mur;
2N m,
=111

donde r; corresponde con la posicién de la i—ésima particula.

Determine la posicién del centro de masa para un sistema de tres masas, m; = 1,2,3, colocadas en los
vértices de un tridngulo equilatero de lado [ = 2.

Solucién: Al colocar el origen de coordenadas en uno de los vértices y uno de los ejes de coordenadas
sobre uno de los lados, entonces

R — E?zlmil‘i _m1r1+m1r1 . 12i+3(i+\/§j) —§i+£.
S Sm, My 6 6 27

2. Dada una base ortonormal {i, j, k} y los siguientes vectores

a)

a=3i+2j+k, b=3i-2j+k, c=i-k

Comprobar si {a, b, c} forman una base.
Solucién: Para que los vectores formen una base tienen que ser linealmente independientes. Esto
esaa+ fb+yc=0 = a=pF=v=0, con lo cual

3a+38+v=0
aBi+2i+k) +B80Bi—2j+k)Fy(i=-k) =0 = { 20—-28=0
at+f—7v=0

y al resolver el sistema se obtiene: &« = 8 =2 = 0 con lo cual se demuestra que son linealmente
independientes.

Otra manera de resolverlo es mostrar que: ¢ - (a x b) # 0 y efectivamente

1 0 -1
c-(axb)={3 2 1 |=4#0.
3 -2 1

Si {a,b,c} forman una base, exprese d =i+ 2j, e =3i—2j y f = a X b en término de esa base
{a, b, c}. De lo contrario; construya una base como {a,b,a x b} y exprese los vectores {d, e, f}
en término de/esa nueva base.

Solucién: Como forman base expresamos los vectores en esos términos. Esto es

3a+38+v=1
i+2j=aBi+2j+k) +8GBi—2j+k) +y(i-k) = { 20-28=2
at+B—-y=0

resolviendo tendremos que d = 2a — 3b + 1c. Seguidamente
3a+38+v=3

J—-2j=a@Bi+2j+k)+8Bi-2j+k)+v(i-k) = { 2a—-23=-2
a+B—-v=0



resolviendo tendremos que e = féa + %b + %c
Ahora bien
i j k
f=axb=GBi+2j+k)xBi—-2j+k)=|3 2 1 |=4i—12k
3 -2 1

con lo cual

3a+38+y=4
4i—-12k=a@Bi+2j+k)+Bi-2j+k)+v(i-k) = 200—-28=0
a+f—vy=-12

y finalmente f =a x b =—-a—b+ 10c.

3. Utilizando la notacién de {ndices demostrar que para cualquier trio de vectores {a, b,c} se cumple que
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

Solucién: En notacién de indices
ax(bxec)+bx(cxa)+cx(axb)= elmiameijkbjck + elmibmeijkcjak + elmicmeijkajbk
con lo cual, arreglando
elmieijkambjck + Elmieijkbmcjak + Elmieijkcmajbk =
(8507 — 65"01,) amb/ c* + (6567 — 678}) b’ a® + (8505* — 676}.) cmal b*

y ahora desarrollando los productos de las d’s, e indentificando término a término, notamos que se
anula

apblc® —apb*c | + bkclak —bpckal | + | cra'b® —cra®tt | = 0.
—— —— —— —— —— ——
I IT II I IIr I

4. Una particula se mueve a lo largo de una curva descrita por
r(t)=3t% y(t)=4t> —t 2(t) =t

a) Encuentre las expresiones para los vectores: posicién, velocidad y aceleracién de esa particula.
Solucién:

r(t) =3t%i4+ @42 —t)j+tk, v==6ti+ (12t —1)j+k, a=6i+24tj.

b) Encuentre las expresiones, mas generales, de los vectores tangentes y perpendiculares a todo punto
de la trayectoria de la particula.

Solucién: Vector tangente a todo punto de la trayectoria es el vector velocidad
v =6ti + (12t — 1)j + k,
El perpendicular a todo punto, serd un vector b = b,i + b,j + b.k, tal que
(6t + (12t — 1)j + k) - (byi + byj + b.k) = 6tb, + (12t* — 1)b, + b, =0,

con lo cual
b = b,i+ b,j — (6th, + (12t — 1)b, k.



5. El campo de fuerzas del oscilador anarmoénico anisétropo bidimensional se escribe como

Encuentre el trabajo realizado, | (

a)

b)

c)

F = k22 + koyj . (1.6)

(z2,y2

. '!Il)) dr - F a lo largo de las siguientes trayectorias

(1,1) = (4,1) = (4,4)
Solucion:

(4,1) (4,4) 15k
/ (idzx) - (—k1x2i + kaj) +/ (dy) - (—k1161 + koyj) = =21k + ——
(1,1) (4,1) 2

(1,1) = (1,4) = (4,4)
Solucion:

(1,4) (4,4) 15k,
/ (jdy) . (—kli + kgyj) +/ (idI) . (—k1x2i + k24j) = —21]{11 %
(1,1) (1,4) 2
(1,1) = (4,4) parax =y
Solucion:

(4,4) 15]62

(4,4)
/ (idz + jdz) - (—k12%i + koxj) = / (—kia? + kox)dx = —21k; + ——
(1,1) (1,1) 2

6. Dados los siguientes puntos en el espacio (1,0, 3);(2,—1,0);(0,—1,1); (—1,0,1).

a)

b)

Considere los tres primeros puntos. ;Estos tres puntes son coplanares? ;por qué? Explique.
Solucién: Tres puntos en el espacio definen un plano, por lo tanto siempre seran coplanares.
Encuentre el area del triangulo que tiene por vértices esos tres puntos.

Solucién: Para ello seleccionamos uno de los puntos como un vértice privilegiado (digamos
(2,—1,0)) respecto al cual construirémos dos vectores que representan dos de los lados del tridngu-
lo. Esto es

a=(1,0,3)— (2,—-1,0) ¥+ a=—-i+j+ 3k,

b=(0,—1,1) — (2,-1,0) <> b = —2i + k,

con lo cual, el area-del vértice serd la mitad del drea del paralelogramo que tiene por lados estos
dos vectores. Es decir

Lok
1 ) 1 V30

A=_laxbl=axb=|-1 1 3 |=i-5j+2k=A=_|i—5j+2k|=——.
2 5 0 ] 2 2

Encuentre la ecuacién del plano que los contiene
Solucién: La ecuacion del plano vendra dada por

(r—r1) ((rz—1r1) x(r3—11)) =0,

donde
r=zi+yj+zk, r=i+3k, ro=2i—-j r3=-j+k,



con lo cual la ecuacion del plano queda como

(z-1) vy (2-3)
1 -1 -3 =0 = —(z—1)+5y—2(2—3)=0 = z—-5y+22="7.
-1 —1 -2

d) Considere los cuatro puntos jEstos cuatro puntos son coplanares? jpor qué? De NO ser coplanares,
encuentre la distancia del cuarto punto al posible plano que contiene a los otros tres.

Soluciéon: Para verificar si el cuarto punto esta en el plano, verificamos si cumple la ecuacién que
lo define

(=1) =5(0) +2(1) # 7,
los cuatro puntos no son coplanares. Para calcular la distancia del cuarto punto al plano se

construye el vector unitario normal al plano

axb 1
Ap— 222 . (_5j+2k), d=hp-c—
P axb] ﬁ30( J ) P

con lo cual la distancia al cuarto punto serd

1
ﬁ(i75j+2k)~(f3i+j+k),

d=1fp c= (i—5]+2k)-(-3i+j+k) =——xr.

1
V30 V30
7. Considere los siguientes tres vectores

wy=i+3k, we=2i-3j, wz=-j+k.

a) (Forman una base para R3? Explique detalladamente
Solucién: Son linealmente independientes, estos es

awy + fwas +yw3 =0 = a==v=0,

que se comprueba directamente al resolver

a  +28 =0
3a +v =0

b) Si es que forman base, exprese el vector a =i — 3j + 3k en la posible base {w1, wy, w3}

Solucién: Como son linealmente independientes, forman base, con lo cual cualquier vector puede
ser expresado como combinacion lineal de estos tres. Eso es:

«=i
a 428 =1

a=aw; + fws +yws = -38 —v =-3 = B=1
3a +y =3

")/:

8. Utilizando la notacién de indices muestre si se cumple la siguiente identidad
Vx(axb)=a(V-b)—b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b.



Solucion:

V x (a x b) = €750, (epima'd™) = (6:63, — 62,67)0;(a'b™) = O (a’b™) — By (a'd?)

expandiendo la derivada

V x (axb) =b"0,,(a") + a'0,, (b™) — b'0;(a") — 'y (b') = (b- V)a+ (V-b)a— (V-a)b—(a-V)b.

9. La trayectoria de un punto en el plano vista por un observador 1 es

a)

r1(t) = 5cos(3t?) i+ 5sen(3t?) j.

Exprese las aceleraciones radiales y tangenciales de esta particula.
Solucién: Es claro que la particula describe un movimiento circular donde 6(t) = 3¢2
~dr()

©(t) = 5, = v(t) = :5di(tt)

da(t)

T = 30 Gy — 30t @, .

uy =30t uy = a(t) =

Considere ahora un segundo observador, el cual describe una trayectoria respecto al primero
representada por
ro(t) = (83 — 4t)i+ (2 4+ 4t) j.

Encuentre las expresiones para los vectores posicion, velocidad y aceleracion de la particula me-
didos respecto al segundo observador.

Solucién: La trayectoria de la particula respecto al segundo'observador sera

ro(t) = ri(t) — ro(t) = 5cos(3t?) i+ 5sen(3t?) j — ((t3 — 4t)i+ (12 + 4t) j),

con lo cual

ra(t) = (5cos(3t?) — (2 —4t))i+ (5sen(3t?) — (1% + 4t))j,
entonces

dry(t

vo(t) = rth( ) = (30t cos(3t%) — (3t* — 4))i + (30t sen(3t?) — (2t +4))j,
y
dvs(t
ay(t) = va(t) _ (30 cos(3t?) — 180t" sen(3t?) — 6t)i 4 (30 sen(3t?) — 180t cos(3t?) — 2)j.

dt



1.11. Ejercicios propuestos

1. Auguste Bravais® se dio cuenta que replicando un arreglo geométrico muy simple, se puede describir
una estructura cristalina. Dicho de otro modo, que conociendo una celda simple, podemos conocer la
estructura cristalina. Esto es que las posiciones de los &tomos en una red cristalina puede ser descrita por
un vector R = a+b+c = n'la; +n2ay +n3az = n‘a; donde los a; son vectores no coplanares (vectores
primitivos o, simplemente en nuestro lenguaje, vectores base). Los n’ son niimeros enteros (negativos,
cero o positivos). La posicién de cada dtomo de un cristal puede ser descrita como reescalamientos
(discretos) de este vector genérico o, de manera més precisa, la traslacién del origen de coordenadas
por un vector. Ese concepto se conoce como redes de Bravais'®. En cada red puede haber varios vectores
primitivos'!. Se puede definir la celda primitiva como la estructura minima que replicada reproduce
todo el cristal. Vale decir la estructura cristalina es invariante bajo traslaciones espaciales del tipo
R'=R+ T con T = mla,.

0000 0000 o O o
o O

9 00 >0 0 Q0 ©

lioo "!loo w.ax O

laj =laj), ¢ =90° |aj # |aj, p=190° |3y # |a4, ¢ # 90

1 ‘ 2 3
© O O

o
. o

la) = a4, @ = 120° lay = lad, ¢ = 90°

4 5

Figura 1.7: Las 5 redes de Bravais bidimensionales fundamentales: 1 Oblicuas, 2 rectangular, 3 rectangu-
lar centrada (rémbica), 4 hexagonal, y 5 cuadrada. Figura tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/
Bravais_lattice

a) Redes de Bravais bidimensionales. Tal y como muestra la Figura 1.7 existen 5 tipos distintos
de redes de Bravais bidimensionales.

1) Dada la red bidimensional de la Figura 1.8 encuentre todos los posibles vectores primitivos y
celdas primitivas asociadas.

9http://en.wikipedia.org/wiki/Auguste_Bravais
Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice
Hhttp://www.engr.sjsu.edu/rkwok/Phys175A/Chapter’%201 . pdf
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Figura 1.8: Red cristalina bidimensional. Encuentre todos los posibles vectores y celdas primitivas asociadas

2)

3)

La humanidad ha estado seducida por la geometria desde que empezé a representar figuras.
A partir de las cuatro imagenes que se ilustran en la Figura 1.9, encuentre todos los posibles
vectores y celdas primitivas asociadas.

Maurits Cornelis Escher'? fue un fenomenal dibujante holandés, quien se interesé por las
simetrias de los grupos de imagenes de papel tapiz. Berend, hermano de Maurits, era cris-
taldgrafo y le mostré la belleza de las simetrias de la naturaleza. En las cuatro obras del
género de Teselado'® de M.C. Escher, presentadas en la Fig 1.10 encuentre todos los posibles
vectores y celdas primitivas asociadas.

b) Redes de Bravais Tridimensionales. Este tipo de redes complica un poco mas el escenario.
Se puede demostrar que existen 14 de estas redes, tal y como se muestran en la Figura 1.11

Muestre que los volimenes de ocupacién atémica, para los sistemas Monoclinico, Triclinico,
Ortorémbico, Tetragonal, Romboédrico, exagonal y cibico, corresponden a las expresiones
que se muestran en la Figura1.11.

El sistema cubico, el mas simple, corresponde a un sistema con un tnico parametro de red
a = |al, ya que a = b = c. Ademds, una posible descripcién, para el caso mds simple, es
a = i;b = j;c = k, los tres vectores cartesianos ortogonales. Existen otros sistemas que
también estdn asociados al cibico. Estos son el sistema ciibico cara centrada (fcc por sus
siglas en inglés) y ctibico cuerpo centrado (bee). En el primero existen dtomos en el centro de
cada una de las caras del cubo definido por la triada, a = b = c. En el sistema fcc se anade
un atomo la centro del cubo simple.

1) Muestre que un sistema bee también puede ser descrito por los vectores primitivos: a = ai,
b =ajyc=a(i+j+k)/2. Dibuje la celda primitiva y calcule su volumen.

2)- Muestre que un sistema bcc también puede ser descrito por los vectores primitivos: a =
a(j+k—1)/2,b=ak+i—j)/2y c=a(i+j—k)/2. Dibuje la celda primitiva y calcule
su volumen.

3) Muestre que un sistema fec también puede ser descrito por los vectores primitivos: a =
a(j+k)/2,b=a(i+k)/2y c=a(i+j)/2. Otra vez, dibuje la celda primitiva y calcule
su volumen.

2http://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher
Bhttp://en.wikipedia.org/wiki/Tessellation
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Figura 1.9: Cuatro detalles geométricos. Cuadrante I: Mural egipcio. Cuadrante IT: Mural Mural Asirio.
Cuadrante III: Tejido Tahiti. Cuadrante IV: Ilustracién en pieza de porcelana china. Tomado de http:
//en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group

= Se puede definir la red reciproca como

axb

, bxc , .
a-(bxc)

c X a
a = ————— =

a-(bxc)’ a-(bxc);

/

y ¢ =

De esta manera es claro que, por construccién, a’-b = a’-c¢ = 0 y ademéds a’ -a = 1. Con
lo cual podemos generalizarlo como & . é; = 5;'.,. Exprese los vectores y las celdas reciprocas
para los sistemas ciibico simple, y los distintos bec y fee. Calcule ademas el volimen de cada
celda reciproca.

2. Considerando que
sr=zit+yj+zk=a"é,,
= A=A(r) =A(z,y,2) = A'(z,y,2)e; y B=B(r)=B(z,y,2) = B'(z,y, 2)8&
» ¢ =¢(r) = ¢(z,y,2) vy =9(r) = ¥(z,y,2)

usando la notacién de indices e inspirdndose en las secciones 1.6.3, 1.8.5 y 1.10, muestre las siguientes
identidades vectoriales

a) V(¢y) = oV +¢Vo

b) V- (pA)=¢V - -A+ (Vo) A

¢) V.x V¢ =0, también V- (V x A) y ;qué puede decir de V x (V - A)?
d)'V-(AxB)=(VxA)-B+Ax(VxB)

e) Vx(VxA)=V(V-A)-V?A


http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group
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Figura 1.10: Teselados de M.C. Escher, tomados de http://www.wikipaintings.org/en/
paintings-by-genre/tessellation?firstArtist=m-c-escher#artist-m-c-escher

3. Una particula se mueve bajo la ley r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k con
x(t) =2t%  y(t) =12 —4t; 2(t) =3t — 5.

El parametro ¢ representa el tiempo. Encuentre las expresiones para la aceleracion y la velocidad de la
particula, para t = 1 y en la direccién del vector i — 3j + 2k.

4. Suponga ahora el caso general de una particula que se mueve en una curva descrita por r(t) = x(t)i +
y(t)j + z(t)k. Muestre que el vector velocidad es tangente a la trayectoria descrita

5. Encuentre la ecuacién vectorial para una trayectoria recta que pasa por los puntos P — (1,2,3) y
Q@—(1,1,1)

6. Encuentre el angulo.entre los siguientes planos t+y+2=9y x+y — 2z = 3.

7. Un fluido se considera irrotacional si su campo de velocidades v = v(r) = v(x,y,t) cumple con la
ecuacién V x'w = 0. Suponga, ahora que v = (z + 2y + az)i + (bx — 3y — 2)j + (4o + cy + 22)k.
a) Encuentre el valor de a,b y ¢ para que este campo de velocidades sea irrotacional
b) Es intuitivo convencerse que si V x v =0 = v = V1. Encuentre expresién para la funcién
potencial ¢ = ¥(r) = ¢¥(z,y, 2)
¢) Counsidere la siguiente integral I = fc dr - v. Donde C es el circuito a recorrer.

1) Calcule el valor de la integral I a lo largo del trayecto: (0,0,0) — (1,1,0) mediante una seg-
mento de recta. Luego, de (1,1,0) — (2,0,0) a lo largo de otro segmento de recta. Finalmente
regresando (2,0,0) — (0,0,0) también siguiendo una recta.
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http://www.wikipaintings.org/en/paintings-by-genre/tessellation?firstArtist=m-c-escher#artist-m-c-escher

The 7 lattice systems The 14 Bravais lattices
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Figura 1.11: Las 14 Redes de Bravais Tridimensionales y las estructuras cristalinas asociadas. Tomado de
http://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice

2) Calcule el valor.de la integral I de (0,0,0) — (2,0,0) a lo largo de un arco de circunferencia
que cumple con la ecuacién (z—1)2+y? = 1. Ahora regresando de (2,0,0) — (0,0, 0) también
a través de una recta.

3) (Qué puede concluir del campo v?

8. Dos funciones complejas Z;(t) y Za(t) cumplen con las siguientes ecuaciones

4z; —i azs i

At Zi—7Zy, Y At Ze— 24

Muestre que las siguientes cantidades son constantes.

w1+ Zy
|Z1 — Zo]


http://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice

= |Z1? + |22
9. Considere la siguiente ecuacion
27— 4284625 — 62" +62° — 1222 +824+4=0
Encuentre sus raices sabiendo que 23 = 2.

10. Muestre que la expansién binomial puede ser escrita como

n!
1 + ZZ: 7RZ:0Am con A7n (n) = m

. ’ . <, . . . ’ n
Si estd convencido de la expansién anterior, considere ahora una parecida: (1 + e’e) y muestre que

mZ:OAm cos(nf) = 2" cos™ (Z) cos (7129)

Apm(n) sen(nf) = 2" cos™ (g ) on <%9)

11. Las funciones hiperbdlicas se definen como

m=0

et +e* et + e’

cosh(z) = 5 y senh(z) = 3

y de manera andloga a las funciones trigonométricas tendremos el resto de funciones

senh(z) 1 1 1

tanh(z) = cosh(z)’ sech(z) = cosh(x); csech(z) = senh(ac); ctanh(z) = tanh(z )

a) Muestre las siguientes equivalencias
cosh(z) = cos(ixz), isenh(z) =sen(iz), cos(z)=cosh(iz) y isen(z)= senh(z)
b) Muestre las siguientes identidades
cosh?(z) — senh?(x) = 1; sech?(z) = 1 — tanh?(z); cosh(2z) = cosh?(z) + senh?(z)
¢) Resuelva las siguientes ecuaciones hiperbdlicas
cosh(z) — 5senh(z) —5 =0, 2cosh(4z) —8cosh(2z)+5=0 y cosh(z) = senh(z) + 2sech(z)

d) La posicién de una particula vista desde dos observadores relativistas O y O puede expresarse en
término de funciones hiperbdlicas como

- h —senh
SR N C

» Encuentre la matriz L¥ tal que 2" L,’j T
» Muestre que ds? = (2°)%2 — (21)? = (29)? — (31)2.
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2.1. Grupos, cuerpos y espacios vectoriales

2.1.1. Grupos

Considere el siguiente conjunto G = {g1, 92,93, " ,gn, - + y la operaciéon O. Entonces estos elementos
forman un grupo abeliano® respecto a la operacién [ si V g; € G se tiene que:

1. Cerrada respecto a la operaciéon O: {g; € G,9; € G} = Fgpr=9:0g; € G
2. Asociativa respecto a la operacién O: g O (g; O g5) = (95 O ¢;) O g,

Existencia de un elemento neutro: 31 e G = ¢g01=¢g; =10 g;

>

Existencia de un elemento inverso: g; € G = 3 g;l €G = ¢ 0g7 ' = g;l Og; =

5. Conmutativa respecto a la operacién [: g; O g; = g; O g; .

Ejemplos de grupos:

» Los enteros 3 ={---—3-2,-1,0,1,2,3,---} respecto a la suma pero no respecto ala multiplicacién
(excluyendo el cero) por cuanto no existe inverso

= Los racionales respecto a la suma y a la multiplicacién
» Los nimeros complejos z = €'’ respecto a la multiplicacién
= Las rotaciones en 2 dimensiones (2D), sin embargo las rotaciones en 3D forman un grupo no-abeliano

= Dado un grupo de tres elementos, G = {1, a, b} yla operacién [I. Por construccién si queremos que la
operacién de dos de los elementos provea un tercero distinto, entonces la UNICA “tabla de multiplica-
ciéon” posible sera:

>le =0
(SHTESY) [P [
SEFSYRSARSH

=S e e

Si sélo se cumplen las cuatro primeras, entonces se dice que simplemente forman grupo respecto a la
operacién . Se pueden definir subgrupos si un subconjuntos de los elementos de un grupo g; € G también
forman un grupo.

El nimero de los elementos de un grupo puede ser finito o infinito. En el primer caso de denominan
grupos finitos y el numero de elementos que contenga se conoce como el orden del grupo. Un grupo finito
que se construye a partir de una operacién con un unico miembro se denomina grupo ciclico, y el caso
més elemental es G = {I, X, X2, X3, ... ,ngl}. Obviamente hemos definido aqui: X? = XOX y X2 =
X?0X = XOXOX vy asi consecutivamente hasta ejecutarse g — 1 veces, entonces se retoma el elemento
identidad, estoes: X970 X = X9 =1I.

INIELS HENRIK ABEL, (1802-1829 Noruega) Pionero en el desarrollo de diferentes ramas de la matemética moderna, Abel
mostré desde su infancia un notable talento para el estudio de las ciencias exactas. Tal predisposicién se veria muy pronto
confirmada por sus precoces investigaciones sobre cuestiones de dlgebra y calculo integral, en particular sobre la teorfa de las
integrales de funciones algebraicas (a las que se denominaria abelianas en honor de su formulador) que no habria de publicarse
hasta 1841, doce anos después de su fallecimiento. En 2002 el gobierno noruego lanzé el premio Abel que llenaré el vacio que
existe en la premiacién Nobel del gobierno sueco, en el cual no existe premiacién para la comunidad matematica.



Considere los siguientes conjuntos y operaciones

s Guods = {1,3,5,7} v la operacién multiplicacién médulo 8. Esto es: multiplicar dos de los elementos
y dividirlo entre (para este caso) 8. De esta forma 3 -3 =9 y el residuo de dividir 9/8 es 1, vale decir
(3 - 3)mods = 1 De esta manera construimos entonces la tabla de multiplicacién

xmod8 | 1 3|5 |7
1 13|57
3 311|715
5 51711113
7 715131

» Ghods = {1,2,3,4} y la operacién multiplicacién médulo 5. Tabla de multiplicacién;

xmodb | 12|33 |4 xmodh | 12|43
1 112134 1 1121413
2 214113 o 2 21417311
3 3111412 4 413|172
4 413|211 3 301214

» Giodoa = {1,5,7,11} y la operacién multiplicacién médulo 24. Tabla-de multiplicacién:

xmod24 | 1 5 7|11
1 1 5 7|11
5 5 1 |11 7
7 7011 ] 1 5
11 11 7 1
» G, ={1,i,—1,—i} y la operacién multiplicacién:
1 i | -1 -
1 1 i -1 -
1 1] -11 -1 1
1 -1 -1 i
A1 1 i -1

Diremos que los grupos Gods ¥ Gmod24 son isomorfos porque tienen tablas equivalentes de multiplicacion.
Esto es;dado un grupo genérico G = {1, A, B, C'} su tabla de multiplicacién seré:

x| 1]A|B|C
111]|A|B|C
A|lA|1|C|B
B|B|C|1]|A
C|C|B|A|1




Note que A~! =A y que siempre la operacién de dos elementos da uno distinto a los operados.
De igual forma los grupos G« vy Guods son isomorfos con una tabla de multiplicacién

Q| | | X
Q| »=| =] =
= QW |
== QE W
T == QA

2.1.2. Cuerpo

Definiremos como un cuerpo (o campo) el conjunto A = {aj,as, a3, -+ ,an,- -} sobre el cual estdn
definidas dos operaciones: suma (+) y multiplicacién (-) y que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Forman un grupo abeliano respecto a la suma (+), con el elemento neutro representado por el cero (0).

2. Forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién (-). Se excluye el cero (0) y se denota el elemento
neutro de la multiplicacién como (1).

3. Es distributiva respecto a la suma (+) : Dados a;, a; y oy se tiene que
;- (o +ap) = ;-0 + o - ag.

Ejemplos tipicos de campos lo constituyen los racionales £, los niimeros reales R y los niimeros complejos
€. Normalmente se refiere estos campos como Campos Escalares.

2.1.3. Espacios vectoriales lineales

Sea el conjunto de objetos V = {|v1), |v2), |vs)<"-|v;)--- }.Se denominard V un espacio vectorial lineal
y sus elementos |v;) vectores, si existe una operacién suma, H, respecto a la cual los elementos |v;) € V
forman un grupo abeliano y una operacién multiplicacién por un elemento de un campo, K ={«, £, v---},
tal que:

1. La operacién suma H es cerrada en V 2V |v;),|v;) € V = |ug) = |v) Blvj) € V
2. La operacién suma H es conmutativa y asociativa:
a) ¥V |}, |vj) € V = i) Bloj) = |v;) B |vi)
b) ¥ [vi),[v5), |ok) € V= ([0} 8B |vj)) B [or) = [vi) B (|v;) B |vk))
Existe un tnico elemento neutro |0) : [0) B |v;) = |v;) B|0) = |v;) V |v;) € V
Existe un elemento simétrico para cada elemento de V: V |v;) € V 3 |—v;) / |v;) B |—-v;) = |0)
a (B i) = (aB) |vi)
(a+ B) i) = [in) + 8 vs)
o () B o) = o foy) B o)

PHI & otk w

1jvi) = |v;)

Es inmediato notar que podemos definir subespacios vectoriales dentro de los espacios vectoriales. Ellos
seran aquellos conjuntos de vectores que cumplan con los requisitos anteriores pero ademas cerrados dentro
de los mismos conjuntos de vectores.



2.1.4. Ejemplos espacios vectoriales

Seran ejemplos de espacios vectoriales los siguientes:

1. Los numeros reales y complejos con el campo de reales o complejos y definidas las operaciones ordinarias
de suma y multiplicacion.

V=R, H=+4+, |v)=z, K=R
v=¢, B=+, |vn=zxz+iy, K=R

Cuando el campo K es el conjunto de los nimeros reales se dird que es un espacio vectorial real de
numeros reales si V=R, y si V = € se dird un espacio vectorial real de nimeros complejos. Por su
parte, si K = € diremos que es un espacio vectorial complejo de ntimeros reales (V = fR) o complejos
(V = €). Siempre se asociard el campo de escalares al espacio vectorial. Se dird que es.un espacio
vectorial sobre el campo de los escales. Si el campo es real (complejo) se dird que el espacio vectorial
es real (complejo).

2. El espacio V = R" = R x R X --- X R, vale decir el producto cartesiano de R, cuyos elementos son
n—uplas de nimeros, con la operacién suma ordinaria de vectores en n-dimensionales y la multiplicacion
por escalares.

|93> = (xl,x2,x3,- ' :CTL) A |y> = (ylvaay37' ot 7y7l)
|z) Bly) = (v1 + Y1, 22 + Y2, 23 + Y3, -+ 2 @n + Yn)
alz) = (axy, axe, axs, - axy) .

Este espacio vectorial es de dimensién finita. Igualmente, serd un espacio vectorial € = €xEx---x €
para el cual los elementos z; € €. Si para este caso el campo sobre el cual se define el espacio vectorial
€" es real, tendremos un espacio vectorial real-de nimeros complejos.

Es obvio que el caso V = R para el cual |z); = (21,0,0,---,0) y |y), (y1,0 0,---,0)
quier espacio de vectores formados por las componentes, i.e. |z), = (0,0,0, ,Xiy - 0) y
(0,0,0, - ,y;,---0) formardn subespacios vectoriales-dentro de R™.

o cual-
1Y)

3. El espacio E* constituido por vectores |x) = (1, 2,23, Tp, ) contables pero con infinitas com-

ponentes.
|£Z?>:(IL'1,£172,1133,~",J}n,"') A |y>:(y17y23y37"'aynv"')
|Jf> t ‘y> = (371 +y1,1‘2+y27$3+y3a"' 7xn+yna"')
alz) = (axy, axe, axs, - 0Ly, ),

con la restriccién que

lim le =L, con L finito.

n—oo -

4. El conjunto de la matrices n x n reales o complejas con el campo K real o complejo.

lz) = Moy, A |y) = Nap
|z) B ly) = Map + Nap = (M + N),,
o|7) = aMap = (M),

Es también obvio que se podran formar subespacios vectoriales cuyos elementos sean matrices de
dimensiéon menor a n X n.



5. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales: P = {ao, a1z, ax?, -, apT™, - - }, con H
la suma ordinaria entre polinomios y la multiplicacién ordinaria de polinomios con escalares.

6. Espacios Funcionales (de los cuales los polinomios son un caso particular). En estos espacios los vectores
seran funciones, la suma serd la suma ordinaria entre funciones y la multiplicacién por un escalar
también serd la multiplicacién ordinaria de una funcién por un elemento de un campo

fy=Ffx) A g =g(x)
|f)Blg)=f(z)+g

7. El conjunto de todas las funciones continuas e infinitamente diferenciables, definidas en el intervalo
[a,b)] : bl -

8. El conjunto de todas las funciones complejas de variable real, ¢ (x), definidas en‘[a,b], de cuadrado

integrable (es decir para las cuales f; dz [ (z)]? sea finita). Este espacio se denomina comiinmente
L2 y puede ser definido en un rango |a, b], finito o infinito, y para més de una variable.

2.1.5. La importancia de la conceptualizaciéon y la notacién

En los ejemplos antes mencionados hemos utilizado para representar un vector abstracto la notacién
de |v1) y con ellos construimos un espacio vectorial abstracto V- = {|vy), |vs3), |vs), -+, |vn)}. Un espacio
vectorial abstracto serd un conjunto de elementos genéricos que satisfacen ciertos axiomas. Dependiendo del
conjunto de axiomas tendremos distintos tipos de espacios abstractos. En matematica el concepto de espacios
abstracto es reciente (1928) y, aparentemente, se le debe a Maurice Fréchet?. La teorfa resulta de desarrollar
las consecuencias l6gicas que resultan de esos axiomas. Los elementos de esos espacios se dejan sin especificar
a proposito. Ese vector abstracto puede representar, vectores enR™, matrices n X n o funciones continuas.
La notacién |v1), que se denomina un ket y al cual le corresponde un bra (vs| proviene del vocablo inglés
braket que significa corchete y serd evidente més adelante cuando construyamos escalares braket (va||v1).
Esta 1til notacién la ideé Paul Dirac?, uno de los fisicos més influyentes en el desarrollo de la fisica del siglo
XX.

2.1.6. Ejercicios

1. Sea S el conjunto de todos los niimeros reales excluyendo —1 y defina la operacién [
alOb=a+b+ab
donde + es la suma estandar entre ntimeros reales.

a) Muestre que [S, 0] forman grupo

b) Encuentre la solucién en S para la ecuacién 2 0 2 03 =7

2MAURICE FR6CHET (1878 Maligny, Yonne, Bourgogne-1973 Parfs, Francia). Versétil matemético francés, con importantes
contribuciones en Espacios Métricos, Topologia y creador del concepto de Espacios Abstractos.

SPAUL ADRIEN MAURICE DIRAC (1902 Bristol, Inglaterra 1984-Tallahassee, EE.UU). Ademés de contribuir de manera
determinante en la comprensién de la Mecéanica Cuéntica, es uno de los creadores de la Mecanica Cudntica Relativista la cual
ayudé a comprender el papel que juega el espin en las particulas subatémicas. Por sus importantes trabajos compartié con
Erwin Schrodinger el Premio Nobel de Fisica en 1933.



2. Considere un triangulo equilatero. Uno puede identificar operaciones de rotacién alrededor de un eje
perpendicular a la figura y reflexiones respecto a planos que dejan invariante la figura del tridngulo.

a) Muestre que el conjunto de estas operaciones forma un grupo G = {I, R, R, Xl,XQ,Xg}. con
I la operacién identidad; R y R las rotaciones y X1, X2 y X3 las reflexiones. Muestre ademas,
que las rotaciones forman un subgrupo ciclico de orden 3, mientras que las reflexiones forman un
subgrupo ciclico de orden 2

b) Construya la tabla de multiplicacién para Ga

¢) Considere las siguientes matrices

_1 V3 _1 _ V3
2 2 2 2
I:((l) ?); A= B =
_¥3 1 V3 1
2 2 2 2
1 _ V3 1 V3
_ 2 2 2 2
c:( 01 ?); D= E =
_v3 1 V3.1
2 2 2 2

Muestre que forman grupo bajo la multiplicacién de matrices y que ese grupo es isomorfo a G A

d) Considere las siguientes funciones

1 r—1 T

fi(z) = z; fz(rc)=é; fa(@) == fale) == fsl@)=1-w fol2) = ——;

Muestre que forman grupo bajo la operacién fi(z) ® f;(x) = fi(f;(x)) y que ese grupo es isomorfo
a GA

3. Definamos una operacién binaria Il como
rBy=x+4+y+ary
con z,y,a € Ry ademds a # 0.

a) Demuestre que B es asociativa

b) Muestre que B genera un grupo en {9% — (_71)} . Es decir, Vx,y e RAz # %,y #* %1 entonces
= B y forma un grupo

4. Muestre que el siguiente conjunto de transformaciones en el plano zy forman un grupo y construya su
tabla de multiplicacién

T
a) 1=

y—y

r— —x
b) I'=

y— -y



r — —T

c) I, =
y—y
T
d) I, =
y— -y

5. Muestre que también seran espacios vectoriales

a) El conjunto de todas las funciones f = f(z) definidas en x = 1 con f (1) = 0. Si f(1) = ¢
;Tendremos igual un espacio vectorial? ;Por qué?

b) Los vectores (z,y,z) € V3 tal que sus componentes satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
algebraico

a11% + a2y + a3z =0
21T + a2y + agzz =0

a31% + az2y + azzz =0

2.2. Espacios métricos, normados y con producto interno

2.2.1. Meétricas y espacios métricos

El siguiente paso en la dotacion de propiedades de los espacioslineales lo constituye la idea de métrica o
distancia entre sus elementos. El concepto de métrica surge de la generalizacién de la idea de distancia entre
dos puntos de la recta real.

Un espacio vectorial serd métrico si podemos definir una funcién d tal que:

d:VxVoR/Vx),ly),|z) eV
y se cumple que:
Lod(|z),ly) 20, si d(|z),[y) =0 = |z)=y)
2. d(|z),[y) = d(ly), |z))
3. d(Jx),|y) <d(|z),|2) +d(Jy), |2)) (La desigualdad triangular).

Asi, diremos que (V,K,H, d) es un espacio vectorial, lineal, métrico.

Ejemplos
1. Espacios euclidianos reales SR"™ .

a) Para MR, es decir la recta real, la definicién de métrica es d (|z),|y)) = |z — y|.

b) Para 2, es decir el plano, una definicién de métrica es: d (|x),|y)) = \/(xl — 1) + (22 — 12)°
También podemos construir otra definicién de métrica como: d (|z), |y)) = |x1 — y1|+|z2 — y2|. La
primera de estas métricas se conoce como métrica euclidea y la segunda como métrica Manhattan
o meétrica de taxistas. Es claro como el mismo espacio vectorial genera varios espacios métricos,
dependiendo de la definicién de métrica, y para el caso particular de estas dos métricas correspon-
den corresponden a medidas del desplazamiento en aviones (metrica euclidea) o vehiculos terreste
en ciudades.



¢) En general para espacios euclidianos reales 8™ una posible definicién de métrica seré:

a2, 19) = (21 — 1) + (@2 — 2)° + (53 — y8)” + -+ (@0 — 90)°

2. Espacios unitarios n—dimensionales, o espacios euclidianos complejos, €”. La definicién de distancia
puede construirse como:

d(|z),ly)) = \/Im — i’ + e — ol + s —ysP o+ | — gl
y es claro que se recobra la idea de distancia en el plano complejo: d (|z), |y)) = |z — y|.

3. Para los espacios de funciones Cﬁf p una posible definicién de distancia seria:

d(|f)19)) = max |f(t) =g (t)] .

t€la,b]

Es importante destacar que las definiciones de distancia arriba propuesta son invariante bajo traslaciones
de vectores. Esto es: |Z) = |x) +|a) A |§) = |y) + |a), entonces, d (|z), |y)) =d(|Z), 7))

2.2.2. Normas y espacios normados

La idea de distancia, de métrica, es el equipamiento més elemental que uno le puede exigir a un espacio
vectorial. Mucho maés interesante atin son aquellos espacios vectoriales que estan equipados con la idea de
norma y, a partir de alli, se define la idea de distancia. La norma tiene que ver con el “tamano” del vector y
la métrica tiene que ver con la distancia entre vectores. Cuando definimos la métrica a partir de la norma,
vinculamos las propiedades algebraicas del espacio con-sus propiedades geométricas.

La Norma, |[|v;)]| = N (Jv;)) de un espacio vectorial V. = {|v1), |va), |vs)---|v,)} serd una funcién
N:V —-R/V |v) €V que cumple con:

L N(lvi) =)l 20, si lloi)[| =0 = |v;) = [0)
2. N(afvi) = llafoi)l = laf [[lo)]
3 vi) + fop)ll < llva)ll + [[[vj)]] (Desigualdad Triangular).

La definicién de Norma induce una métrica de la forma d(|v;), |v;)) = |||vi) — |v;)]|. Se denota en este
caso un espacio vectorial normado como (V, K,H;||-||) y también se le conoce como un Espacio de Banach.
El concepto de espacio vectorial normado fue formulado en 1922 de manera independiente por S. Banach*,
H. Hahn y N. Wiener.

Ejemplos

1. Espacios euclidianos reales, A" y espacios euclidianos complejos €". Para estos espacios de Banach, la
Norma se define como:

1
n 2
)|l = \/\561|2 + |2l o+ [ws]* - o [ | = <Z|xi|2> ;

i=1

4STEFAN BANACH (1892 Kracovia, Polonia-1945 Lvov,Ucrania) Matemético polaco, uno de los fundadores del Anilisis
Funcional Moderno, con sus mayores contribuciones a la teoria de espacios topolégicos. Hizo también importantes aportes a la
teoria de la Medida, Integracién y Teoria de Conjuntos y Series Ortogonales.



es claro que para un espacio euclidiano RR* se cumple que |||z)|| = /2% + 23 + 23, por lo tanto, la
idea de Norma generaliza la nocién de “tamano” del vector |x). También es claro que la definicién de
distancia se construye a partir de la norma de la forma:

2 2 2 2
d(lw>,\y>)zlllx>*|y>\\:\/m*yll + w2 —wol "+ lws —ysl" + - + o0 —ynl”

2. Para el espacio lineal de matrices n X n reales o complejas con el campo K real o complejo, una

definicién de norma es
m

1M1= (M|
a=1b=1

y la correspondiente definicién de distancia

d(j),[y) =IIM =N =3 |May — Ny -

a=1b=1
3. Para los espacios funcionales C[anb] una posible definicién de norma seria:
;

A1 = méx [f@)],

t€la,b]

otra posible definicién seria

1
2

I, = /te[ 4 £

2.2.3. Espacios con producto interno

El siguiente paso en la construccion de espacios vectoriales més ricos es equiparlo con la definicién de
producto interno y a partir de esta definicién construir el concepto de norma y con éste el de distancia.
La idea de producto interno generaliza el concepto de producto escalar de vectores en > e incorpora a los
espacios vectoriales abstractos el concepto de ortogonalidad y descomposicién ortogonal. Histéricamente, la
teoria de espacios vectoriales con producto interno es anterior a la teoria de espacios métricos y espacios de
Banach y se le debe a D. Hilbert®. Adicionalmente, la semejanza entre la geometria euclidiana y la geométrica
de R™ ha hecho que espacios en los cuales de puedan definir, distancia, angulos, a partir de una definicién
de producto interno, se denominen también espacios euclidianos.

Producto interno

En un espacio vectorial abstracto V.= {|v1), |va), |vs)---|vn)}, la definicién del producto interno de
dos vectores se denota como (v;| v;) y es una funcién: Vx V=KV |v;),|v,), |vg) € V, es decir, asocia a
ese par de vectores con un elemento del campo, o cuerpo, K.

Las propiedades que definen el producto interno son:

L (vilviy € K A (v]v)>0 V |v;) eV, si (v]v) =0 = |u) =10)

SDAVID HILBERT (1862 Kaliningrad, Rusia-1943 G&ttingen, Alemania) Matematico alemén defensor de la axiomdtica
como enfoque primordial de los problemas cientificos. Hizo importantes contribuciones en distintas areas de la matematica,
como: Invariantes, Campos de Numeros Algebraicos, Anélisis Funcional, Ecuaciones Integrales, Fisica-Matemética y Célculo en
Variaciones.



il ) = (ol v)” Y i) Juy) €V
(il vy k) = (il v5) +(uil ve) A (v o] vk) = (Uil vk) + (vl k)Y Jvi) s [vg) s ok) €V
v avg) = a v v)) A (o] vy =af (v v) Y u),lv)) VA aceK

. {v;] 0) = (0] v;) =0

A partir de la definicién de producto interno se construyen los conceptos de norma y distancia

Mol = Voo v dllud . o) = ko) — o) = /(i — vl vi —vy)

T W N

La desigualdad de Cauchy-Schwarz

Todo producto interno (v;| v;) definido en un espacio vectorial abstracto V = {|v1), |va), [vz)«--|un)}
cumple con la desigualdad de Cauchy-Schwarz

2
[(vil )" < (uil vi) (w5 vg) = [wil vl < Qv [lTo)l -
Es claro que si |v;) =[0) A |vj) = |0) se cumple la igualdad y es trivial la afirmacién.

Para |v;) A |v;) cualesquiera, procedemos construyendo |vg) = «|v;) + 8 |v;) con |v;) A |v;) arbitrarios,
pero a y B tendran valores particulares, por lo tanto

(v| vi) = (aw; + Poj| av; + Pu;) >0
(aw; + Buj| av; + Buj) = (awi| avy) + (aw;| Buj) + (Buj| avi) + (Bus| Buj) >0

2 * * 2
= laf” (vi| vi) + " Bwi| vy) + B av;] vi) + |B]” (vj| v;) > 0.
Si a = (vj| v;), se tiene que
* 2
(vjl v3) (vil vi) + B (il v} B" (vj] vi) + 18" = 0,
seguidamente seleccionamos § = — (v;| v;) y por lo tanto * = — (v;| v;) ¥ consecuentemente
2

(0l v3) (vil vi) Z (vil wz) (0| vi) = [{vi] v;)]|

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de norma se desprende que

2
[{vil vj)] < Mulopl
o2 1o 2~ o)~

por lo tanto podemos definir el “4ngulo” entre los vectores abstractos |v;) A |vj) como

=

_ Ml opl
cos(0O) = vadll o)l

Mas aun, a partir de la definiciéon de norma se obtiene
2 *
[lvi) + i)™ = (i vl vi + v5) = (il vi) + (il v3) + (vil v3)" + (| v;) = (vil vi) +2Re ((vi] v5)) + (v;] v;)
con lo cual hemos generalizado para un espacio vectorial abstracto el teorema del coseno
2 2 2
lfoz) + ) [I7 = o) 1™ + o)l” + 2 [l [ [vs) || cos(©)

y para el caso que los vectores |v;) A |v;) sean ortogonales, esto es (v;| v;) = 0, tendremos el teorema de
Pitagoras generalizado
2 2 2
Ifoz) + To )™ = lloa) 17 + Mwa) I -



Ejemplos

1. Espacios euclidianos reales, R" y espacios euclidianos complejos €.

Los vectores de estos espacios pueden ser representados por |x) = (z1, T2, - xn) A |y) = (Y1,Y2,** ,Yn)
y el producto interno queda definido por

(| y) = 2191 + T2y2 + T3Y3, Ty = Zﬂfiyi,

es claro que esta definicién de producto interno coincide, para R? (y JR3) con la idea de producto
escalar convencional que consideramos en las secciones 1.3.1 y 1.5.3, vale decir

a=a,i+a,j
= a-b=azb; +ayb,.
b = b,i+ byj

Ahora bien, el lector puede comprobar que para vectores en 32 también se puede proveer una definicién
de producto interno
a®b =2a,b; + azby + ayb, + ayby,

igualmente vélida, con lo cual es claro que en un mismo espacio vectorial pueden coexistir diferentes
productos internos. Por su parte, la norma es

lla)l = il 2) = /o2 + 23 + a3, (- 42 =

La distancia también recupera la idea intuitiva de distancia euclidiana

d(lz);ly) = llz) = |l = V(& —ylz —y)

d(|z),ly) = \/(561 — )" (22— y2)" + (w3 —ys) 4+ (2 — )™

El teorema del coseno queda como

obvio-que para PR2 tanto el teorema del coseno como el teorema de Pitdgoras retoman su forma tradi-
cional. Finalmente la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa

2 n n
2 2
< E x; E Yi -
i=1 i=1

[zl o)l < [l ol =




2. Para los espacios de funciones continuas C@Ob} una posible definicién de producto interno seria
.

<f|g>:/dx (@) (@),

de la cual se deriva la expresion para la norma

I = tf15) = [ o 17 @)

la distancia entre funciones quedara definida como

d(6).19) =15 — 19l = VT =gl F—g) = UL ) = (Fl g} — (f 9)" + (gl 9)

a(f).19)) = de (@)= g @)
=\//dx @) - 2Re (/dw 7 (@) g<x>) + [ gl

Los teoremas del coseno puede ser escrito como

[ 1@+ 9@l = [ao if (e |+/dxlg
2( [ as f()|> ([as |g<>|2)5cos<e>,

cos(0) = J dz f* 9(x) .
(Jaw If (@ ) (fdsc g (@))"

y como era de esperarse el teorema de Pitadgoras queda

[z i@ g @F = [ao f @+ [dn lg(@)?

para funciones f (x) y g (z) ortogonales, mientras que para este caso, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

% exprosa
‘/dmf*(x) /d:c|f > [ lg(a)®

Los vectores en A% en coordenada cartesianas los definimos como a = a,i + ayj + a.k y definimos una
“tabla de multiplicacién” entre ellos de la forma <e’” lej) = % con i,5 = 1,2,3, esto es:

donde

)

2.2.4. Ejercicio

(e ey) 1§ | | X |

i 1100 —

3 o110 coni,j=1,2,3
k 0(0]1




Un cuaternién cartesiano puede escribirse de manera analoga a los vectores cartesianos, vale decir:
et _ 0 i _ . .
la) = a®|qa) = @’ + a' |q;) = ao + azi+ a,j + a.k,

con a = 0,1,2,3 y donde las a’ (con i = 1,2,3) son nimeros reales que representan las componentes
vectoriales en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la a¥, también un nimero real se le
llama componente escalar®. Los cuaterniones fueron inventados por el matematico irlandés William Rowan
Hamilton a mediados del siglo XIX, y por decirlo de alguna manera, son hibridos o generalizaciones a un
plano hipercomplejo. Un vector cartesiano es un cuaternién con la componente escalar nula.

Basandonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicacién” para los cuaterniones cartesia-
nos como

) olg) [ 1] g | le2) | lgs) |
1 1 1) lq2) lq3)
|q1) lq1) -1 lg3) | —lg2)
|QQ> |Q2> - |QS> -1 \Q1>
lg5) lg3) lg2) | —la1) -1

Nétese que por el hecho que [g;) ® |g;) = =1 = |q1) © [q1) = [g2) © |g2) = |g3) © |g3) = —1, se puede
pensar que un cuaternién es la generalizacién de los nimeros complejos a mas de una dimensién (un niimero
hipercomplejo) donde la parte imaginaria tendria tres dimensiones y no una como:es costumbre. Esto es

la) = a® |qa) = a®|qo) + @ |¢;) = a® + a' |q1) + a® |q2) + a*qs)
—

1 “parte compleja”

Siendo consistente con esa visién de generalizacion de un numero complejo, definiremos el conjugado de
un cuaterniéon como |b>% =00 |qo) — ¥ |g;) con j = 1,2,3. Es decir, en analogfa con los nimeros complejos
el conjugado de un cuaterniéon cambia el signo de su “parte compleja vectorial”. Igualmente, definiremos la
suma entre cuaterniones como

|a> =a” ‘Qa>
= lo) = ¢ lga)=la) +1B) = (a® + 1) |qa) = ¢ = (a® +%)
B) = b |qa)

Esto quiere decir que los vectores se suman componente a componente. Mientras que la multiplicacién por
un escalar queda definida por «/|c) = ac® |qa), es decir se multiplica el escalar por cada componente.

1. Compruebe si los Cuaterniones, |a), forman un espacio vectorial respecto a una operacién esa suma
y esa multiplicacién por escalares; analoga a la de los vectores en A% en coordenada cartesianas ;Los
cuaterniones |a) son vectores; pseudovectores o ninguna de las anteriores? Explique por qué.

2. Dados dos cuaterniones |b) = (b°,b) y |r) = (r°,r), entonces, el producto entre cuaterniones |d) =
|b) ® |r) podré representarse como

ld)y = [b) ® |r) +— (d°,d) = (b = b1, r’b+b'r+ b x 1)

donde -y X corresponden con los productos escalares y vectoriales tridimensionales de siempre.

6Recuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein en la cual c¢® |gq) = © + Z?:l ¢ |g;). Es decir hemos supuesto
que |qo) = 1, la unidad en los niimeros reales. Adicionalmente, nétese que los indices griegos «, 8, - - - toman los valores 0, 1,2, 3,
mientras que los latinos que acompafnan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k,l = 1,2, 3.



Ahora con indices: dados [b) = b%*|qs) v |r) = r*|qa), compruebe si el producto |d) = |b) ® |r) puede
ser siempre escrito de la forma

) = |b) @ |r) = alqo) + 567 g5) + ATV bk |gs)

donde a representa un escalar; S )5? tres cantidades (recuerde que los indices latinos toman los valores
4 k,1=1,2,3, mientras i = 0,1,2,3); donde S*) indica S7* = S%, que la cantidad S¥ es simétrica, y
por lo tanto (5969 + S7%69) |¢;). Mientras AU representa un conjunto de objetos antisimétricos en
3y ke AUME 5 Adki — _ ARTE 5 (ATKY iy — ARIT ) |gi)T

Identifique las cantidades: a, S y AUK en términos de las componentes de los cuaterniones ;El
producto de cuaterniones |d) = |a) ® |r) serd un vector, pseudovector o ninguna de las anteriores?
Explique por qué.

3. Muestre que los cuaterniones pueden ser representados por matrices complejas 2 x 2 del tipo

b (o)

donde z,w son numeros complejos y w y Z sus complejos conjugados

4. Muestre que una representacién posible para la base de cuaterniones es, la matriz unitaria 4x4 y

0O 1 0 O 00 0 -1 0O 0 -1 0
-1 0 0 O 00 -1 0 0 O 0 1
‘QI> = 0 0 0 1 ; ‘q2> = 01 0 0 ; |QB> = 1 0 0 0
0O 0 -1 0 1 0 0 0 0 -1 0 O

5. Compruebe si la siguiente es una buena definicién de producto interno:
H
(a[b) =la)” © [b)
6. Modifique un poco la definicién anterior de tal forma que se tenga la

(aflb) = [ 1)~ lan) © (a ) © [ )]

y compruebe si esta definicién compleja del producto interno cumple con todas las propiedades. Nétese
que un cuaternién de la forma |f) = f° + f!|g1) es un nimero complejo convencional.

7. Compruebe si la siguiente es una buena definicién de norma para los cuaterniones

n(|) = lla)| = Vala) = /&)™ @ a)

8. Comprebe si un cuaterniéon definido por
H
—_ 19

AT

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |a) respecto a la multiplicacién ®

9. Compruebe si los Cuaterniones |a) forman un grupo respecto a una operacién multiplicacién © .

"Para familiarizarse con las expresiones vectoriales con la notacién de indices puede consultar la seccién 1.6



10. Los vectores en RR3 en coordenadas cartesianas, |v), pueden ser representados como cuaterniones donde
la parte escalar es nula v° = 0 — |v) = v/ lg;). Compruebe si el siguiente producto conserva la norma

[v") = la) © |v) © |a)

2 ’ 2 ’ 2 ’ 2
Estos es: [[|[v)||” = (Ul ) + (vz) + (1)3 )

@) + (@) + (%) = [l

2.3. Variedades lineales

2.3.1. Dependencia/independencia lineal

Siguiendo la misma linea de razonamiento que en las secciones 1.2 y 1.5.2, generalizamos el concepto de
dependencia e independencia lineal de 3% y R3. Asi

|0) = C1 |v1) +Co |v2) +C5 |ug) -+ Cp |vp) = Zci |vi)
i=1

Podemos afirmar que:

= Si esta ecuacién se cumple para algiin conjunto de {C;} no nulos, se dird que el conjunto de vectores
correspondiente {|v;)} son linealmente dependientes.

= Por el contrario, si esta ecuacién sélo puede ser satisfecha para todos los C; = 0, entonces se dird que
el conjunto de vectores correspondiente {|v;)} son linealmente independientes.
Ejemplos dependencia/independencia lineal
1. Dados tres vectores en R*

5 vg) =

1 -1

3 1

|U1> = -1 ; |U3> = 0
2 0

El criterio de independencia lineal se cumple si |0) = Cy |v1) + Ca |v2) + Cs |vs) y todos los {C;} son
nulos, esto es

Ch +2Cy —-C3 = 0
3C, +C3 = 0
—-C; 40 =0
2C7 430, = 0

de donde es claro ver que la tnica solucién posible implica C; = Cy = C3 = 0, es decir, el conjunto de
vectores: {|v1),|vs),|v3)} son linealmente independientes.

2. Sicconsideramos el espacio vectorial V = {|v1), |va), |vs),- - ,|vn)} serdn ejemplos de independen-
cia lineal:
= |vg) = f(t) =t para k = 1,2,3,--- Es claro que un polinomio de grado n + 1, no podra ser

expresado en términos un polinomio de grado n, en otras palabras, t" ™! £ " C; t*.

w |up) = f(t) = e®™! con aj,asz,as, - coeficientes constantes. También salta a la vista que no
podremos expresar una de esas funciones exponenciales como una combinacién lineal.



3. Si consideramos |v1) = cos?(t), |va) = sen?(t) y |vs) = 1, es claro que |v1), |v2), y |v3) son linealmente
dependientes por cuanto |v1) + |ve) = |vs). Nétese que si

[v1) = cos(t), [va) = sen(t) y |vg) =1,
entonces |v1), |va), v |vs) serdn vectores linealmente independientes.

4. Consideremos ahora otro ejemplo en P3:
lz))=1; |zo) =2 —1; |z3)=2% |zu) =242z +1.
Podemos ver que este conjunto es linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar

|z4) = 3|w1) + 2|72) + [73) -

Ejercicios
1. Considere un conjunto S conformado dnicamente por ntmeros reales positivos. Consideremos las si-
guientes reglas sobre S: Por “suma’de dos nimeros entenderemos su producto en el sentido usual, y

el “producto”de un elemento r € S y un nimero real A entenderemos r elevado a la potencia de A, en
el sentido usual. ;S es un espacio vectorial?

2. Considere el conjunto de vectores en el plano conformado por vectores localizados en el origen y cuyos
puntos finales permanecen siempre en el primer cuadrante. ;Este conjunto es un espacio vectorial?

3. Diga si los siguientes conjuntos de vectores en P2 son o no linealmente independientes.

a) |lz1) =2x; |w)=22+4+1; |z3)=z+1; |my) =a>-1
x

b) lw1) =w(z —1); o) =25 |ws) = 2% Jou)'= 22° —a?

2.3.2. Bases de un espacio vectorial

Ahora bien, dado un espacio vectorial V= {|v1), |va), |vs) - ,|vn)}, si encontramos que el conjunto
de {|vn)} es linealmente dependiente, entonces siempre es posible despejar uno de los vectores en términos
de los demas, vale decir

n—1
"Un> - 61 |Ul> + 02 |U2> + C’d |'U5> R o C‘nfl |'Un71> = Z C'l |Uz> .
i=1

Seguidamente podemos proceder a comprobar si {|vi), |ve), |vs) -+, |vn—1)} es un conjunto de vectores
linealmente independientes, es decir, si C; =Cy =C3 =--- = (C,_1 = 0. En caso de no serlo se procede
otra vez a despejar-uno de los vectores en términos de los anteriores y a aplicar el criterio de independencia
lineal:

n—2
wn—1) = Ci |v1) +Cy |va) +Cs [vg) -+ Ca |vn_2) = Z Ci |vi)
i=1

se comprueba si se cumple ~ ~ ~
Ci=Cy =Cy =---=0Cp_1=0.



En caso contrario, se repite este procedimiento hasta encontrar un conjunto {|vi), |va), |vs) -, |vn—;)} de
vectores linealmente independientes. Esto es:

é’l :ég :ég :"':Cn_j:(),

y por lo tanto

n—j
on—j1) = Ci o1) +Cs [v2) +Cs Jvs)- -+ Coyj |vny) =D Ci |vg) .

i=1
Nos preguntamos nuevamente si se cumple que:
Ci=0C=C3=---=Cp_; =0.

En el caso de ser cierto, esto significaria que

j
10) = Cy [o1) +Ca |va) +Cs Jvs) -+ Cry lonj) =Y Ci |vi),

i=1

Diremos entonces que {|v1), |v2), |vs), -+, |vn—;)} forman una base para V.
La dimensién de V sera el conjunto de vectores linealmente independientes, que para este caso serd n— j.
Asi se puede comprobar que, dado |z) € V, entonces

n—j
2) =Y Ci |vi) ¥ |2)€V,
i=1

y el conjunto {C1,C5,Cs, - - Cp_;} serd unico.
Diremos que el nimero minimo de vectores:

|Ul> ) |U2> ’ |U3> 3T |'Unfj>
que expanden V conforman una base de ese espacio vectorial, y que el nimero finito de cantidades
Cla 027 033 e Cn—j )

constituyen las componentes de |z) relativas a la base {|v1), |v2), -, |vn—j)}
De lo anteriormente expuesto se puede concretar la siguiente definicion:
A un conjunto finito de vectores de un espacio vectorial

B={lv1), [v2), [v3),---[on)} €V,

se les denominara una base de ese espacio V si los |v1), |va2), |vs),- -, |vn) son linealmente independientes
y expanden V. El espacio vectorial se denominard de dimensién finita si el conjunto de vectores base es finito
y de dimension infinita si, por el contrario, el conjunto de vectores base es infinito.

Es facil darse cuenta que si V lo expanden n vectores linealmente independientes, cualquier otro vector
|z) € V serd linealmente dependiente. Igualmente, y facilmente demostrable, es que todas las bases de un
espacio vectorial V, de dimension finita, tendran el mismo nimero de elementos y ese nimero de elemento
sera la dimension del espacio.

Adicionalmente, puede ser que dentro de un espacio vectorial V se puedan encontrar subespacios y dentro
de esos subespacios un conjunto de vectores base.



Vale decir, siV |z) € V:

|z) = Cq Jv1) - 4+ Cnej |vn—j) + Cnjt1 |[Un—jt+1) - Crnek |Vn—k) + Cn—kt1 |Un—kt1) - Cr |n)

S1 S2 S3

con
) = [w1) +z2) +|23) vy 1) €815 [z2) €S2 fwa) €8s,

entonces diremos que V es la suma directa de S;1,Ss v S3 y lo denotaremos como: V. =S; & Sy, ¢ S3.

2.3.3. El determinante de Gram

Existe una forma directa de comprobar la independencia lineal de una conjunto de vectores

{Jv1), |va), |va)--+,|vn)} € V.

Dado un |z) € V, entonces, y al multiplicar por (v;|, resulta:

Cy (v1 |v1) +Cq (v1 |v2) +C3 (vy |vg) + -+ Ch (vi'|ug) = {v1 |z)
) — z": Co o) = ?1 (v2 |v1) + Ca (V2 |v2) + O3 (v2 [vs) + -+ Cp Avg |vn) - = <U:2 |z)
- Cy (n [01) + Cs (v [02) +Cs (v [og) % -0 Co (01 o) = (on o)
donde las Cy,Cs,Cs, - - - C, son las incégnitas, por lo cual, para que este sistema tenga solucién se impone
que

(i |v1)  (v1 |v2)  (vr|vs) -+ (vrfon)
(va Jo1) (2 |v2)  (v2fvs) -~ (U2 vg) 0
(Un [v1) (v Jv2) (vnJvz) - Avn |og)
Esto es, que el determinante de Gram® distinto de cero implica que el conjunto de vectores: {|v1), |v2), |v3) -+, |vn)}
es linealmente independiente. La inversa también es cierta.
Ejemplos bases espacios lineales
1. El espacio vectorial V™ tendrd dimensién n y una de las posibles bases {|v1), |va), |vs) -, |vn)} serd
‘/U1>: (1ﬂ0707'” 70)
"U2>: (Oa]-vov"‘ 70)

‘/U3>: (070717"'70)
‘vn*j> = (anvoa"‘ ,1)
Esta base se conoce con el nombre de base candnica.
2. El espacio de polinomios, P™, de grado g < n tendrd como una de las posibles bases al conjunto
{1, t, 12,13, - - ,t”}, porque cualquier polinomio de grado < n podré ser expresado como combinacién

lineal de estosn+1 vectores. Més atin, el espacio de todos los polinomios, P*°, tendra como una posible
base al conjunto de funciones {17 L2 3, } En este caso P° sera infinito dimensional.

8 JORGEN PEDERSEN GRAM (1850-1916 Dinamarca) Matemético danés, que alternaba su actividad de gerente de una
importante compaiifa de seguros con las matemdticas (Probabilidad, Andlisis Numérico y Teorfa de Numeros). Es conocido
mayormente por el método de ortogonalizacién, pero se presume que no fue él quien primero lo utilizé. Aparentemente fue
ideado por Laplace y utilizado también por Cauchy en 1836. Gram murié arrollado por una bicicleta a la edad de 61 anos.



2.3.4. Ortogonalidad y bases ortogonales

En una espacio vectorial con producto interno, dos vectores |ej) A |ea) serdn ortogonales si su producto
interno se anula

|e1> 1 |62> = <62 |€1> =0.

Se denomina un conjunto ortogonal de vectores {|e1), |e2), |les) -+ ,|en)} si
e\ — S A2 Co (51‘]':0 sii#j
<el |eJ>_51J H|e]>” ) Za]_1a2737 1oy con { 5Zj:1 SlZ:j
y se denominard conjunto ortonormal si |||ej)H2 =1
Un conjunto ortogonal de vectores {|e1), |e2), |es), -+ ,|en)} € V es linealmente independiente, méds
alin, para el caso particular de un espacio euclidiano, {|e1), |e2), |es), -+ ,|en)} conforman una base orto-

gonal para V. La demostracién es sencilla. Para un determinado espacio vectorial una combinacién lineal de
los {le1), |e2), les), - ,|en)} se anula.

(e1][Xoiey Ci led)]
(e2] [Doiy Ci led)]
(eal Xoiey Ci lei)]

0 = Z:—L:l C; 61, =0 = Ci =0
0 = Z?:l CZ 62i =0 02 =0
0 = Z:L:l C; 03, =0 = C3=0

4

> Ciles) =10) =
=1

<en| [Z?:l C'L |ei>] =0 = 27:1 Ci 67”/ =0 = Cn =0

con lo cual, queda claro que: {|e1), |e2), |es), -+ ,|en)} son un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes.

Si la dimensién de V es n (dim'V = n) y tenemos n vectores/linealmente independientes, entonces esos
n vectores {le1), |e2), les), -+ ,|en)} forman una base ortogonal para 'V, y por lo tanto, las componentes

de un vector en esa base se pueden expresar de manera simple.

- - {ej |z)
VeV = 10) =Y Gl > (oY (ol |3 Cled| =+ €= Ehk
i= i=1 J 1=
En el caso de un conjunto ortonormal de vectores {|&1), [62), |&3)---,[én)} € V™, con [[|&;)]]* = 1, las

componentes de cualquier vector quedan determinadas de una forma todavia més simple y con consecuencias
mucho mas impactantes

lel* =1 = C; = (& fa), =y = Z Ci Z & la) o) =) [&) (@il o) -

Es bueno recalcar la relacion de cierre
n

> e
=1

con lo cual es trivial demostrar la formula de Parseval

VIz),ly) €V = (y|z) = (yl (Z l&:) ez|> ) =" (ylé) @l z) =Y (yl&) (w[es)”
=1 i=1

i=1

3

para el caso de |x) = |y) se llega la generalizacién del Teorema de Pitdgoras

(@ lz) = )1 =Y e e -

I

=1



Ejemplos de bases ortogonales

1. Funciones Trigonométricas:

Uno de los ejemplos mas emblematicos es el caso de las funciones continuas, reales de variable real y
definidas en [0, 2], C7, ;, con lo cual el producto interno viene definido por (f| g) = 0% dz f (x) g (z),
ésto es, el conjunto de funciones {|e1), |e2), |es), -+ ,|en) -} representadas por

leo) =1, |ean—1) =cos(nz) y |esn) =sen(nz), conn=1,23,---

Es claro que {le1), |e2), |es), -+ ,|en), -} es un conjunto de funciones ortogonales por cuanto
"dx sen(nz)sen(mz) =0
0 si n#m 0277 dz cos(nz)sen(mz) = 0
27
o dz cos(nz)cos(mx) =0
2
(en lem) = Gnm lllen)|” = fozﬂ dx =27 si n=m=20
llen)|> si n=m fo%dx cos’(nr) =7 si n=m=2k-1

f%da: sen’(nx)=m si n=m=2k

0
con k=1,2,3,---, también.
Podremos construir una base ortonormal de funciones: {|é1), |é2), |é3), -+ ,|én), -} de la forma
o) = =+ [ean-1) = —=COR(nE)\y  [éan) = = sennr)
&) = —, |éan—1) = —=cos(nx €2p,) = — sen(nx).
0= o 2n-1) = = y [e2 N

Cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27| puede expresarse en términos de esta base como

\/%fozwdxf(x):ao si i=0
f> = Z Cz |ez> = Cz = <ei |f> — \/127 f dz f COS(?’LQZ) = a2n—1 si i=2n-—1

i=1
\/;7 f dz f(z) sen(nz) = ag, si i=2n
donde los C; son los coeficientes de Fourier

2. Polinomios de Legendre: Otro-de los ejemplos tipicos lo constituyen los llamados polinomios de Legen-
dre. Polinomios P,(z) definidos en el intervalo [—1, 1] y generados a partir de la Férmula de Rodrigues?

1 4Jd»
n!2n dgm

P.(z) = (2 -1)",  n=0,1,2...

con Py(z) = 1. Algunos de estos polinomios son:
1
Pi(z) =z, Py(z) = 5(3x2 —-1), Ps(z) = 5

9BENJAMIN OLINDE RODRIGUES (1794 Burdeos, Francia - 1851, Parfs Francia) Banquero, matemdtico y activista
politico socialista francés durante la Revolucién Francesa. De origen judio, y cuyas contribuciones fundamentales como la
férmula para la generacién de Polinomios de Legendre, permanecieron olvidadas por mucho tiempo.

1
L5 —3), Py(z) = S(3521 = 3027 +3) ...




Como veremos mas adelante, los polinomios de Legendre son solucién de la ecuacion diferencial
(1—2?)y" =22y + XA+ 1)y =0.

Es fécil comprobar que los polinomios de Legendre |P,) = P, (z) son mutuamente ortogonales con un
producto interno definido como

2
P |P / P )d{E = ——0m )
con norma definida por

2
n+1°

1
|PuI? = (Pa|Py) = /1P3<x>dx —

Por lo tanto, cualquier funcién en el intervalo [—1, 1] puede ser expresada en esa base.

fla) = 1F) = Yo [P = 3 (2SR
k=0 k::O

Si f(x) es un polinomio

= anm” = Zak |Py) = ZanP
k=0 n=0

n=0

no se requiere hacer ninguna integral por cuanto los-coeficientes a, se determinan a través de un
sistema de ecuaciones algebraicas. Por ejemplo, para el caso de f(z) = x? tendremos

f(x) = 2% = agPo(®) + a1 Py (x) + as Ps(x)

1
= ag + alx + 5&2(3.%2 — 1)

2.3.5. Ortogonalizacién

Hemos visto que un conjunto de vectores ortogonales forman una base para un espacio vectorial. Ahora
bien, siempre es posible construir un-conjunto de vectores ortogonales a partir de un conjunto de vectores
linealmente independientes. Es método de “ortogonalizacién” se conoce como el método de Gram-Schmidt!?,
en honor de estos dos matematicos alemanes que NO inventaron el método pero lo hicieron famoso. Al parecer,
este procedimiento de ortogonalizacion se le debe al matematico francés P.S. Laplace.

Dado un conjunto de vectores linealmente independientes, {|v1), |va), |vs), -+ ,|vn)} que expanden un
espacio Euclidiano de dimensién finita, £™. Entonces siempre se puede construir un conjunto ortogonal de
vectores; {le1), lea), les), - ,|en)} que también expandan E™ de la siguiente forma:

WERHARD SCHMIDT (1876, Estonia - 1959 Alemania). Matemético alemén fundador del primer instituto de matemadticas
aplicadas de Berlin. Alumno de Hilbert, Schmidt hizo sus mayores contribuciones en el campo de Ecuaciones Integrales y Teoria
de Funciones en ‘el Espacio de Hilbert.



le1) = |v1)

lea) = [va) — $22424 fex) \ ez ler) =0

N ey {valea) |y _ (valer) (e3 er) =0
les) = [vs) — o1y le2) — Grerd len) \ { {e3 es) =0
(vaes) (vae2) (vafes) tes fer) =0
lea) = [va) — <e;‘\e§> les) — <e§\e§> leg) — (e?\eb le1) \ (g le2) =0
(e4 |ez) =0

(ealer) =0

(e4 |e2) =0
n—1 (v, |e; =

len) = [un) — S Seeledd Jey) \ (€4 doa) 20

<e4 \en;1> = 0

Asi siempre es posible construir una base ortonormal a partir de un conjunto de vectores linealmente
independientes. Esta base ortogonal sera tinica en E", si existe otra sus vectores seran proporcionales. Mas
aun, cada espacio vectorial V" de dimension finita tendra una base ortogonal asociada.

Ejemplos de ortogonalizacion

1. Un subespacio de V*, expandido por los siguientes vectores

1 2 -1
0 1

) =1 _; |5 led=f { |5 &= E
2 3 0



tendra una base ortogonal asociada dada por

-1

1
le) =lvs) =1 4 |

0

(v2 le1)

|62> = |02> - <el |el> |61> =

W= O N
I
—
|
—

S~—
SO ==
Il
LW = =

les) = |v1) — 2:; le2) leg) — (v1 le1) le1)

le2) (e1 le1)
5
4
1 1 -1 \
_ 3 9 1 | 4
2 3 0 4
_1
4

v la base ortonormal asociada serd

|e1) = L <ﬂ>
(e1 [e1) 2

O O = =
>
™
<~
|
)
™
<
|
N
ﬁ
[N}
v
W = = =

o

™
<
|
—~
D |__
le
o |
w
=
|
VY
[N
@S
w
v
NS}

|
SN

(=

2. Para el caso de % es muy claro. Si tenemos dos vectores |v1) y |va) linealmente independientes,

o= (1) le=(1):

elegimos |e1) = |va) entonces, |e3) vendra dado por

o) = oy = e = e = (1 )= (1) =( 5 )

tal y como se esperaba, el otro vector ortogonal es el canénico.




3. Counsideramos el espacio de polinomios, P", de grado g < n definidos en el intervalo [—1,1]. Este
espacio vectorial tendra como una de las posibles bases al conjunto {1, t,t2, 13, ,t"} con el producto

interno definido por (f| g) f “odz f(z) g(x).
Por lo tanto, se procede a construir una base ortogonal de la formas:

leo) = |vo) =1

— oy Lvileo) oy
le1) = |v1) <eo\eo>| )=t

yaque (v feg) = [T dzt=0;  (egleo) = [}, dw =2,

o) = lpoy _ 2 len oy {valeo) o
le2) = |v2) <e1\el>|> leg) =1t

(va |eg) f dz 12 = Z; (v |e1) = f_ll dx t3 =0;

C~\l\')

{e1 le1) f do t? =

o) = [pay _ Svsle2) o (uslen) o Awgleo), v s s
| 3> — | 3> <62 |€2> | 2> <61 |el> 1> <60 |eO> ‘ > 3 5t
(v3 Jeo) = [, dz 3 =0; (v fes) = [, dw t* =
(v3 |e2) = fildx t3 (t2 — %) =0; (es |ez) f dx ( — 7)2 = %,

Podemos resumir los cédlculos anteriores como se muestra a continuacién:

|Un> ‘en> |én>
1
1 1 i
3
t t 3t

3 (2 — 21) L\/5 (5t - 31)

-+ d) L3 (35t - 302 4 3)

2.3.6. Complementos ortogonales y descomposicion ortogonal
0 V |sk) €8,

Sea un subespacio S C V, un elemento |7;) € V se dice ortogonal a S si (s; |9;) =
, |om)} de todos los

es decir, es ortogonal a todos los elementos de S . El conjunto {|v1), |v2), |U3),"--



elementos ortogonales a S, se denomina S—perpendicular y se denota como S*. Es fcil demostrar que S+
es un subespacio, atin si S no lo es.

Dado un espacio euclidiano de dimensién infinita 'V : {|v1), |va), |vs), -, |vn), -} v un subespacio
de V con dimensién finita, S C V y dimS = m. Entonces V |v;) € V puede expresarse como la suma de
dos vectores |s;) €S A |sp)t € SL. Esto es

1 i
lvg) = |sk) + Isk)™ » |sk) €S A sk~ € st.
Maés ain, la norma de |vg) se calcula a través del teorema de Pitdgoras generalizado

2
2 2 1
o)l = sl + [|lsi)

La demostracién es sencilla. Primero se prueba que la descomposicién ortogonal |vg) = |si)+|sk )™ es siempre
posible. Para ello recordamos que S C V es de dimensién finita, por lo tanto existe una base ortonormal
{61}, |e2), |&3)---[ém)} para S. Es decir, dado un |vz) definimos los elementos |s;) y |sk)™ como siguen

€
|5k Z Vk |ez |ez A |5k> = |vk> - |5k>

=1
Nétese que (vg |&;) |é;) es la proyeccion de |vg) a lo largo de |&;) v |sg) se expresa combinacién lineal de la
base de S, por lo tanto, estda en S. Por otro lado

m
s [6) = (vk—sk [e5) = (ur [&5) — (sk 1&5) = (ug &) — | D (vr [0 (&5 [ les) =0 = [se)™ L [&5)
j=1

{

o 1
lo cual indica que |s;)” € S+.

Podemos ir un poco més alld. La descomposicién |vg) = |sk)+ k)™~ es tnica en V. Para ello suponemos
que existen dos posibles descomposiciones, vale decir

k) = |sk) 4 Isk) " A Joe) = [te) + [te) ", con [si) Alte) €S A |se)t A [t) T e St
Por lo tanto

o) = o = (Isw) + lse)) = (IR0 + 1)) =0 = Jsw) = Ita) = )" = |si)*

Pero |s;) — |tx) € S, es decir, ortogonal a todos los elementos de S* y |sk) — |tx) = |tx)™ — |sk) ™", con lo cual
|sk) — |tx) = ]0) que es el unico elemento que es ortogonal a el mismo y en consecuencia la descomposicién
luk) = |sk) + |sk) " es tnica.

Finalmente, con la definicién de norma

e = 1se + s [ = (Gsal + ot () 1) = G bswd 5 G bswd ™ = s>+ 15|

Asi, dado S™ un subespacio.de V de dimensién finita y dado un |vg) € V el elemento

|sg) €S = |sk) Z vg |ei)|ei) s

=1

serd la proyeccién de |vg) en S.

En general, dado un vector |z) € V y un subespacio de V con dimensién finita, S™ C V y dim S = m,
entonces la distancia de |z) a S™ es la norma de la componente de |z), perpendicular a S™, y mds atn esa
distancia serd minima y |z)gm la proyeccién d |x), en S™ serd el elemento de S™ mds préximo a |z) y, por
la mejor aproximacién.



2.3.7. Ejercicio

Sea P,, el conjunto de todos los polinomios de grado n, en x, con coeficientes reales:

N — 2 -1 _
|pn) = p(z) = ag + a1 + agz” + ... + ap_1z" T = E a;x’
1. Demostrar que P,, es un espacio vectorial respecto a la suma de polinomios y a la multiplicacién de
polinomios por un escalar (nimero real).
2. Si los coeficientes a; son enteros P, serd un espacio vectorial? ; Por qué?

3. ;Cuél de los siguientes subconjuntos de P, es un subespacio vectorial?

a
b
c
d

El polinomio cero y todos los polinomios de grado n — 1.
El polinomio cero y todos los polinomios de grado par.

Todos los polinomios que tienen a x como un factor (grado n > 1).

— — — —

Todos los polinomios que tienen a z — 1 como un factor.

4. ;Cudl de los siguientes polinomios pertenece al subespacio de P? Subespacio P generado por: |zl) =
3420+ 1; |22) =22 —2;  |23) =23 + 1

a) 22 —2r+1
rt+1

5. Probar que los polinomios

3 1 5 3
lz1) = 1;  |22) = 2 |23) = §$2 - 5? |zd) = ixg — ix;

2.

forman una base en P,. Expresar = = 22 en funcién de esa base.
b

6. Sean |p,) = p(x)=) _ 01 a;rt, |g,) = q(v) = Z;:Ol bzt € P,,. Considérese la siguiente definicién:

n—1

(@nlpn) =aobo + a1by + asbs + ... + ap_1bp_1 = Z aib;
i=0

a) Muestre que ésta es una buena definicién de producto interno.

b) Con esta definicién de producto interior ;Se puede considerar P,, un subespacio de Cj, 47 ;Por
qué?

7./ Considerando estas definiciones de producto interior en P,
a) (qulpn) = [, plx
qn|pn fo

Encontrar la distancia y el angulo entre los siguientes pares de vectores en Ps



a) lzl)y=1; |x2)==x
b) |xl) = 2x; |22) = 22

8. Encontrar la proyeccién perpendicular de los siguientes vectores en C_; 1] (espacio de funciones conti-
nuas en el intervalo [-1,1]) al subespacio generado por los polinomios: 1, z, 22 — 1. Calcular la distancia
de cada una de estas funciones al subespacio mencionado.

2.4. Aproximacién de funciones

2.4.1. Condiciones para la aproximacion de funciones

Sea {|v1), |va), |vs), - ,|vn), -} un espacio euclidiano de dimensién infinita, V, y un subespacio
S™ C V, con dimensién finita dim S = m, y sea un elemento |v;) € V. La proyeccién de |v;) en S™,|s;),
serd el elemento de S™ mds préximo a |vg). En otras palabras

lvi) = [soll < l[lvi) — [t} V' [t} S=
La demostracién se sigue asi
o) = [ta) = (Jvs) = Jsa)) + (1ss) = [£:)) = [lloa) = |1 <= o) = [s:) I+ lllsi) = 1#)117

va que |v;) — |s;) = |sp)" € St A |si) — |t ;) €S, y vale el teorema de Pitédgoras generalizado.
Ahora bien, como
2 2 2
fsi) = [E)17 =0 = i) = [l = (o) = Tsa)lI™ = llv) — [t} = [lvi) = Isa)] -

Desarrollemos la aproximacién de funciones continuas, reales de variable real, definidas en [0, 27], Cﬁ)c%],

mediante funciones trigonométricas y con el producto interno definido por: (f|g) = 02 “dx f(x) g(x).
Hemos visto que para este espacio vectorial tenemos una base ortonormal definida por

&) = = — é R xzicosnx é = z:isenn:v
|eo>*s0o($)fm, |€2n—1) =¢2n—1(2) NG (nz) y |e2n) = pan (2) NG (nz).

Por lo tanto, cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27r] puede expresarse en términos de esta base como
mostramos a continuacién

1) =) Ciles),
=1

\/%fo%dxf(x):ao si 1=0
27
con Cp= (& |f) = dz f () pi(x) = ﬁ fo% dz f(z)cos(nz) =ag,_1 si i=2n—1
0
ﬁ fo% dz sen(nz) f (z) = aay si i=9n



Los C; son los coeficientes de Fourier. Es decir, cualquier funcién puede ser expresada como una serie de
Fourier de la forma

f(x)= %ao + Z [ax, cos(kx) + by sen(kx)] ,
k=1

donde o o
ap = l/ dz f (z)cos(kz) A by :/ dz f (x)sen(kz) f(x) .
0 0

s

Es claro que para la aproximacién de funciones por funciones trigonométricas cuyos coeficientes son los
coeficientes de Fourier constituyen la mejor aproximacién. Por lo tanto, de todas las funciones F (z) € C%’Qﬂ]

las funciones trigonométricas, 7 (z) minimizan la desviacién cuadritica media
2m 9 2m 9
| ag@-r@rz [ (t@-T @)

2.4.2. El Método de minimos cuadrados

Una de las aplicaciones mas importantes en la aproximacién de funciones es el método de minimos
cuadrados. La idea es determinar el valor mas aproximado de una cantidad fisica, c, a partir de un conjunto
de medidas experimentales: {z1, z2,z3, -z, }. La intencién es encontrar el mejor valor de ¢ a partir de ese
conjunto de datos experimentales.

Para ello asociamos el conjunto de medidas {x1, za, 23, -2, } con las componentes de un vector |z) en
R". Asi tendremos que

|z) = (#1, 22,23, - xn) A cly)=(ccc - ),

y, por lo tanto la mejor aproximacién de cly), que llamaremos c’ |y), serd la proyeccién perpendicular de |x)
(las medidas) sobre el subespacio generado por |y): Esto es

oo (@ly) _mtas s+,

(y y) n

que no es otra cosa que el promedio aritmético de las medidas. Es claro que la proyeccion perpendicular de
|x) sobre |y) hace minimo la distancia entre-el subespacio perpendicular generado por |y) y el vector |x). Es
decir, hace minimo el cuadrado de esa distancia

[d (). [y = e~y [2—y) = > (2 — ¢)* .

i=1

Este problema se puede generalizar si se desea medir dos (o n) cantidades. Para el caso de dos cantidades
extendemos la dimensién del espacio y los resultados experimentales se expresaran como un vector de 2n
dimensiones

|9€> = (9611,!1012796137 © Tin, L21, 22, T23, "l“zn) ,

mientras que los vectores que representan las cantidades méas aproximadas seran

Cll ‘y1>: Cll,Cll,Cll,-"C/1,07070,--'0 A Cl2 |y2>:(Ovoaoa'"O7cl2'cl2lcl27"'cl2) .

n n



Ahora {|y1),|y2)} expanden un subespacio vectorial sobre el cual |z) tiene como proyeccién ortogonal
¢} |y1) +¢ b |y2) v consecuentemente |z—cjy; —chys2) serd perpendicular a {|y1), |y2)}, por lo tanto

o — (@ |y1) _Tu + 212 + 213, -+ ZT1in A = (T |y2) _ To1 + To2 + X23,*+ + Tapn
() n 27 (g2 ly2) n

La consecuencia més conocida de esta aproximacién de funciones es el “ajuste” de un conjunto de datos
experimentales {(x1,y1), (z2,y2), (z3,y3), - , (Zn,yn)} & la ecuacién de una recta y =cz. En este caso, el
planteamiento del problema se reduce a encontrar el vector ¢’ |z), en el subespacio S (|z)), que esté lo més
cercano posible al vector |y) = c|z).

Por lo tanto |||c'z — y)||* serd lo menor posible y |’z — y) seré perpendicular a S (|z)), por lo que

(z |y) _ Tyt oYz + T3Ys -+ Tnln
(z |z) af+a3+ag, o +ap

(x|de—y)=0 = =

Para tratar de aclarar lo antes expuesto, consideremos tres ejemplos que muestran la versatilidad del
método y la ventaja de disponer de una clara notacién. Primeramente, mostraremos el caso mas utilizado
de construir el mejor ajuste lineal a un conjunto de datos experimentales. Buscaremos la mejor recta que
describe ese conjunto de puntos. Luego mostraremos la aplicaciéon del método para buscar la mejor funcién
bilineal, vale decir que ajustaremos la mejor funcién de dos variables con una contribucién lineal de sus
argumentos: f = f(x1,22) = axy + bre. Finalmente, mostraremos como se puede utilizar el método de
minimos cuadrados para ajustar un conjunto de datos experimentales a un polinomio de cualquier grado.
Veamos los tres casos:

1. Si el conjunto de datos experimentales es: {(1,2),(3,2), (4,5);(6,6)} ;Cudl es la recta que ajusta més
acertadamente a estos puntos? La ecuacién queda como

L ool foly) 246420436 32 o000

lv) =clz) = wlt) 1+9+16+36 31

S O N

Se puede generalizar este procedimiento cuando se tiene que una cantidad y que es una combinacién
lineal desconocida de un conjunto de cantidades

Y=C&] +CaTa +C3x3 + - -+ Cply, -
En este caso se ejecutaran n experimentos con n > m y el conjunto de medidas experimentales sera
(Y1, T11, X125 - T1mi Y2, T21, T22,°  T2m$ Y35 T31, T32,°* T3m3*** Yns Tnl, Tn2, Tnds*** Tnm)
y a partir de/éstas generamos el siguiente sistema de ecuaciones

/ / ! /

Y1 = C1T11 + CoT12 + C3%13, - - + € Tim
/ / ! /

Y2 = C1T21 + CoTa2 + C3%23, - -+ + €, Tam

/ / / /
Y3 = C1T31 + CoT32 + C3%43, -+ + Cp, Tum

/ ! / /
Yn = C1Tn1 + CoTna + C3TR3, -+ Cp,Tpm



en el cual las incégnitas {c],ch,ch, - - - ¢/, } hacen que el lado derecho de las ecuaciones antes mencionadas
sean los mds préximas a las {y1,y2,¥s, - Yn}, por lo tanto, si consideramos los vectores

‘:E1> - (1:117' . 'xln) ) |l‘2> == (I21a o 'IQn) s |Im> == (Imlv o 'zmn) 5 ‘y> = (ymlv' : 'yn)

los vectores {|z1),|z2), - |zm)} expanden el subespacio S (|x1),|x2), - |xm)) donde estd la aproxi-
macién de |y) . La distancia de este subespacio al vector |y), serd minima. Esto es

[ (S (¢} l) s [y))]* = (S (e} ) =y IS (¢} i) =)

v |S (¢ |z)) —y) serd ortogonal a los |z;):

(z; S (cilx)) —y) = (z;

> |x>—y> =0V 4,j=1,2,3---m
=1

Podemos construir el sistema de ecuaciones normales para la aproximacién que hemos considerado:

¢ (@1 |w1) + ¢ (@1 [m2) + ¢ (@1 |ms) + -+ (@1 |om) =21 [y)
¢ (xg fx1) +¢h (22 [w2) + 3 (22 |23) + -+ ¢y (22 [Tm) = (22 |y) (2.1)
A (@m [x1) + ¢ (Tm [22) + 5 (@n [23) + -+ (@m fam) = (zn [y)

donde, tal y como se ha sefialado, las incégnitas son las {c},c),c5, - ch, }.

. Se sospecha que una determinada propiedad de un material cumple con la ecuacién y = axy + bxo. Si
al realizar un conjunto de medidas experimentales obtenemos

Y1 15 Y2 12 Y3 10 Ya 0
r11 | = 1 ; T21 | = 2| 31 | = 1 ; T41 | = 1
T12 2 T22 1 T32 1 T42 -1

Es claro que tenemos un subespacio de m = 2 dimensiones y hemos hecho n = 4 veces el experimento.
Los vectores considerados arriba seran

[w1) = (1,2, 1, 1) Joz) = (2,1,1,-1);  |y) = (15,12,10,0)

por lo tanto, vectorialmente |y} = a|z1) 4 b|z2), es decir las ecuaciones normales (2.1) se escriben

a=4%

Ta +4b =49 11 B

4a A+T7b. =52 } p_ 56 = 1ly = 451 + 5622
— 11

. Se puede extender el razonamiento anterior y generar un ajuste “lineal no lineal”. Esto es: el ajuste
lineal es en los coeficientes, pero la funcionalidad de la ley a la cual queremos ajustar los datos puede
ser un polinomio de cualquier orden. Ese es el caso de una parabola que ajusta al siguiente conjunto
de puntos
{(0,1),(1,3),(2,7),(3,15)} < y=az® +br+c

Las ecuaciones toman la forma de

1= 0 40 +c

3= a +4b +c

7= 4a +2b +c

5= 9a +3b +c



v los vectores construidos a partir de los datos experimentales seran
|z1) =(0,1,4,9); |z2) =1(0,1,2,3); |a3)=(1,1,1,1); |y)=(1,3,7,15).

Una vez mds, la ecuacién vectorial serfa |y) = a|z1) + b|z2) + c|zs) y las ecuaciones normales (2.1)
para este sistema se construyen como

136 = 98a +36b +14c 113 39
62 = 36a +14b +6¢ = b= 15& = y= —6902—&—?3:— =
26 = 14a +46b +4c

2.4.3. Interpolacion polinomial de puntos experimentales

Muchas veces nos encontramos con la situacién en la cual tenemos un conjunto de (digamos n) medidas
o puntos experimentales {(z1,y1 = f(x1)), (2,92 = f(z2)), -, (xn,yn = f(zn))} y para modelar ese
experimento quisiéramos una funcién que ajuste estos puntos. El tener una funcién nos provee la gran
ventaja de poder intuir o aproximar los puntos que no hemos medido. La funcién candidata méas inmediata
es un polinomio y debemos definir el grado del polinomio y la estrategia que aproxime esos puntos. Puede ser
que no sea lineal el polinomio y queramos ajustar esos puntos a un polinomio tal que éste pase por los puntos
experimentales. Queda entonces por decidir la estrategia. Esto es: si construimos la funcién como “trozos”
de polinomios que ajusten a subconjuntos {(x1,y1 = f(x1)), (x2,y2 = f(x2)),  , (Tm, Ym = f(2m))} con
m < n. de los puntos experimentales En este caso tendremos una funcién de interpolacién para cada conjunto
de puntos. También podemos a ajustar la funcién a todo el conjunto de puntos experimentales y, en ese caso
el maximo grado del polinomio que los interpole serd de grado n — 1. Para encontrar este polinomio lo
expresamos como una combinacion lineal de Polinomios de Legendre. Esto es

L . y1 = f(21) = CoPy(x1) + C1Pi(x1) 4+ -+ Cr_1Py_1(21)
n— n— = = Cy P, C4 P Cn, P,_
P(x) = f(z) = ch |P) = ZCkPk(x) N ?2 f(a2) 0Po(x2) + C1Py(x2) + -+ + 1Pr—1(x2)
k=0 k=0

Yn = f(zn) = CoPo(zn) + C1Pi(zn) + - + Cro1Po1(24)

que no es otra cosa que un sistema de n ecuaciones con n incégnitas: los coeficientes {Co, Cy, - Cp—1} Al
resolver el sistema de ecuaciones y obtener los coeficientes, podremos obtener la funcién polinémica que
interpola esos puntos. Una expansién equivalente se pudo haber logrado con cualquier otro conjunto de
polinomios ortogonales, que ellos son-base del espacio de funciones. Es importante hacer notar que debido
a que los polinomios de Legendre estd definido en el intervalo [—1,1] los puntos experimentales deberdn
re-escalarse al ese intervalo para poder encontrar el polinomio de interpolaciéon como combinacion lineal de
los Polinomios de Legendre.

Consideremos los puntos experimentales representado en la figura 2.1. Al construir el sistema de ecua-
ciones obtendremos lo siguiente:



L @ Datos experimentales == Polinomio de Legendre

20 4 . — 20

10 4 L ]

Figura  2.1: En el lado izquierdo se muestran  los~  puntos experimentales:
{(2,8), (4, 10), (6,11),(8,18),(10,20), (12,34)} y a la derecha la funcién polinémica que los interpola.

—84+Cy—C1+Cs-C3+Cy—Cs =0
—104+Co—3C1+ 55 Co+ 355 C5 — £ Ca+ 55 C5 =0
—11+Co—+C1— L Co+ £ Cs+ZCy— 2505 =0
—18+Co++C1— HC, — £ C3+ 2 Ci+ 35-C5 =0
—20+Co+%C1+%Cz—%Cs—%C4—%Cs =0

—34+Co+C1+Co+C3+Cy+Cs =0

y al resolver el sistema obtendremos que

2249 3043 1775 175 625 14375
Co=Tm T 3m T T YT e T 30m
con lo cual
2249 3043 1775 175 625 14375
. — P(2.2)——pP 222 p4 —=Pp
P@) = f@) =T + 336 * 500 3% — 56 P G) + 335 P (4 2) + 5550 P (5,2)

la interpolacién queda representada en al figura 2.1.

Es importante senalar que mientras méas puntos experimentales se incluyan para la interpolacion, el
polinomio resultante serd de mayor grado y, por lo tanto incluird oscilaciones que distorcionaran una apro-
ximacién més razonable. Por ello, la estrategia de hacer la interpolacion a trozos, digamos de tres puntos en
tres puntos, generard un mejor ajuste, pero serd una funcién (un polinomio) continuo a trozos.



2.4.4. Ejercicios

Para estos ejercicios supondremos la utilizacién de cualquier ambiente de manipulaciéon simbdlica, tipo
MAPLE!", Mathematica'?, MAXIMA' o similares.

1. Al medir la temperatura a lo largo de una barra material obtenemos los siguientes valores

zi(em) | 1,0 20 3,0 40 50 60 7,0 80 90
T,(°C) | 14,6 18,5 36,6 30,8 59,2 60,1 62,2 79,4 99,9

Encuentre, mediante el método de los minimos cuadrados los coeficientes que mejor ajustan ala recta
T =ax+0b.

2. Considere el espacio vectorial, ij’l 1 de funciones reales, continuas y continuamente diferenciables
definidas en el intervalo [—1, 1]. Es claro que una posible base de este espacio de funciones la constituye el
conjunto de monomios {1, x, 22,23, 2, } por cuanto estas funciones son linealmente independientes.

a) Si buponcmos que este espacio vectorial estda equipado con un producto interno definido por

(flg) f dz f(x)g(z), muestre que esa base de funciones no es ortogonal.

b) Utilizando la definicién de producto interno (f|g) = f_ll dz f(x)g(x) ortogonalice la base
{1 x, 22, 23, } y encuentre los 10 primeros vectores ortogonales, base para C[ L1 Esta

nueva base de pohnomlos ortogonales se conoce como los polinomios de Legendre

¢) Modifique un poco la definicién de producto interno {f|g) = f_ dz f(z)g(x)/(1 — 22) y ortogo-

nalice la base {1 z, 22, 23, 2t } y encuentre otros 10 primeros vectores ortogonales base para

el mismo C SR Esta nueva base de polinomios ortogonales se conoce como los polinomios de
Tchebychev.
d) Suponga la funcién h(z) = sen(3z)(1 — z?):
1) Expanda la funcién h(z) en términos de la base de monomios y de polinomios de Legendre,
grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales difieren las expansiones.

2) Expanda la funcién h(x) en términos de la base de monomios y de polinomios de Tchebychev,
grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales difieren las expansiones.

3) Expanda la funcién h(z) en términos de la base de polinomios de Legendre y de Tchebychev,
grafique, compare y encuentre el grado de los polinomios en los cuales difieren las expansiones.

4) Estime en cada caso el error que se comete como funcién del grado del polinomio (o monomio)
de la expansion.

; Qué puede concluir respecto a la expansién en una u otra base?

Hhttp://www.maplesoft.com
http://www.wolfram.com/mathematica/
Bhttp://maxima.sourceforge.net
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http://maxima.sourceforge.net

2.5. Algunos ejemplos resueltos

1. Consideramos el espacio vectorial de polinomios de grado g < n definidos en el intervalo [0, 1] o en el
intervalo [—1, 1] segtin el caso

a) {Cudl o cudles de los siguientes conjuntos de vectores en P3 son linealmente independientes?
Explique por qué.

1)

lz1) =225 |wo) =22 +1; |zz)=x+1; |zg) =22 1.

Solucién: Resultan ser linealmente dependiente ya que podremos expresar

|z4) = |71) + |22) — 2|73) .

1) = x(z = 1);  |r2) =2 Jaz) =2% o) =227 — 22,

Solucién: Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar
|z4) = —|z1) + [22) + 2|z3) .
b) Considerando las siguientes definiciones de producto interior en P™
1

1
(gulpn) = / pa)ds v (gl = / pl#)g(z)dz.

0

En P3 encuentre la distancia y el 4ngulo entre los vectores
lz1) =a(x = 1);  [22) ==.

Solucién: En general la definicién de distancia es

d(|@1),|22)) = \/<332 — 21 |T2 — 1)
por lo tanto para {g,|p,) = filp(:(:)q(x)da: la distancia serd

1 , 1
V{xs — 1z |x2—x1>=\//_1[a:(m—1)—x] dxzﬁm

y para (gn|pn) = fol p(x)q(z)dz serd

1 , 9
Vg — xg—m1>:\//0 (x(x —1) —x) dm:1—5\/?ﬁ.

Con respecto a los dngulos:

0 = arccos ( {21 |22) ) .
Vi 21/ (@2 [22)

Para (¢, |pn) = f_llp(x)q(x)dx tenemos



(z1 |z2) [ (@@= 1)z de

0 = arccos = arc cos
<\/<x1 [z1)y/ (w2 |~T2>> \/f_ll (z(z — 1)) dx\/f_ll z2da

= arc cos (—112\/5\/5) = 2,4825 rad .

Para (q.|pn) fo

6 = arc cos ( {1 |22) > — arccos fol (z(z — 1)) (z)dz
V(a1 [1)y/ (2 [22) \/fol (2(z — 1)) dx\/fol w2

1
= arc cos (—12\/ 15\@) = 2,4825 rad.

iEl mismo angulo!

¢) Una de las posibles bases de 73” serd el conjunto {1,1’,3:2, PPN - ,x"} con el producto interno
definido por (f| g) fo dz f(x) g(x).
1) Encuentre la base ortonormal que expande el subespacio S de los polinomios, P", de grado
g<3.

Solucién: El subespacio 83 tendra como vectores linealmente independientes {1, x, 22, x3},
para encontrar la base ortonormal utilizamos el método de Gram Smith, con lo cual tendremos

que .
en) = o) Z el
esto es )
le1) = [v1) =1
oy {2 len)  Jy wdz !
‘ 2> ‘ 2> <6 |€1> | > foldl' - 2
) = oSl Glea) | fiatde it (e —d)de
‘ 3> _‘ 3> <el |61> | 1> <€ ‘€2> ‘ >_ fol da fol( 2) da ( 2)
= 22 — 74 }
6
= o) — (va le) er) — {v4 |€2) _ (v4 es) e
lea) 5 [ta) (e1 |e1) le1) (ea |ez) le2) (e3 |e3) les)
o patde (Jy = (l’—*)dl’) (z-3) (Jy 2® @2+ § — @) dz) (a2 + L — )
fol dx fol (2 - ’) da 01 (22 + % - x)z dz
*x37i+§x7§1’2



Normalizando

le1)
§1) = =1
" Ve WO ”
2) = [c2) l :2\/§ xfl
& e oD (+-3)
_ les) _ x2+%—x — 6v5 (22 l—x
I A v (+57)
lea) v’ — g5 + §o — 5a” I
[€4) = = =20V7 (2 - 4 So o
Y Veafea) \/fol(m?’—%—k%x—%ﬂﬂfdx ( 20 2 )

2) Encuentre las componentes del polinomio g (x) = 5+ 322 — 23 4+ 2° proyectado sobre esa base
ortonormal que expande a S>
Solucién: Las componentes de la proyeccién de g (z) en S® serfan

(9 161) /01 (1) (5+ 322 x3+x5)dgg_%
Cz<g|§2>/01 <2\/§($;)>(5+3x2 whepa®) da %(7) 3
il = [ (05 (2 +BR)) 3t - ra = B
=ty = [ (207 (s o Bo-5a)) prant o e ) = LA,

con lo cual

71 197 4
B0 =5 162) + o VBIER) + VB IEs) + VT IEs)

Finalmente la proyeccién del polinomio en 83 ser4

oo 0= e [ ()] B [ (5] 5 [ (255
3
57

71 197 1 23 (5 1 16 1 32
983(17):ﬁ+% Ty +7 x +67 +§ f% — 5%

es decir

313 25 13 16
s —

952 (1) = Gt Tt T T

La norma sera

71\ /197 ~\° 23 2 4 21,418,047
|||g>33H2 = (12> + (420\/§> + (210\/5> + (mﬁ> = W = 35,728.

3
2

27)



2. Encuentre la minima distancia desde el subespacio & al polinomio g ()

Solucién: La distancia minima sers la norma del vector ortogonal a S tal que
19) = 19)ss +19) 1 g2 donde [g)gs € S

¥ |9) | g5 €s un vector de su complemento ortogonal. Por lo tanto el Teorema de Pitdgoras nos dice que

2 2 2
g™ = Ng)ss ™+ lllg) Lssll

con lo cual tendremos que la minima distancia sera

119) 153l = \/|H9>||2 ~ll9)sa1”

1

495193
54302 — 2% +2°) dae =
/0(+x vt a) de= e

llg)?

o 1418047
llg)ssl” = 5o

con lo cual

_ ~ -2
13360 39690 196210

495193 1418047
119) 1521l =

3. Sea f (z) = €2* una funcién perteneciente al espacio lineal de funciones continuas y continuamente dife-
renciables, CP°; ), en el cual el producto interno viene definido por (g|p) = f_ll p(z)q(x) dz. Encuentre
el polinomio lineal més cercano a la funcién f(a).

Solucién: En el subespacio S! de polinomios lineales, los vectores base son {1,z}. Es una base orto-
gonal pero no es normal, con lo cual la normalizamos

1 1 1
81 = ’Ul = 1 1) — = = 7\/5
| > | > = ‘5 > \/<€1 |€1> \/fil dl’ 2
o) = lu _<U2|€1>6 :x_f_llxdx:x _ x :@m
I e T T T e e T

y la proyeccion ortogonal de esta funcion sera
1 1
1 2
&A= / e <2\/§> dx = —% (—62 + 672) y ct = / <\26:1:> e dr = g (62 + 3672)
—1

con lo cual la funcién lineal serd
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3.1. Funcionales lineales

Definiremos funcionales lineales como aquella operacién que asocia un ndmero complejo (o real) a un
vector [v) € V y cumple con la linealidad, vale decir:

YV eV — Fluec,
» Fla o) +8 |v)l =a Fllon]+ 8 Fllv2)] ¥V |v),[v1),[v2) € V.

El conjunto de funcionales lineales {Fy, Fa, F3,- -+, Fp, -+ } constituyen a su vez un espacio vectorial, el
cual se denomina espacio vectorial dual de V y se denotara como V*. Es facil convencerse que los funcionales
lineales forman un espacio vectorial ya que dados Fi,Fa € V* se tiene

(F1+ F2) [[v)] = Fr[[o)] + Fa [[0)]
Y vy eV.
(a@ F)[lv)] = o™ Fllv)]

A este espacio lineal también se le llama espacio de formas lineales y a los funcionales 1—formas.
En aquellos espacios lineales con producto interno definido (Espacios de Hilbert), el mismo producto
interno constituye la expresion natural del funcional. Asi tendremos que

Follv))=(alv) V |vyeV A V. (al € V",
Es claro comprobar que el producto interno garantiza que los {F,, Fp,+: - } forman un espacio vectorial:

(Fa =+ Fo) [[0)] = Fallv)] + F [[0)] = {a |v) +1b |v)
vV |v)yeV.
(@ Fo) [[v)] = (aa [v) = a™{a fv) =" Fy [[v)]

Esta tltima propiedad se conoce como antilinealidad.
Se establece entonces una correspondencia 1 a 1 entre kets y bras, entre vectores y funcionales lineales (o
formas diferenciales):
Avlon) +Azfv2) - = AT (] + A5 (vl

que ahora podemos precisar:

(alv) = (v]a)",
(@ [Mv1+ Aav2) = Ap (a Jv1) + Ao (a |v2)
(Apar+Azaz |v) = AT (a1 |v) + A5 (a2 |v) .

Mis atin, dada una base {|e1), |e2), |es, ) - - - |en)} para V siempre es posible asociar una base para V* de
tal manera que

)y =Xle;) 2 (o] =Af{e’|, con X ={(e[v) A A =(vle) parai=1,2,---,n

En un lenguaje arcaico (y muchos textos de Mecédnica todavia lo reproducen) denominan a la base del
espacio dual {(e’|} la base reciproca de {[e;)}.

Noétese que estamos utilizando la notaciéon de Einstein en la que indices repetidos indican suma, y en
donde las bases del espacio dual de formas diferenciales <ek| llevan los indices arriba. Los indices arriba se
llamarén contravariantes y los indices abajo covariantes. Las componentes de las formas diferenciales en una
base dada, llevan indices abajo (a| = a; <ei’ mientras que las componentes de los vectores los llevan arriba
la) = o/ e;).



3.2. Paréntesis tensorial

La extensién natural al concepto de funcional lineal es el concepto de tensor.

3.2.1. Tensores, una definicion funcional

Definiremos como un tensor a un funcional lineal que asocia un nimero complejo (o real) a un vector |v) €
V, a una forma (u| € V*, o ambas y cumple con la linealidad. Esto es:

sV jv)eV A {(ueVF—= T[ul;lv)] ec
o T (ulsalv) + Blva)] =T [(ul; o) + B8 T [(ul;[v2)]  Vvr),|va) €V A (u] € V*
o TIC (ui| +& (ual;[v)] = CT [(ual s [0)] +& T [(ual;[v)] V¥V Jv),€ V. A (ug], (ug] € V¥

En pocas palabras: un tensor es un funcional generalizado cuyos argumentos son vectoresy/o formas, lo
que significa que T [o; o] es una cantidad con dos “puestos” y una vez “cubiertos” se convierte en'un escalar
(complejo o real). Un tensor, con un argumento correspondiente a un vector y un argumento correspondiente
a una forma, lo podremos representar de la siguiente manera:

Un tensor con dos argumentos correspondientes a vectores y uno a una forma seria

[v1) |v2) (ul

T [o,0; o] =T é, é,i € ¢ = tensor de tipo <;>,

y el caso contrario
lv) (ui] (uz]

Tlo; o,0] =T é;i,i EQ:{tensordetipO(?)

En general
[v1) |v2) [vn) (wal(uz| (um|

T $,%,-~-,J6;3,J6---7i jtensordetipo(?}).

En esta notacién el punto y coma (;) separa las “entradas” formas de las “entradas” vectores. Es impor-
tante recalcar que el orden si importa, no sélo para las cantidades separadas por ;, sino el orden de los
“puestos” vectores y “puestos” formas separados por coma y repercutira en las propiedades de los tensores.
Por ejemplo: si el orden de las “entradas” vectores no importa, podremos permutarlas sin alterar
al tensor, tendremos entonces tensores simétricos respecto a esos “puestos” o “entradas”; del
mismo modo, seran tensores antisimétricos aquellos en los cuales si el orden importa y al permutar esos
“puestos” o “entradas” hay un cambio de signo en el tensor. Todos estos casos seran tratados con detalle
mas adelante, pero vale la pena recalcar que en general, para un tensor genérico el orden de la “entradas” o
“puestos” si_ importa pero no necesariamente se comporta como los casos resenados anteriormente.



Obviamente las formas pueden ser representadas por tensores ya que son funcionales lineales de vectores,

es decir:
(a

. 1
Un vector es un tensor del tipo ( 0 ) =T : ec.
los vectores constituyen un caso especial de tensores.
0 |a)
Una forma es un tensor del tipo ( 1 ) =T $ ec.

porque son funcionales lineales para las formas diferenciales.

m . . .
Un tensor ( n ) es un funcional lineal que asocia m 1-formas y n vectores en €.

3.2.2. Producto tensorial

Como serd evidente mas adelante, los tensores (simples) pueden provenir del producto tensorial (exterior
o directo) de espacios vectoriales. Esto es, dados E; y E5 dos espacios vectoriales con dimensiones n; y no,
respectivamente y vectores genéricos, |¢(1)) y |x(2)) pertenecientes a estos espacios vectoriales: |¢(1)) € Eq
y [x(2)) € Eq. Definiremos el producto tensorial (exterior o directo). de espacios vectoriales, E = E; ® Eg, si

a cada par de vectores |¢(1)) v |x(2)) le asociamos un tensor tipo ( (2) ) y si-se cumple que

lp(Dx(2)) = [p(1) @ [x(2)) =T | &, @ "= (((1) (1)) (€(2) [x(2)) € €

y si ademads se cumplen las siguientes propiedades:

1. La suma entre tensores de E viene definida como

lp(D)x(2)) + 1¢(1)E(2)) = l(1)) ® [x(2)) + [¢(1)) ® [£(2))
= lp(1) +¢(1) @ [x(2) +£(2))

2. El producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con niimeros reales A\ y

(A (D] @ x(2)) = M ()] @ [x(2)) = Allep(1)) @ [X(2)] = Ale(1)x(2))
lp()y® [[ax(2))] = le(1) @ [uIx@)] = plle1) @ [x(2)] = #le(1)x(2))

3. El producto tensorial es distributivo respecto a la suma:

[p(1) @ [Ix1(2)) + Ix2(2)] = l9(1)) @ [x1(2)) + l(1)) @ [x2(2))
(2 (1)) + (1] @ [x(2)) = |1 (1)) @ [x(2)) + |2(1)) @ [x(2))

Noétese que los indices (1) y (2) denotan la pertenencia al espacio respectivo.

Es fécil convencerse que los tensores |¢(1)x(2)) € E = E; ® E; forman un espacio vectorial y la demos-
tracién se basa en comprobar los axiomas o propiedades de los espacios vectoriales tal y como lo describimos
en la Seccién 2.1.3:



1. La operacién suma H es cerradaen V : V |v;),|v;) € V = |vg) = |v;) B |v;) € V
Esto se traduce en demostrar que sumados dos tensores |p(1)x(2)), y [€(1)£(2)) € E el tensor suma
también pertenece a E, con a y b pertenecientes al campo del espacio vectorial

alp(1)x(2)) +b[C(1)§(2)) = lap(1) +¢(1)) @ [x(2) + b&(2))

y esto se cumple siempre ya que, el producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con nimeros
reales y por ser E; y E5 espacios vectoriales se cumple

lap(1) + (1)) = alp(1)) +¢(1)) € By

} = lp(1) +¢(1) @ [x(2) +£(2)) € By
[p(2) +0¢(2)) = l(2)) +0[¢(2)) € Ez

2. La operacién suma H es conmutativa y asociativa
Conmutativa ¥V |v;), [v;) € V = |v;) B |v;) = |v;) B |v;)
Esta primera es clara de la definicién de suma

p(1)x(2)) + 1¢(1)E(2)) = (1) +¢(1)) @ [x(2) + £(2))

1C(1)E(2)) + [p(1)x(2)) = [¢(1) + »(1)) @ [£(2) +x(2))
por ser E; vy E5 dos espacios vectoriales

Vo), fvg) o) €V = (o) B o)) B Jok) = [v;) B (Jos) B ok))
una vez mas, esto se traduce en:

(Ip(Wx(2)) + 1¢(1)€(2))) + [(1)x(2)) = e(Dx(2)) + (IC(1)E(2)) + [2(1)%(2)))

con lo cual, por la definiciéon de suma la expresién anterior queda como

(lp(1) + <) @ [£(2) + x(2))) + [2(1)x(2)) = lp(1)x(2)) + (IC(1) + (1)) @ [€(2) + #(2)))

[(0(1) + ¢(1)) + (1)) @ [(€(2) £x(2)) + £(2)) = [@(1) + (C(1) + (1)) @ [€(2) + (x(2) + £(2)))

3. Existe un tdnico elemento neutro: 3|0) / |0) B |v;) = |v;) B|0) = |v;) ¥ |v;) €V
Es decir,

[p(D)x(2)) +10(1)0(2)) = (1) + 0(1)) @ [x(2) + 0(2)) = [¢(1)) @ [x(2)) = [¢(1)x(2))

4. Existe un elemento simétrico para cada elemento de V :
Vilv) €V 3=vy) fvy) B -v;) =10) =

[e(Dx(2)) = le(D)x(2)) = le(1) — (1)) @ [x(2) = x(2)) = [0(1)) @[0(2)) = [0(1)0(2))
Sea(flo)) = (apf)|vi) =

a(Ble()x(2))) = a(|6x(2)) @ [p(1))) = |aBx(2)) @ [#(
= (@) [x(2)) @ lp(1)) = (aB) [p(1)x(2)

~ =



6. (a+p)vi) = afvi) + Blvi) =
(a+8)le(1)x(2)) = [¢(1)) @ [(a+ B) x(2)) = [»(1)) ® lax(2) + Bx(2))
(

el
= (1)) @ [(a[x(2)) + B1x(2))]
= ale1) @ [x(2) + Ble(1)) @ [x(2))

0
&

7. a(jv) Blv) =alv)Baly,) =

a (lp(D)x(2)) +1¢(1)&(2)) = a(lp(1) +
= | (p(1) +
= |ap(l) + a¢
= (Ja(1)x(2)
= alp(1)x(2))

¢(1) ®@1€(2) +x(2)))
¢(1))) ®1£(2) +x(2))
(1)) @1€(2) + x(2))
)+ lag(1)(2
+alC(1)é2

Equivalentemente, podemos construir un producto tensorial entre espacios de formas diferenciales. Si
E7 vy E} son dos espacios vectoriales duales a E; y Eq, con dimensiones n; y ng, respectivamente. A estos
espacios pertenecen las formas diferenciales genéricas (¢(1)| € E7 y (£(2)| € Ej. Definiremos el producto
tensorial de espacios vectoriales duales, E*= E] ® Ej3, si a cada par de formas diferenciales (((1)| € Ef y

0 ) . Esto es

(€(2)] € E} le asociamos un tensor tipo ( 9

(e = ()| @ (2]

3.2.3. La tentacion del producto interno

A partir de las definiciones de productos internos en E; y Es, uno puede verse tentado a definir un
producto interno de la siguiente forma

(@(Wx(2) [e()x(2)) = (2(1) le(1)) - (X(2) x(2)) -

Mostraremos, sin embargo, que NO es una-buena definicién de producto interno, y para ello debemos de-
mostrar que se satisfacen los axiomas o propiedades del producto interno que expusimos en la Seccién 2.2.3.

Para facilitar la lectura repetiremos aqui las propiedades que definen el producto interno (expuestas en
la Seccién 2.2.3) y haremos las “adaptaciones” del caso son:

I (zlz) e R A (z|]2)>0 V]z)eV si (x| z)y=0=|z) =|0)

Esto es:
(P(D)x(2) le(1)x(2)) = (1) le(1)) - (x(2) [x(2))
como (p(1) |(1)) v (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno tendremos que

{p(1) [¢(1)) = 0

(x(2) [x(2)) >0

= (p(1)x(2) lp(1)x(2)) > 0

Aqui vale la pena mencionar algunos puntos sutiles sobre la segunda parte de la propiedad a demostrar:



si (x| z) = 0= |z) = |0) lo cual para este caso se traducen en

{(Pp(MWx(2) [p(1)x(2)) = (p(1) [2(1)) - (x(2) [x(2)

{p(1) [(1)) =0

= [@(1)) = 0(1))
(x(2) [x(2)) # 0
{p(1) (1)) # 0

(p(1) [2(1)) - (x(2) [x(2)) = 0 = } = [x(1)) = [0(1))

(p(1) 1&(1)) =0 } { p(1)) = 10(1))
=
(x(2) [x(2)) =0 IX(1)) = [0(1))

definitivamente, habria que restringir los posibles vectores que intervienen en el producto tensorial, de
modo que no fuera posible vectores del tipo

p(1)0(2)) = lp(1) ®[0(2)) o [0(1)x(2)) = [0(1)) © [x(2))

s6lo asi se cumple la propiedad mencionada.

2. (zly) = (ylx)" V¥ l|z),|ly) eV

Esto puede ser demostrado facilmente como sigue

(PMX(2) lp(1)x(2)) =

3. (zly+z)=(zly) +(zl2) AN (z+2z[y)=(2ly)+(zly) Vo), ly,lz)eV
Partimos del lado derecho de la primera de las igualdades anteriores:

(EMX)le(1x(2)) + [C(DER))] = (X2 le(1) +¢(1)) @ [£(2) + x(2))]
= (@(1) [p(1) + (1)) - (x(2) [£(2) + x(2))

y otra vez, como (¢(1) |p(1)) v (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno tendremos
que:

(A1) (1) + ¢(1)) = (@(1) [p(1)) + (2(1) [€(1))
(x(2) 1£(2) +x(2)) = (x(2) [£(2)) + (x(2) [x(2))
)+

€
y al multiplicar (x(2) [£(2) + x(2)) por (@(1) |¢(1
(2(1) [p(1)) (u(2) 16(2)) +{2(1) (1)) (x(2) [x(2)) +{2(1) [C(1)) (x(2) [€(2)) +(2(1) [¢(1)) (x(2) [x(2))

lo cual contrasta con el lado izquierdo al utilizar la definicién dos veces que tienen dos sumandos

(GMx(2) [p(Mx(2)) + (A(1)x(2) [C(1)E(2)) = (2(1) l(1)) - (X(2) [x(2)) + {2(1) [¢(1)) - (x(2) [£(2))

por lo cual NO se cumple esta propiedad y no hay forma de enmendarla.

¢(1)) surgirdn cuatro sumandos



3.2.4. Bases para un producto tensorial

Si {|ui(1))} ¥ {|v:(2))} son, respectivamente, bases discretas para E; y Eq entonces podremos construir
el tensor

ui(1)v;(2)) = |ui(1)) ©[v;(2)) € E

el cual funcionard como una base para E y, por lo tanto, podremos construir un tensor genérico de E

lo(1)x(2)) = l¢(1)) ® [x(2)) = ©'x7 [ui(1)v;(2))

donde @' y x? son las componentes de |p(1)) v |x(2)) en sus respectivas bases. En otras palabras, las
componentes de un tensor en E corresponden a la multiplicaciéon de las componentes de los vectores en Eq
v Es. Recuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein de suma tacita en indices covariantes y
contravariantes, en la cual c¢* [vg) = >0 cF |ug) .

Es importante sefialar que si bien un tensor genérico |¥) € E siempre se puede expandir en la base
|u;(1)v;(2)) no es cierto que todo tensor de E provenga del producto tensorial de E; y Eo. Es decir, E tiene
mas tensores de los que provienen el producto tensorial. Esta afirmacién puede intuirse del hecho que si
|¥) € E entonces

W) = 7 fu; (1)0;(2))

por ser {|u;(1)vj(2))} base para E. Es claro que dados dos nimeros a; y ay habrd ¢/ que no provienen de
la multiplicaciéon de ajas.

3.2.5. Tensores, sus componentes y sus contracciones
Componentes de un tensor

Denominaremos componentes de un tensor, aquellos niimeros que surgen de incorporar bases de formas
diferenciales y vectores. Asi, si {|u;(1)),v;(2)), [te(3))} v {(™(1)|, (¥"(2)|} son bases para los vectores y

. 2 ,
las formas, respectivamente, las componentes de un tensor 5 | serdn

[ui (1)) 105(2)) [(3)) (=™ (1)] (y"(2)]
4 + 4 4 +

mn __ .
Gk =S |0 5. 0, 0 e e

Claramente, esta definicién de componentes-contiene a las componentes ¢/ de aquellos espacios tensoriales
generados por el producto tensorial. Si consideramos un tensor como resultado de un producto tensorial y
consideramos las bases {|u; (1)), (z™(1)|}, sus componentes se pueden expresar {¢"™(1)x;(1)}, vale decir,

(1) =lehe @)l = @m0 le) ® @ uw) = " 0i)

Combinaciones-lineales de tensores

Es‘claro que podremos sumar (componentes) de tensores como lo hemos hecho con la suma de (compo-
nentes) de vectores

a+b=(a,+by)i+ (ay+by)j+ (a:+b)k=(a' +b")i+ (a® +b%)j+ (a®+b*) k= (a" +b)|e;)
esto es:

Ry = 0Qjf + AP -



Producto tensorial de tensores

Podemos extender atin més la idea del producto directo y extenderla para tensores. Asi, para dos tensores

. 2 2 .
tipo 0 y 1 se tiene que

lp(1)x(2)) @ [p(1)K(2)0(1)) = |p(1)) @ [x(2)) @ [u(1)) @ [£(2)) @ (O (1)]

EOIRGE s (1) (1) (B2l
—T| s, s |eP| 5 ;e

) )

[ui (1)) (e(D)] (¢(2)] (C(3)] (£(4)]
{ 4 4 4 {

=R O ; e . e e e

Por ejemplo, en componentes:
ijlm i1 plm
S =Q" P .

Contraccion de un tensor

Denominaremos una contracciéon cuando sumamos las componentes covariantes y contravariantes, esto
es, si tenemos ¢*(1)x;(1) entonces se genera un escalar independiente de la base. Esta situacién serd méds
evidente cuando definamos métricas y contraccién de tensores. Por analogia y considerando un caso més

general, dada una componente SZ;‘,? correspondiente a un tensor ( ) podremos construir un nuevo tensor

3

1 . B ;
( o | @ partir de una contraccién. Las componentes de este nuevo tensor serdn: S;7y" = Si = ST

Del mismo modo, dadas las componentes de dos tensores, P y QY. generardn componentes de nuevos
lij _ plmAij ;
tensores R’ = P Q) .. Asi

0

2) = pim
2 ii
2 ) = szk

= ( i’ ) = R =pmQi,

Es claro que si dos tensores derivan de productos tensoriales y si {|u; (1))}, {(u™(1)|} v {|vi(2))} son bases



ortonormales para & &y &2, entonces sus productos podran ser expresados como

Y(1)3(2)) = (+'(1)87(2)) [us(1)) @ |v;(2))
P

|a(1)8(1) = (! (1)Bm(2)) (1)) ® (w™(1)]
Ql

[('(1)Bm(2)) (V) @ (™ ] [('(1)67(2)) [us(1)) @ [05(2))] =

o (1)8m (2) (+' ()87 (2)) {(w™ (1) |us (1))} [0;(2)) @ [ (1)) =
—_—

sm
o' (1)Bx(2) (7" (1) (2)) [0;(2)) @ [ (1)) = PYQ; v (2)w(1)). = B Jv;(2)ur(1)) -

Pero més atin, si |u;(1)v;(2)) = |u;(1)) ® |v;(2)) € € es base de £ entonces se puede demostrar lo anterior
sin circunscribirnos a tensores cuyas componentes provengan de multiplicacion de las componentes en cada
espacio vectorial.

Simetrizacion de tensores

Un tensor (las componentes) serd simétrico respecto a dos de sus indices si su permutacién no cambia su
valor:
Si; = S S = 87 Sijooklmn= S tk-vmn S = SY

y serd antisimétrico si
. j it _ 1j-kl---mn __ ij--lk--mn
Aij = —Ajys; AY = -A) Aijekteomn = —Aijelkemn AY =—AY .

Un tensor de rango 2, viene representado por una matriz. La matriz que representa un tensor de rango
2, tendrd como maximo 6 componentes distintas

SN Sp 1Sy 83 Sp Sy Sy
si=gi=| 5282 g2 | = si sz s
SPS3 83 Sy S5 S5

mientras que un tensor antisimétrico de segundo orden tendra, cuando méaximo, tres componentes con valor
absoluto distintos de cero

| , 0 A A
Ai=—Al=| -4 0 4
AP A0

Siempre-es posible construir tensores simétricos y antisimétricos a partir de un tensor genérico. Esto es:

1 1
Sij = 3 (T +Tji) =Tu5 <= Sijoklomn = 5 (Tijktmn + Tijeotkeomn) = Tijee(t)eomn

Ay = 3 (Tij —Ty) =Tug) <= Aijektomn = 5 (Lijekteomn — Tijotkeoomn) = Tije (k) omn

2



Miés atin, es evidente que las componentes de un tensor genérico 755, pueden expresarse como una combinacion
de su parte simétrica y antisimétrica
T’ij == Sij + Aij .

Obviamente que algo equivalente se puede realizar para componentes contravariantes de tensores.

3.2.6. Tensor métrico, indices y componentes
Para una base genérica, {|u;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto interno,
podemos definir la expresion de un tensor simétrico ( g ) que hemos denominado tensor métrico-de la
siguiente manera
[wi) [u;)]

g 0,0 | =09 =9i = i =95 = &llw),|uy)]

T T .
gle, o |=9"=g¢" = g"=g"=(95)

Nétese que las g;; = g;; son las componentes del tensor g [O, O} una.vez que la base {|u;)} ha actuado.

La denominacién de tensor métrico, no es gratuita, g o,o} cumple con todas las propiedades de la

métrica definida para un Espacio Vectorial Euclidiano expuestas en la Seccion 2.2.1.
Una vez maés, para facilitar la lectura, transcribiremos a continuacién esas propiedades :

Logllui) s [uj)] = gij = 95 20 Vlug), ysi gllui, uj)] =0=i=j

2. gllui), |up)] = gllug), [ui)] = gij = g

3. gllu) s |ui)] < gllwi), luk)] + g l|uk) , |u;)): La desigualdad Triangular

Si la base genérica, {|u;)} = {|e;)}, es ortonormal, entonces estas propiedades emergen de manera natural
glo,o] =gy (¢'| @ (| = gru(e/| @ ('] v gloo]=g7e) @) =g [ej) ®ei)

con lo cual sus componentes seran matrices simétricas g;; = g;; e igualmente g*/ = g’*.
En general impondremos que

(gij (u'] @ (W) (5™ |un) @ Jum)) = gijg"™ (u* lur) (W |um) = 959" 61,07, = gi;97 = 6: = n,

vaquei,j=1,2,3,---,n. Conlo cual g;; es la matriz inversa de ¢% . Es decir, hemos definido las componentes

contravariantes del tensor de modo que cumplan con g;rg" = 57
Adicionalmente, también es claro que

(967 ('] © () la) = a* (gi; (u'| @ (&]) Jur) = a*gij (u? |wr) (u’| = aPgi;6], (u'] = @ gar (u'] = @i (u'] ,
con lo cual a; = a*g;. De la misma forma

(al (97 |us) @ |uz)) = (al (¢ |us) @ |uy)) = g7 (a |wi) @ |uj) = arg™ (u¥ |u) |u;) = arg™ u;) = o’ |u;)



otra vez a/ = a,g"*’, ahora subimos el indice correspondiente.

De esta manera, el tensor métrico nos permite asociar formas con vectores, componentes covariantes
(formas) a componentes contravariantes (vectores) y dicho rdpido y mal, pero de uso muy frecuente: el
tensor métrico nos permite subir y bajar indices.

Otra forma de verlo es combinando las propiedades del producto directo de tensores y contraccién de
indices

97 Jug) ® |ug) @ PI™™ [ug) @ Jum) ® |un) @ (uF| = g7 PI™ |uj) @ P |u) @ |um) @ |un) @ (u"] us)

g7 P ug) @ |wg) @ |um) @ [ug) - (W] ug) =PI Jug) @ Jug) @ [um) @ [un,)
N—_——

ok

gij‘PZ_lmn = lemn

Adicionalmente, el tensor métrico permite la contraccién de indices. Asi, dado un producto tensorial de
dos vectores que se pueden expresar en una base ortonormal {|e;)}

|a,0) = |a) @ [b) = a"b™ |ey) @ |En)
\
(gij <ei’ ® <ej|) (ak lex) ®b™ \em>) = akbmgijé,ic;fn = aFb" gy, = a¥by = (b |a) = (a |b) .
Es decir, el producto interno de dos vectores involucra, de manera natural, la métrica del espacio,
(bla) = (a |b) = a®by = apb® = d*D ™ grm = arbmg*™ .
Obviamente la norma de un vector, también incluird al tensor métrico:
la)lI* = (a |a) = aia’ (¢’ [e;) = aia’ = aia; g = a’a’ gy; .

El caso mas emblematico lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal. Para una base
genérica, {|u;)} no necesariamente ortogonal de un espacio vectorial con producto interno, el desplazamiento
infinitesimal puede expresarse como

(ds)® = (dr |dr) = (day, <uk|) (dz™ |um)) = (u* |up) dzy, d2™ = dzpda™ = grpdaFda™.

Si la base {|e;)} es ortogonal (cosa mds o menos comin pero no necesariamente cierta siempre) las matrices
gi; ¥ g% son diagonales y cumplen que
1 2 2 342
gi = — = (ds)® = (h1 dz')” + (he d2®)” + (hg da®)

%

donde h; = /gi;, con i,j = 1,2,3 (aqui no hay suma), se denominan los factores de escala.

3.3. - Un par de tensores

En esta seccién vamos a ejemplificar la utilizacion de los tensores en varios ambitos de la Fisica, en
particular de la Mecanica. En la préxima seccion 3.3.1 consideraremos el tensor de esfuerzos para describir
las tensiones internas de cuerpos sometidos a fuerzas externas. Haremos el andlisis tanto para el caso de dos
como de tres dimensiones. Luego en la Seccién 3.3.2 consideraremos el tensor de inercia y su impacto en la
dindmica de cuerpos en movimiento.



3.3.1. El tensor de esfuerzos (stress)

A
(a)
Y;
_)2
Y;;T
—_— d;y
Xa dx
—
Yy
Y
T
Orydx l
oyyde
Figura 3.1: Tensor de Esfuerzos (stress) en 2 dimensiones
El caso 2D

Supongamos un cuerpo que se encuentra en equilibrio y estd sometido a un conjunto de fuerzas externas.
Para facilitar las cosas consideremos el efecto de esas fuerzas sobre un plano que contiene a un determinado
punto P (ver figura 3.1 cuadrante Ia) Es decir, vamos a considerar los efectos de las componentes de todas
las fuerzas sobre ese plano y obviaremos el efecto del resto de las componentes.

Como observamos en la figura 3.1 Ib y Ic, si cortamos la superficie en dos lineas (AB y A’B’), podemos
ver que el efecto del conjunto de fuerzas externas es distinto sobre P en la direccién perpendicular a cada una
de esas lineas. De hecho, al “cortar” la superficie las fuerzas que aparecen sobre las lineas AB (y A’B’) eran
fuerzas internas y ahora son externas al nuevo cuerpo “cortado”. Asi, estas fuerzas por unidad de longitud®

1En el caso tridimensional, las fuerzas que generan los esfuerzos serdn definidas como fuerzas por unidad de drea. Ese caso
lo veremos en la préoxima secciéon.



sobre el punto P existen como un conjunto de fuerzas que generan esfuerzos (stress). Por lo tanto, es claro
que los esfuerzos sobre un punto dependen del punto, de las fuerzas externas y de la direccién del efecto.
Para irnos aclarando consideremos un elemento de drea infinitesimal ds sobre la cual actia un conjunto
de fuerzas externas, las cuales las podemos descomponer como normales y tangenciales a la linea sobre la
cual estan aplicadas (ver figura 3.1 cuadrante IT). Es costumbre denotar los esfuerzos normales y tangenciales

Y, =00dr — Xo = mdx
dz
dy ds dy
dz
TY4 :0'4d.1‘ —)X4 :’7'4d93

Y3 =73dy 1
X3 =o03dy —

1Y) =mndy

dA =dady = Xy = oydy

Consideramos la segunda ley de Newton aplicada a cada diferencial de masa dm y obtendremos

71dy + oodx + 73dy + o4dx = 0 = (03 + 04)dz + (11 + 73) dy;
Y Ft=dma=0 =
o1dy 4+ modx + o3dy + ydz =0 = (7—2 + ’7'4) dr + (01 + (73) dy

con lo cual
Oy =—04  TI=-T3

To = —T4 01 = —03

como se esta en equilibrio, también la sumatoria de torques se tendré que anular. Esto es

d d
(ridy) G — (Tedz) £ =0
= T1 =T =T3 =T4
d d
(t3dy) & — (radz) G =
entonces, nos damos cuenta que existen sé6lo tres cantidades independientes: dos esfuerzos normales o1 y o9;
y un esfuerzo tangencial 71. Adicionalmente notamos que los esfuerzos tienen que ver con la direccién de
la fuerza y la superficie sobre la cual va aplicada. Con ello podemos disenar la siguiente notacién para los
esfuerzos: o;;. El primer indice indica la direccién de la fuerza y el segundo direccién de la normal de la
superficie donde estd aplicada. Asi, tal y comomuestra la figura (ver figura 3.1 cuadrante II)

01 = Opgy. —04 = Oyy; T2 = Opy = Oy

El cambio de signo se debe a‘lo incémodo de la notacién: o4 = o,_, ya que la normal de lado 4 apunta
en la direccion —y. Es importante también senalar que los esfuerzos en cualquier punto contenido en el
diferencial de area dA = dxdy deben ser considerado constantes. O, lo que es lo mismo, que podemos hacer
tender a cero el area del diferencial y con ello asociar los esfuerzos o;; a un punto P contenido en dA sobre
la cual hemos calculado los esfuerzos.

En esta misma linea de razonamiento, nos podemos preguntar cual es la expresion de los esfuerzos cuando
se miden respecto a una superficie genérica, definida por un vector normal n (ver figura 3.1 cuadrante III).
Es decir, queremos conocer los esfuerzos medidos en el punto P y en la direccién n, es decir, g,,.

Tendremos que

T = 045dy + 05yd = opndscos(@) + ospdssen(d); y — oyyde + 0ydy = opndssen(d) — osnds cos(¢)
Ahora bien, dado que dy = dscos(¢) y do = dssen(¢), entonces podemos expresar
Onn = Oz COS> () + Oy sen () cos(d) + o, sen(¢) cos(¢) + o, sen? (o)

Osn = Ozx SGD((b) COS(¢) + Oy Sen2(¢) — Oyx cos® (gb) — Oyy Sen(d)) COS(¢)



o..drdy

oyydadz

oppdydz

Figura 3.2: Tensor de Esfuerzos en 3 dimensiones

y si ahora nos damos cuenta que si construimos una matriz

- (25 4)- (o 2=y

entonces podemos expresar

_ AT AT T AY Y AT Y AY — At AT 5. PG —
Onn = AL AT Ogg + AT AV 0y + AV AT 0y + AV AY 0y = O = Ay, Al oy coni,j=mn,s

— AT A% T AY Y AT Y AY — A" A o i
Osn = A A} 0ge + AL AY 0py + AYAV 0y + AYAY 0y = 0sp = ALALoy; coni,j=mn,s

es decir,
o = AyAjoj, coni,jk,l=mn,s.

Como veremos més adelante, cualquier objeto que transforme como oy = A} Af;; lo llamaremos tensor
de segundo orden.

El caso 3D

Podemos proceder como en el caso anterior estableciendo las condiciones de equilibrio

DFT =0y Y rt=0,

con ello construimos un volumen (cubico) diferencial y construimos los esfuerzos normales y tangenciales,
los cuales seran

Ozzdydz;  oyydxdz;  o0..dxdy; op.dedy;  oy.dxdy;  ogydrdz;

Siguiendo el mismo proceso que involucra imponer el equilibrio, es facil demostrar que al igual que el caso
anterior, el tensor de esfuerzos o;; cumple con:

Ogzz = Ozz;  Oyz = Ozy;  Ogy = Oyg -



Tendremos 6 componentes (tres normales y tres tangenciales) independientes. Es decir, si bien el tensor
de esfuerzos o;; viene representado por una matriz 3 x 3 y por lo tanto tiene 9 elementos, sélo 6 son
independientes. Vayamos ahora el caso general para un tensor de esfuerzos en un medio eldstico. Para ello
construimos un tetraedro regular tal y como muestra la figura 3.2, y sobre su cara genérica asociada a un
vector normal n una fuerza F

F, = Uacndsn
F=Fi,=Fi+Fj+Fk = { F,=0,dS, = F'=0/n/dS = F=o0-dS

F, = UzndSn

de esta manera se especifica como la fuerza actiia sobre un determinado elemento de superficie. Es claro que
la condicién de equilibrio se traduce en

1 1 1

Y Fui=0 = 0,,dS, — 50eady dz — Sowydz dz — Sop.da dy =0
1 1 1

ZFW =0 = 0ypdS, — gayxdy dz — iayydx dz — §ayzdx dy =0

Zin =0 = 0,,dS, — %szdy dz — %Uzydx dz — %Uzzdl‘ dy =0
Si consideramos la proyeccién de dS,, sobre cada uno de los planos del sistema cartesiano tendremos que
dS™ cos (i;n) = 1dy dz = dS™ AZ
dS™ cos (j;n) = %dx dz =dS™ AY = Ogpn = Oga Ay + 00y AY + 04, AL
dS™ cos (k;n) = 3da dy = dS™ A3
y equivalentemente
Oyn = Oyz Ay, + 0yyAY + 0 AZy Y Oan = 020 A7 + 0,4AY + 0., A7,

las cuales se conocen como las relaciones de Cauchy, y representan los esfuerzos sobre la superficie con normal
n.
Ahora bien, dado que F = o - dS es una relacién vectorial podemos proyectar en la direccién 1,

U, F =1, (6-dS) = F" =0dS" = (¢]"A})dS™ = (0" A}) dS™

OpndS™ = (0 AL) AS™ = 01 dS™ = (o4 AL AL) dS™  cond,j=m,y,2

Una vez mdas vemos que transforma como un tensor.

3.3.2. 'El Tensor de inercia

Consideremos el caso de un sistema de n particulas. La cantidad de movimiento angular para este sistema
vendra dada por

L= Z mey () X V(i)



donde hemos indicado que la i—ésima particula que estd en la posicién r(;) tiene una velocidad v;). Si
las distancias entre las particulas y entre las particulas y el origen de coordenadas es constante podremos
expresar la velocidad de cada una de ellas como

V(z) = w X I‘(i)

(;por qué?). Donde w es la velocidad angular instantdnea del sistema. Entonces tendremos que
L=) mg[ra x (wxrg) Zm ) 1) —ra) (@ )]
i
y para cada particula se cumple que las componentes de la cantidad de movimiento angular serdn

= Zmu) [Wk (%Wvﬁ)m) — 7 ("’mm)m)} :

Si vemos que wé“i) = 5lkwéi) entonces

Zm( ) [kt (ryram ) = by (@ ram) | = o) [Z me (3F (Gyriam ) =ty (’”(i)l))]

k
Il

es decir
Lk = wéi)llkv donde Ilk = Zm(l) (5lk (T?Z)’r’(i)m> - TZ) (r(i)l)) .

El objeto Ilk se conoce como el tensor de inercia y corresponde a 9 cantidades (a pesar que sélo 6 son
independientes porque es un tensor simétrico)

L. L, L. Sime (v 4ed))) —Rima @ove) - Time (@0%0)
=\ Le Ly L. [=] =X;mu(Eoye) = Ximae (fﬂ?i)ﬂ?z»)) =2 ima) (Mo 26)

~Semg (2020)  —Xime o) Lime (3 +4)

Por ahora, nos contentaremos en suponer que esta construccién es un tensor y lo demostraremos mas
adelante.

La ilustracién més sencilla de que la masa en rotacién se comporta como un tensor y no como un escalar
lo vemos en la rotacién de dos masas iguales: m1 y mgo (con lo cual m; = mg = m) unidas por una varilla
sin masa de longitud [. Si.el sistema (masas + varillas) se encuentra girando alrededor su centro de masa y
ambas masas se encuentran sobre el plano zy, vale decir que la barra sin masa forma un dngulo de o = §
con el eje z, entoces tendremos que

dr [ do . 1 de

l L . _dr .
N5 cos(f) i+ 3 sen(d)j = v= T od sen(f) i+ 5 & cos(f) j

conlo cual

L=m(r; xvy)+ma(raxvy)=m(ry xvi)+m((—r1) x (—v1)) =2m (ry x v1) = (é) i—fk

ya que
mi1 = Mo = M,; o = —I'1 y Vg = —V1.



Ejercicios

1. En el caso 3D tenemos que si {e;} define un sistema de coordenadas (dextrégiro) no necesariamente
ortogonal, entonces, demuestre que
i e; X e,

e'=———— 4,j4,k=1,23y sus permutaciones ciclicas
€; X e e;

2. Demuestre que
i

g7 =e"-€

3. Sila base {e;} es ortogonal, demuestre que

a) gi; es diagonal.
b) ¢* =1/gi; (no hay suma).
c) le’] = 1/leil.

3.4. Repensando los vectores nuevamente

3.4.1. Vectores, covectores y leyes de transformacion

Hemos visto que un determinado vector |a) € V puede expresarse en una base ortogonal {|e;)} como:
a’ |ej) donde las a’ son las componentes del vector contravariantes en la base que se ha indicado. En general,
como es muy largo decir “componentes del vector contravariante” uno se refiere (y nos referiremos de ahora
en adelante) al conjunto {aj} como un vector contravariante obviando la precisiéon de componente, pero
realmente las a’ son las componentes del vector.

Adicionalmente, en esta etapa pensaremos a las bases como distintos observadores o sistemas de referen-
cias. Con ello tendremos (algo que ya sabfamos) que un vector se puede expresar en distintas bases y tendrd
distintas componentes referidas a esa base

la) =a’ |ej) =3 [&;) .

As{ una misma cantidad fisica vectorial se verd distinta (tendrd distintas componentes) desde diferentes
sistemas de coordenadas. Las distintas “visiones” estan conectadas mediante un transformacion de sistema
de referencia como veremos mas adelante.

Igualmente hemos dicho que una forma diferencial (b| € V* es susceptible de expresarse en una base
{<ei|} del espacio dual V* como b; <ei| y, como el espacio estd equipado con un producto interno entonces

(a/|b) = (b la) = (b; (€]) - (@’ |e;)) = bia’ 8} = a'b;

Con lo cual avanzamos otra vez en la interpretacién de cantidades fisicas: una cantidad fisica escalar se verd
igual (serd invariante) desde distintos sistemas de referencia.
Adem3ds sabemos que unas y otras componentes se relacionan como

(e |a) = a? (e |ej) = ald} = al (e |&;) a' = Alal
(& |a) = al (& |&;) = al &} = al (& |e;) a' = Alal
donde claramente

el &) = A¢; & le;) = A
7 7 J

Ly AAE =6 = A= (A)T



Diremos entonces que aquellos objetos cuyas componentes transforman como a’ = A;&j 0 equivalentemente
at = A;-aj seran vectores, o en un lenguaje un poco més antiguo, vectores contravariantes. Algunos autores
e . . ., . : ; -1 -/ o
prefieren utilizar la siguiente notacion para las transformaciones: a* = A},aj y a® = Ajd’, por lo que

i AP AR
oy = AL AT
Tradicionalmente, e inspirados en la ley de transformacion, la representacién matricial de las componentes
contravariantes de un vector, <el la) = a’, para una base determinada {|e;)} se estructuran en una columna
al

(12

la) = <ei |a) coni=1,2,3,---,n <

an

De la misma manera, en el espacio dual, V*, las formas diferenciales se podrdn expresar en término de
una base de ese espacio vectorial como (b| = b; <e1’ =0 <éi’. Las {b;} seran las componentes de las formas
diferenciales o las componentes covariantes de un vector |b), o dicho rédpidamente un vector covariante o
covector. Al igual que en el caso de las componentes contravariantes las componentes covariantes transforman
de un sistema de referencia a otro mediante la siguiente ley de transformacién:

b; Al

2.
J

Il

(b lej) = bi (e’ |ej) = b:dF = b; (& [e;) b,
Otra vez, objetos cuyas componentes transformen como b; = BlA; los denominaremos formas diferenciales o
vectores covariantes o covectores y seran representados matricialmente como un arreglo tipo fila

<b| = <b|el> Coni:152737"'7n ~ (bl b2 bn)

3.4.2. Cartesianas y polares, otra vez

El ejemplo mas simple, y por ello, cldsico y embleméatico de lo anterior lo constituye las expresiones de
un mismo vector en dos sistemas de coordenadas en el plano: Cartesianas {|i),|j)} v polares {|u,), |ug)}.
Esto es

la) = a; |i) +az|j) = a'le) +@®lez) vy a) = aruy) +aglug) = @' [&1) +a” [és)
Al expresar una base en términos de la otra obtenemos
lup) = cos(0) i) +sen(0) [7) vy |ug) = —sen(0) [i) + cos(0) |5) ,

con lo cual

e == = (G G ) =6 )

y

wlp= 2 e A= (fol bl )= (2l )

cumpliendo adema&s

(o) e ) (ot )= (4

— O

) = AL AN =i



De este modo si
la) = ay |uy) + ag [ug) = a* |&1) +a” [&2) = ax i) + ax |5) = a' |e1) + a® [e2)

tendremos que

T ar \ _ cos(f)  sen(h) ag \ _ a, cos(0) + a, sen(h)
a' = A0’ = ( ag > o ( —sen(d) cos(6) ay )\ —agsen(f)+ a, cos(0)
con lo cual
ar = ay cos() + a, sen(6) y ag = —ag sen(d) + a, cos(h) .

Del mismo modo
i i ay \ [ cos(d) —sen(d) ar \ [ apcos(f) — agsen(d)
ol = A0 — < ay ) N < sen(d)  cos(d) apg )\ apsen(f) + ag cos(6)
a; = a, cos(f) — ag sen(0) y ay = a, sen(d) + ag cos(h) .

3.4.3. Repensando las componentes

En general, podemos pensar que las componentes de los vectores pueden ser funciones de las otras.
Consideremos el ejemplo anterior con esta visién. Tendremos que un punto en el plano viene representado
en coordenadas cartesianas por dos ndmeros (x,y) y en coordenadas polares por otros dos nimeros (r,6).
Siguiendo el ejemplo anterior un punto P, en el plano lo describimos como

|P) =7p|ur) =xp i) +yplj) -
Veamos como estan relacionadas estas dos descripciones; para este caso las ecuaciones de transformacién son

zp=uap(r,0) =a' =2 (3',7?) } — { rp=rp(z,y) =3 =2 (2!, 2?)

y explicitamente

xp=rp.cos(f) = Z
yp =rp sen(d) = 2% =71 sen(7?)
y

- 2 2
rp =15 +ys = 3l =4/(z")" + (2?)
~ 2
0 = arctan (y—P> =  #% = arctan (*—1)
rp xr
Es claro que ambas coordenadas estan relacionadas y que se puede invertir la relacion
.ilzi‘l .131,1'2 .’I)l:l‘l 5?17572
.;1*72::%2 .’1717.'1}2 — $2:$2 .;1*7175:2
Si se piden cosas razonables:

= que las funciones z* = 2 (™) y #/ = 7/ (z™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)



= que el determinante de la matriz Jacobiana sean finito y distinto de cero, para garantizar que existe la

funcién inversa.
da (%)

; e ozt Ozt 97 i ,  0xt .
a' =z (¥ (mk)) = i:i%: p = do za;cjdxj,

Maés atn, si

con lo cual intuimos dos cosas:

1. que las componentes de un vector, deben transformar bajo un cambio de coordenadas como

i (zk
;O (x ) ~j
= —X" .
o0xI
2. Las matrices jacobianas 2Z- y 2Z_ son una la inversa de la otra.
ox oz

Veamos si es cierto para el caso de vectores en el plano. Para ello calculamos la matriz jacobiana (matriz
de derivadas) la cual serd

ox' (z',7%) | 8;”1(;1’;22) awl(;’i2) [ cos(7?). —Z'sen(7?)
() (3 382)- S

0zJ sen(#?) 2! cos(7?)

y seguidamente, identificando

; Oat (3',37) N z' [ cos(z?) ~z'sen(3?) 7!
v 0w " 22 ) 7 Usen(7?) " Z!cos(7?) 0

Igualmente, si calculamos la inversa de la matriz jacobiana

. —1 1 2
1 (x1 A2 ~2 ~9 T x
LU (m _’x ) = cos(:v~2) sen(ﬁ ) = VE) +@2)? /(@) +(22)?
07 —se~n1(x ) cos~(;c ) 2 2t
L ® (z1)>+(22)? (z1)>+(a2)?
tendremos
ot z? i (1.2
~1 1 S
GO GO ! o
Es decir

Pl=\/(a)’ + (22)? = r= 22 +y? y 0=0.

Consideremos ahora el caso tridimensional en esos mismos dos sistemas de coordenadas: uno cartesiano
(z¥=a, 2¥=y, 23 = 2) y otro esférico (Z' =1, #* =0, T3 = ¢).
Tal y como hemos supuesto anteriormente el punto P vendra descrito por

|P) =rpluy) =zpli) +yp|j) +zp|k)



de nuevo

r=2z(r,0,¢)=a! =2* (i:l,i2,a~s ) r=r(z,yz) =2 =7! (931,1'2,:103)
y=y(r,0,¢)=2%=22 il,i‘Q,JE) — H—H(x,y,z)=§:2:§:2(x1,a:2,x3)
z=2(r0,¢) =123 =2a3 (il,i“g,fi: ) ¢=¢(v,y,2)=73°=73 (xl,xg,a:3)

Las ecuaciones de transformacion serdn

xp =rp sen(f) cos(p) = ! =27' sen(7?)cos(7?)
yp =7rp sen(d) sen(¢p) = x2 =27 sen(z?)sen(z?)
zp =rp cos(f) = 23 =7! cos(7?)

y

rp = \Th +yh + 2% = =/ + (@2 + (23)

¢ = arctan zf) =  #? = arctan (i—?
0 = arctan \/szPTy’Q’) = 73 = arctan (W) 7
con lo cual la matriz de las derivadas serd para esta transformacién en particular serd
ox' (2, 2%, 23) sen (#) cos (¢) —rsen (6)sen(¢) 1 cos(f)cos(¢)
# = | sen(f)sen(¢) rsen(f)cos (o). rcos(f)sen (o)
! cos (6) 0 —rsen (6)
es decir
M sen (3%2) cos (:%3) —~£11 sen (iz) sen (ic?’) 7! cos (iz) cos (:E?’)

= | sen (z?)sen (z*) " &'sen (z?)cos (z%) &' cos (&?)sen (z%)

cos (532) 0 —&1sen (572)

ox7

y su inversa

sen (6) cos (¢) sen (0)sen (¢) cos(6)

oz (:L,l’x27x3> _ . sen(¢) cos(¢) 0
T - rsen(6) rsen(6)
cos(0) cos(¢p) cos(6) sen(¢) __sen(f)

o lo que es lo mismo

= -y -z
Vaity?+z? Va2 +y? 422 V@2 ty?+22
0t (ml, x2, x?’)

OxJ

0

—y z
= 22142 22+y2

zz yz —y/ 22 +y?

(@2+y2+22)y/22 42 (@y2+22)/a24y? (@YD)

Dejaremos al lector comprobar que, efectivamente,

oot (#,32,5) |
= %IJ = = ——" ‘737
oxI oxd

:Ei



3.5. Transformaciones, vectores y tensores

En general las afirmaciones anteriores se pueden generalizar considerando que las coordenadas que definen

un determinado punto, P, expresado en un sistema de coordenadas particular, son (xl,xz, e ,x") y las
coordenadas de ese mismo punto P, expresado en otro sistema de coordenadas es (i1,£2, e ,56”) ambas
coordenadas estaran relacionadas por

i‘l — ‘i‘l (1,1,172’ ’xn) 1,1 — :El (571"%2’ 75~Cn)

572 — i,Q (1'1,1‘2, ’xn) $2 _ 332 (jl, 52’ 75377,)

<

SN 5 1 .2 n n _ .n (7l 52 5N

"=z (a:,z,-~~,:r) "=z (a:,:z:,-u,x)
es decir ' = * (xj) — = (503) con i,j7 = 1,2,3,--- ,n. Otra vez, sblo exigiremos (y es bastante)

que:
1. las funciones z° = z* (Z™) y # = &7 (™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)

2. que el determinante de la matriz jacobiana sean finito y distinto de cero, esto es

oz ozl oz’
ozt arz o™
8a:i .fl ’532 0%2 0z2 0z2 . . . )
det % £0 = | 55 85 - B 110 mai mai (BM) = @ =3 (a™)
oz" az" .. oz"
Oxl Ox2 oz

Ahora bien, una vez mas, derivando y utilizando la regla de la-cadena

ot 9z* oxk ’ ;0
oal ok oat 00 7 4= E T

gt =" (7 (™))

como hemos comprobado para los dos casos particulares estudiados con anterioridad. De ahora en adelante
tendremos las siguientes ReDefiniciones:

= Un conjunto de cantidades {al, a?, .- 7a"} se denominaran componentes contravariantes de un vector
|a) € V en un punto P de coordenadas (561,9527 e ,x") si
1. dada dos bases ortonormales de vectores coordenados. {|é1), [€2),---[&n)} v {|€1),[é2), - |én)}

se cumple que

i la &'l a) = a' ; e
_ St la\ — 5t i __ . J /&1 |4
a)=a"lé;) =a'le;) = ~; s = a'=a’ (e |é;
0 =aled =a'fe) = { 50 2% ] (& 1¢,)
2. 0 equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas z* = z* (#7) coni,j = 1,2,3,--- , n.,
estas cantidades transforman como
03t , oxt ozt oxk i
=—ada" < ad'=——da" con ——=
Oxk ok ozk oz !
y donde las cantidades % y g?; deberan ser evaluadas en el punto P.
xr X



» Un conjunto de cantidades {by,ba,--- b, } se denominaran componentes covariantes de un vector
(b] € V* en un punto P de coordenadas (z*, ,x™) si

1. dada dos bases de formas {(&'|, (&?|,--- (@"|} y {(&'],(&?|,---(€"|} se cumple que
N 7 24 é = b T TR ~g
(b] =b; (&"| = b; (&"| = { éi 7 } = b =0 (8 [&') .
2. o equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas z* = z* (953) (coni,j=1,2,3,---,n)
estas cantidades transforman como
- oz’ ozt oxt 0k i
bkzwbz@bk:wbl con ﬁw:l
dx’

y donde las cantidades: Mk Y 5zr deberan ser evaluadas en el punto P.

= Generalizamos los conceptos anteriores de la siguiente manera. Dado un conjunto bases para de formas
diferenciales {(z™(1)|, (y™(2)|} hemos definido las componentes contravariantes de un-tensor

(='W (v @

TY =T ¢« ., o eV «— {TZJ}E{Tll,T12,~~ ,Tln,T21,T22,"' ,T2n’”. 7Tvnn}
ahora, en esta visién, las componentes contravariantes en un punto P de coordenadas (ml, 2, ,x”),
seran aquella que bajo una transformacién de coordenadas z' = z° (ij) (con 4,5 = 1,2,3,---,n)
transforman como

ozt 0%/ oxt Ox7 ozt 0FF .
Tl] — - Tk?m le b B con fkil = 617’ s
oxk dx™ Tk 9™ ok Ox

donde ai y 3xk deberdn ser evaluadas en el punto P. Esta generalizacién nos permite construir el
caso mas general

» Si{[ti(1)), |u(2), - Joe(m))} y {(z4(1)); <yf(2)| .-+, (29(n)|} son bases para los vectores y las
formas, respectivamente. Las componentes de un tensor

[t (1) |u;(2)) lor(m)) (e€(1)] (v (2)] (=9(n)]|

¥ ¥ + 1 ¥ 1
mn. .
ijk_T © 5, O o ) * , ® o, L d
seran un conjunto de cantidades {Tl K] ,T ,Tij:?l,Tffjjil,Tg?jjil, s 7T71n'.'.'.11, s ,T;:i?%} que se
denominaran las componentes contmvamantes y covariantes respectivamente, de un tensor mixto en
un punto P de coordenadas (xl, xz2, .- ,x") si bajo una transformacién de coordenadas x* = z* (JEJ)
(coni,j=1,2,3,---,n) estas cantidades transforman como
5 ~1 ~7 a d % J Asa
ik _ o0z o0z’ Ox ox g ik ox ox? 0% N oz peg
€9 P ozl 0x° oz9 ~ad ©v9 T 9Fp x4 0ze  Ox9 @l

i gxk ; . 7!
9z 9% — §i y donde las cantidades —gzk
€T

ozk 9zt

nuevamente con:




3.6. Un ejemplo detallado

Tlustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial. Una
vez més consideremos dos bases de vectores coordenados {|e1),|e2),les)} v {|€1),[€2),]é3)} para el
espacio vectorial 232 La expresién de un determinado tensor en la base serd

_ 2 1 3
{ler) s le2),les)} = {li),[5), 1K)} = Ti=|( 2 3 4
1 2 2
Si consideramos una nueva base: {|w1), |wsa), |ws)}
|wy) = |4) (whiwy) =1 (wllwa) =1 (w!|wg)=1
[w2) = [i) + 1) = [ (Ww) =1 (w?lwa) =2 (w?|ws) =2
lwa) = [i) + 15) + [k) (W lwi) =1 (w?|wa) =2 (w®[w3) =3

para ese mismo espacio JR® encontraremos una nueva expresién para T} en esa base.

Encontraremos ahora las expresiones para los siguientes tensores: T7,T;; y T". Nétese que esta nueva
base no es ortogonal ,<wk |w;) # 6%, con lo cual no se cumplen muchas cosas, entre ellas: [wy,) <wk‘ #
1.

Para encontrar sz expresamos los vectores base: {|e1) = |i),|e2) =17),|es) = |k)} en términos de la
base {|w1),|wa),|w3)}, esto es:
lex) = Ji)y = |w1)

le2) = 1) = [w2) —|w1)
les) = [k) =lws) — |wa)
Recordamos que un vector genérico transforma de la siguiente manera
la) = o’ [e;) = @ |w;)
por lo tanto
la) = a’ |ej) = @' Jwi) + @ |wa) + @’ [ws) = a Jex) +@* (Jex) + le2)) +@° (Jex) + le2) + |es))

con lo cual
a' ler) + a’ lea) + a’ les) = (&1 +a+ d3) ler) + (&2 + 63) lea) + al les)

y podemos ver que

ozt —1: ! - 1: ozt =1

971 ) 972 » 9z3
a' =a' +a° +a® Py
2 _ =2 ~3 i __ ~k z® _ . 9z _ 4. 9z% _
a“=a"+a =>a—a~ka, = é)‘%1_0, 8502_1, %3—1
ad = a3 €T

3 3 3
ox _0; oz _0; ox =1

ozt =V = =0 5@ =



Es de hacer notar que dado que la base ortonormal {|e1),|e2),|es)} = {|i),|j), |k)} se tiene que

ozk

~k

la) = a’ |ej) = @' |w;) = <ei’ a) =a’ (€' |ej) = aj(5§- =a =a" (e |wy) = = (e" |wg)

Este mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a) como una combinacién lineal
de los vectores |w;):

la) = @’ [&;) = a’ |ej) = a’ [wer) + a® [e2) + a® |es) = a’ |wi) + a® ([wa) — [w1)) + a® (|ws) — |w2))

esto es 1 1 Pt
o =t E=-t F-o
?2 _ % as sk i 07" 272 %2 o>
23 _ 23 —a = =a ozt = dxl — 0; 9z 1’ 935 -1
233 _ 933 _ 3%
et =0 =0 ¢ 5=l
Nétese que, como era de esperarse,
i o~ 1 11 1 -1 0 1 00
oz 0k -
Sar =0 = (011 01 -1 |=fo010
o 00 1 0 0 .1 0 0 1

Con las expresiones matriciales para las transformaciones, estamos en capacidad de calcular, compo-
nente a componente, las representacion del tensor en la nueva base

~k i
~k 8:C 8$J 7,
m 8.%‘1 aiﬂn J

con lo cual
o
- o (G gn ) G (G e G )
+ g (g P g T g )
Es decir
T8 o= 1 (AT 40T 40T —1- (A T2+0T2+0T2) +0(1 T3 +0 T3 +0 T3)

= T =T} =2-2=0

Del mismo moedo

S 0%t dxd .
1 i, 7
= iom b
ozt (ox' .,  0xz* ,, 023\ ox' [oxt , 02%  , 0% ,
= 8951(aﬁT1+85c2T2+8£2T3)+6932<8§:2T1+6£2T2+8532T3)

ozt (ox' . 02% 4 013 4
8x3<a§:2T1+8532T2+8a}2T3>



resultando

T 1-(IT +1Ty4+0T3) —1- (1 TF +1T5 +0T5) +0(1 TP + 1 T5 + 0 Ty
= (T'+Ty) - (TF+T5) =2+1) —(2+3) = -2

Se puede continuar término a término o realizar la multiplicacién de las matrices ‘gﬁi Iy gg:fm pro-
venientes de la transformacién de componentes de tensores. Vale decir

0F . o 1 -1 0 2 1 3 111 0 —2 -3
Tj;:aZ,T;(Tm@ 0 1 -1 2 3 4 01 1 ]=1 2 4
* t 0 0 1 12 2 00 1 1 3 5

Hay que resaltar el especial cuidado que se tuvo en la ubicacién de las matrices para su multiplicacion.
Si bien en la expresion Tfl = ‘Zi: g;;, T; las cantidades ‘Zf: son numeros y no importa el orden con el
cual se multipliquen, cuando se escriben como matrices debe respetarse la “concatenacién interna de
indices”. Esto es, cuando querramos expresar T,ﬁ% como una matriz, donde el indice contravariante k
indica filas y el indice covariante m las columnas, fijamos primero estos indices y luego respetamos la
“concatenacion de indices” covariantes con los contravariantes. Esta es la convencién para expresar la
multiplicacién de matrices en la notacién de indices?. Esto es

- 0FF 9xd - 0xF . 027

I = gwigzm 13 = Im = 50 15 Gam

. L j - .
Ahora los objetos gﬁz Gy g;m pueden ser sustituidos (en sus puestos correspondientes) por su

representacién matricial.

Con lo cual hemos encontrado la respresentaciéon matricial TTIZ de las componentes del tensor T en la
base {[w1),|wa), |ws)};

! T} T} 0 -2 -3
T T2 T2 |=[1 2 4
T3 T3. T3 1 3 5

Para encontrar la expresién para Ty, recordamos que Ty, = grnIr, €s decir, requerimos las compo-
nentes covariantes y contravariantes del tensor métrico g, que genera esta base. Para ello recordamos
que para para una base genérica, {|w;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con

producto interno, podemos definir la expresion de un tensor < > que denominaremos tensor métrico

2
como D™ 5

~ xr X
9ij = o7t O Gmn = (€™ |Wi) (€" [W)) gmn

Recordemos también que la métrica covariante g;; de una base ortonormal {|e1) , |e2), |es)} = {|3),|4) , |k)}
es

g1 =1 g12=0; gi13=0;

921 =0; gaa=1; gog=0;

931 =0; g32=0; g33=1

2Quizé una forma de comprobar si los indices estan bien concatenados se observa si se “bajan” los indices contravariantes
pero se colocan antes que los covariantes. Esto es, TJ"-“ — T5;. Asi, la multiplicacién de matrices queda representada de la siguiente

forma: C]Z: = A};Bf — U5 = A Br; y aqui es claro que indices consecutivos estdn “concatenados” e indican multiplicacién.



Con lo cual, para el caso de la base genérica no ortonormal {|w;)} tenemos dos formas de calcular las
componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico. La primera es la forma directa

g1 = (€™ |w1) (€™ |W1) gnm = (€' |w1) (! |w1) + (€2 [w1) (€2 |wy) +< 3 wy) (€® [wy) = (e lw)? =1

Gi2 = (" [w1) (€™ [W2) gnm = (€' [W1) (e [wa) + (€2 [w1) (€ [wa) + (€ [w1) (€ [wa) = (&' |w1) (e |wa) =1
g1z = (€™ [w1) (€™ [w3) gnm = (€' [w1) (¢! |ws) + (€ [w1) 2 lws) + (€% [w1) (e? |ws) = (e! |w1) (e! |ws) =1
Go1 = (e |wa) (€™ |W1) gnm = (el |wa) (e! |w1) + <62 |wa) (€% |w1) + <e W2 e |wy) = <e1 |wa) <el |wy) =1
Goz = (€™ |wa) (€™ |W2) gnm = (€' |w2) (! |wg) + (€2 |w2) 2 [wa) + (€ [wa) (€3 [wa) =

Gos = (€ [wa) (€™ [w3) grm = (€ [w2) (! |w3) + (€ |wa) (€2 |w3) + (€® |wa) (€ |w3) =

|
g23 = el [ws) + (e? [wa) (€* |ws) =2

( )
( ) (
Go2 = <el |wa) <€1 [wa) <62 |wa) <€2 |wo) =2
( ) (
(e! lwa) (

g31 = {(e™ |w3) (e™ |W1) gnm = <61 |ws) <el |w1) + <€2 |ws) <e w1) < 3 |ws) <63 |wq) = <61 [ws3) <el [wy) =1
g2 = (e |wg) (e™ |W2) gnm = <€1 |ws) <el |wo) + <€2 [ws) <e Wo) < 3 |ws) <e3 |wa) =

a2 = (e [wa) (e [wa) + (€2 |ws) (€2 |wa) =

Gz = (e [w3) (€™ |w3) grm = (€' |ws) (el |w3) + (e* |ws) (€2 |W3 )+ (€3 [wa)(e? [ws) =

ggg = <€1 |W3> <€1 |W3> + <62 |W3> <62 |W3> + <€3 |W3> <€ W3>

gu=1 gi2=1 giz3=1;
g1 =1; Goo=2; Goz=2;

g31 =1 gza=2; g33=3.

y, consecuentemente podemos “arreglarlo como una matriz?? de la siguiente forma

1 1 1 - - 2 -1 0
Gij=0i = |1 2 2| =2§i="=@Gy) " = | -1 2 -1
1 2 3 0 -1 1
Con lo cual, en términos “matriciales” tendremos
1 0.0 1 00 1 00
9ij = 01 0 }); ¢g9¥ < 010 [|; g5 0 1 0 |;
0.0 1 0 0 1 0 01
y
5 ; 1 0 0 100 1 1 1 1 1 1
i J
Jkm = % Jij % 110 010 01 1]=112 2
v v 111 001 00 1 1 2 3

Notese que para conservar la convencién de indices y poder representar la multipicaciéon de matrices,
los ndices deben estar consecutivos, por tanto hay que trasponer la represetacién matricial para poder
multiplicarlas.

. oxt dxl - G I
Gem = 52 Yii zm T Jkm = Wik gij Wjm — Grm = i gij Wjm -

3Recordemos que hemos insistido que las matrices representan tensores mixtos



Finalmente, estamos en capacidad de obtener las representaciones matriciales para los tensores: Tij , Tij,
o 0 -2 —3\" 0 1 1 3
TN=1T)" < (1 2 4| = -2 23| =1
1 3 5 -3 4 5
i i 111 0 -2 -3 2 3 6 i
Tiem = Gn Ty < 1 2 2 1 2 4 )1=|4 8 15 = Tim
1 2 3 1 3 5 5 11 20
~ 3 0 -2 -3 1 11 -5 —-10 -13 ~
T =Trg™ —= |1 2 4 122 |= 713 17 | =T
1 3 ) 1 2 3 9 17 22

Antes de pasar a la préxima seccién, quisiéramos ejemplificar una forma “rdpida’y furiosa” (pero sucia)
de calcular la métrica generada por una determinada base genérica de vectores base. La idea es que
violentando toda nuestra notacion e idea de tensores construimos la métrica a partir de los vectores

base definiéndola como §;; = (w; |w;), de esta manera
gu = (Wi |wi) = (ifi) = 1; g1z = (w1 |wa) = (il ([1) +15)) = 15
gor = (wa |w1) = ([ + (D 1) = 1; gz = (wa/[wa) = ((l + (1) ([1) +13)) = 2

g1 = (ws |w1) = (] + (I + (k) 1) =1 _gg2 =(ws |wa)}= ({i] + | + (k[) ([1) + [j)) = 2;

g1 = (w1 [ws) = (i[ () +15) + [k)) = 1;
g2z = (w2 |wa) = ((i[ + GDAD) +15) + [k)) = 2

933 = (ws |ws) = ({i| + (| + (k[) ([1) +[j) + [k)) =3
Dejamos al lector, la reflexiéon si esta forma “rapida de calcular la métrica” a partir de unos vectores
base es general o, si en su defecto, es una coincidencia inicamente vélida para este caso.

3.7. Teorema del cociente

Al igual que existe el producto directo entre tensores, cabe preguntarse si es posible multiplicar una com-
ponente de un tensor por otra de otro tensor y el producto: jserd un tensor? Existe importantes situaciones
fisicas en las cuales es aplicable esta pregunta. Si T;; son las componentes de un tensor de rango 2 y V' las de
un vector ;el producto T;; Vi= Bj seran componentes de un vector? La respuesta no es siempre afirmativa, y
puede ser utilizado como un criterio de cuando una componente es la componente de un tensor. Este criterio
se denomina el Teorema del Cociente.

La respuesta a esta pregunta surge de la respuesta a una pregunta distinta pero equivalente. Supongamos
que nos dan n? ntimeros a;; y un (una componente de un) vector genérico Vi, si la cantidad aij ViV es un

o . . 0
escalar entonces la parte simétrica a(;;) = 1 (as; + aj;) serd un (una componente de) tensor del tipo: ( 9 >

La demostracion involucra algunos de las ideas antes expuestas y la haremos para fijar conceptos.



Dados dos sistemas de coordenadas z° = x* (™) y &/ = 7 (™) (con i,j = 1,2,3,--- ,n) se cumple que
aij zird = = 1[) = Q4 #'77  donde ¢ = 1/; constituye un escalar
y por lo tanto, derivando y utilizando la regla de la cadena

i i 9k
zi::z:i(i"j(xm)) = O = 0z' 0% zéli,

oxl — 97k 9al

por lo que

S _ ozk ozt o
(ai- ztx? — a;; x’x]) =la;; —apy =——=—|z'x? =0
J J J Oxt OxJ ’

como hay una suma en ij no se puede afirmar que la cantidad del paréntesis se anula. Como esta afirma-
cién vale para cualquier sistema de coordenadas, seleccionaremos las componentes coordenadas en la base
candnica.

z' =(1,0,0,---,0); 2*=(0,1,0,---,0);--- 2™ =(0,0,0,--- ;1)
con lo cual
. 0zF oFt . oxk 07! _ 0k 07
ai —amﬁﬁzo; g = kg 555 =i o —k oo o =0,
Como siempre podemos hacer ax;) = % (Qpr + k) y aprgy = % (ag; — @) y separar el tensor
ozk ot ork oz

Ak = Agky) + Ay = Gmm) — (A + aer) =0"= auum) =a

oxm Hxm s

con lo cual se garantiza que la parte simétrica de un tensor transforma como un verdadero tensor una vez
que se contrae con un par de vectores.

3.8. Vectores, tensores y espacios pseudo-euclideanos

Hasta este punto ha sido casi estética la descripcién de formas representadas por bra: (a| = ay <ek |, en las
cuales sus componentes tienen subindices, mientras que los vectores bases, <e’“f, deben tener superindices.
Quizé el ejemplo mds emblemdtico y simple, donde se observa la diferencia entre formas (bras) y vectores
(kets) es el caso de los espacios minkowskianos. Estos espacios, también llamados pseudoeuclideanos, presen-
tan una variante en la definic¢ién de producto interno, de tal forma que: (x| x) no necesariamente es positivo,
y si (z| ) = 0 no necesariamente implica que |z) = |0).

La consecuencia inmediata es que la definicién de norma N (Jv;)) = |||v;)]], que vimos anteriormente, no
necesariamente es positiva. Vale decir que tendremos vectores con norma positiva, |||v;)|| > 0, pero también
vectores con norma negativa o cero: |||v;)|| < 0. Con lo cual la definicién de distancia, entendida como la
norma de la resta de vectores, d(|z), |y)) = |||z} — |y}||, tampoco serd necesariamente positiva. Esto es, que
las distancias serdn negativas, positivas o nulas: d(|z),|y)) <0, d(|z),|y)) =0y d(|z),|y)) > 0.

Si extendemos la nocién de distancia para que albergue las posibilidades de distancias nula y negativas,
entonces la definicién del tensor métrico para espacios pseudo-euclideanos debe cambiar también.

<0
gllzs),lzj)] =95 =954 =0
>0



En resumen

<0 <0 <0
(zlaz) =9 =0 p = d(lz),ly)) =9 =0 » = gllz;), [z;)]=9 =
>0 >0 >0

Este tipo de espacios luce como un excentricidad méas de los mateméticos. Una curiosidad de estudio de
ver como organizar los conceptos que aprendimos de los espacios euclidianos y extenderlos a otros espacios.
Quizé se hubiera quedado asi, como una curiosidad matematica si la Fisica no hubiera sacado partido de
estas particularidades para describir el comportamiento de la naturaleza. En la proxima seccién analizaremos
el caso de espacios minkowskianos de dimensién 4: 94

3.8.1. Espacios minkowskianos

Consideremos un espacio tetradimensional expandido por una base ortonormal {|eg) , |e1) ,|ez) ;|es)}. Los
vectores {|e1), |e2),|es)} corresponden con la base canénica de JR3.
Este espacio vectorial 9* tendrs asociado un espacio dual {<e0

, <e1‘ , <e2| , <e3 |} a través de una métrica

Nap (€] @ (°| = nga (| @ (] ¥ 1™ lea) ® leg) = 1" les) ® leq)

con O‘vﬂ = 07 17273 y donde: oo = 7700 = la mi1 = 7711 = _17 T122 = 7722 ~ _17 733 = 7733 =-1 (COD Nap = 0
para o # f3), con lo cual se dice que 7 tiene signo —2.*

Tal y como presentamos en (3.2.6), podemos asociar componentes covariantes y contravariantes a través
de la métrica de la forma

(g (e @ (e7]) la) = a” (nag (e*| @ (¢”]) les) = a7nag (e Jeo) (¥} ="0"1ap; (%] = a7Nao (%] = aq (e

Lo intereante del caso es que

e = o = a’ =ag, a'=—=a;, a®>=—ay, a®=—as.
Es decir, en este caso, porque la métrica tiene signo —2, entonces bajar los indices espaciales (u =i = 1,2,3)
. . |4 . 7 . . .
le cambia de signo a las componentes®. Dicho con més propiedad, las componentes espaciales contravariantes
(n=1=1,2,3) tienen signos contrarios a las componentes covariantes.
De la misma manera que se expuso anteriormente en (3.2.6)

(al (177 lea) @ leg)) = {al (17 lea) ® lea)) = 0" {a |ea) @ le;) = aon™ (¢” lea) leg) = aon™ |es) = a” |es)

y otra vez, a’ = 1n7“a,, y habria cambio de signo cuando se bajan los indices 1,2,3 para la métrica con
signo —2 que hemos considerado 'anteriormente. Del mismo modo se “suben” y se “bajan” indices para

componentes de tensores
naﬂp'yae — pBroe
10 =

Por su parte, el producto interno de dos vectores en un espacio de Minkowski involucra, de manera
natural, la métrica del espacio. Esto es

(@ [yy =Ay |z) = 2% = Y Ta = Y Nap = zayen®’ = 2% —a'y' — 2%y —2y® = moyo—a1y1 — 2292 —T3Y3

4Realmente el signo —2 es una, convencién, se puede también considerar Nuw de signo +2, con oo = —1, 11 = +1, n22 = +1,
n33 = +1.

50tra vez, para la métrica con signo —2, el cambio de signo entre componentes covariantes y contravariantes se da para la
componente, p = 0



Una vez mas, la norma de un vector, también incluird al tensor métrico:

2
2)])* = (2 |2) = 202 (€ |eg) = 2a2® = Toxs 1P = 2%2° nop = 2%2° — 2lat — 2222 — 2323
El caso mas conocido lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal, en un espacio tetradimen-
sional. Para una base genérica, {|ug)} (no necesariamente ortogonal) de un espacio vectorial con producto
interno, el desplazamiento infinitesimal puede expresarse como

(ds)® = (dr |dr) = (dZa (a®]) (dF7 |dg)) = dZp dF° = fap di®dF’ = dt* — dx?,
con dx? = (dm1)2 + (dsc2)2 + (dx3)2

3.8.2. Un toque de Relatividad Especial

La genialidad de Einstein fue haber entendido que tenia que incorporar el tiempo como. otra coorde-
nada més, vale decir, que los eventos que ocurren en la naturaleza estan etiquetados por cuatro ntmeros:
(t,w,y,2) = (20,21, 2%, 23). El rdpido desarrollo de la comprensién de las ideas relativistas, muestra que
estaban en el ambiente de la época de comienzos de 1900. Una vez més la simplicidad como prejuicio se

impuso. Solo dos suposiciones estan en el corazén de la Relatividad Especial:

1. El principio de la Relatividad: Esto es que las leyes de la Fisica son idénticas en todos los sistemas de
referencias inerciales.

2. La universalidad de la velocidad de la luz en el vacio: La velocidad de la luz en el vacio es siempre la
misma, y es independiente de la velocidad de la fuente de luz respecto a un observador en particular.

En términos matematicos estas dos audaces suposiciones se concretan en una simple suposicién matematica:
el producto interno entre dos elementos de este espacio tetradimensional, debe conservarse para una familia de
vectores base. Luego vendra la asociacion de observadores fisicos -o sistemas de coordenadas- con los miembros
de la familia de vectores base, pero la idea es la misma que planteamos para los espacios euclideanos en 2.2.3:
el producto interno -y consecuentemente, la norma de los elementos del espacio vectorial y la distancia entre
éstos - en el mismo independientemente de la base en la cual expanda el espacio vectorial.

La primera de las interpretaciones es el como representamos los eventos en el espacio-tiempo. Supongamos
el caso unidimensional en el espacio, vale decir los eventos ocurren en un punto de la recta real x = z' y en
un tiempo determinado, por lo tanto podremos asociar al evento un vector Evento — (20, x!).

A continuacién nos preguntamos que representan las distancias (espacio-temporales) entre estos dos
eventos. Tal y como vimos, las distancias entre dos elementos de un espacio vectorial puede ser construida a
partir de la norma de la resta y la norma a partir del producto interno:

< 0 conexion tipo espacio = eventos desconectados causalmente
I[ly—2)|*=(y—x]y—x){ =0 conexién tipo luz = posible conexién causal a través de rayos de luz
> (0 conexion tipo tiempo = posible conexion causal

Con esta primera interpretacién de los valores de la norma y la visién tetradimensional, el espacio-tiempo,
dividido en pasado, presente y futuro, se puebla de eventos que pueden estar o né relacionados causalmente
tal y como muestra la figura 3.3.

La preservacion del producto interno para todos los observadores® era intuitiva en los espacios euclideanos
y, al mantenerla para los pseudo-euclideanos nos traera consecuencias nada intuitivas en nuestra idea intuitiva

6Estamos suponiendo que observadores, sistemas de coordenadas y sistemas de referencia son conceptos equivalentes.
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Figura 3.3: Cono de luz, espacio-tiempo y eventos

de “realidad”. Para el caso de la formulacion de la Relatividad Especial, anadimos un supuesto mas: las
componentes del tensor métricos son invariantes bajo transformaciones de coordenadas, esto es

g HeM) Jen)] =g [léu> e & Nag = Tap > con {|eu>} y {|éu>}

dos bases que se conectan a través de una transformacién de coordenadas = = z* (2%) < " = &M (%)
Construyamos el tipo de transformacién de coordenadas que mantiene estos dos supuestos:

= el producto interno de dos vectores es independiente de la base que expanda el espacio vectorial y
= las componentes del tensor métricos son invariantes bajo transformaciones de coordenadas.
Si el producto interno de dos vectores es independiente de la base que expanda el espacio vectorial, tendremos
(@ly) = (@& a2 =% & 29 s = TG g ,
y como lo vimos en 3.5 las componentes de vectores, bajo cambio de coordenadas, transforman como

85:1 k « ~o s~ a, B
:%a =T Yo =T Ya & T Y Nap=

con lo cual concluimos que

; oxv o0+ oY ozt
~i a Br  — pa,B "5
aze” g8 M T Y e 9B e
_oxv ozt O0x¥ 0xt

e = Gra 9B M = ga gpB 1

Si derivamos respecto a x” tendremos que
0 0%z 0T+ N ozv 0%+
Wi\ 9wodzy 9P T 9z 0PI

Como la cantidad dentro del paréntesis se anula podemos jugar con ésta para descubrir algunas consecuencias
ocultas. Es de hacer notar que esa cantidad tiene tres indices libres y por lo tanto son 64 ecuaciones que se



anulan. Eso significa que le podemos anadir y sustraer cualesquieras otras con los indices intercambiados. Su-
pongamos que al paréntesis anulado le anadimos una con los indices a y v intercambiados y, adicionalmente,
le sustraemos una con los indices v y 5 intercambiados. Claramente, estamos anadiendo y sustrayendo ceros.

N T T
= i\ 9zadz 028 T 0z® 04POxy | 0x10x® 0xP | Oz 02P0zc  0z°0zP Ox7  Ox® 010z )

Con este truco, vemos que el ultimo término anula el segundo y el penultimo el cuarto, de forma y manera
que nos queda
=21 o o
" 0x0xY 0P’
Con lo cual la unica posibilidad que nos queda es

0

0?5

0= 0x*0x"

= 7Y = AZQ:” +a” con AZ y a” constantes .

Estas transformaciones lineales se conocen como las transformaciones (inhomogeneas) de Lorentz o también
las transformaciones de Poincaré. Estas transformaciones forman grupo y, uno de los posibles subgrupos lo
constituye el conjunto de transformaciones propias de Lorentz de la forma

Aj=1, Aj=A9=0, y Aj=R, coni,j=1,2,3; 1y

donde R’ es una matriz de rotacion.
Supongamos el caso maés sencillo de este grupo de transformaciones: a” = 0. Explicitamente hemos
identificado una transformacién de la forma

7 = Aga® + ASat FAS2E 4 A3,
la cual, por construccion, deja invariante el intervalo tedra dimensional
ds? = dt? — dx? = Nudatdz”  condx = dz®i+ dztj+ da? f{y

con 7, el tensor métrico. Es inmediato demostrar que este tipo de transformaciones deja invariante el
intervalo. Primero, notemos que

P = MG P =i = 85 = MAG ™, = ALAS = oY
entonces, como
Az = Ahdz®e = ds? = i, di"dz” = n,Ahdz®Afda” = nepda®da® = ds®.

Para construir una de las expresiones mas utilizadas del grupo de Lorentz consideramos la siguiente situacion
fisica. Un observador, Z*, ve moverse una particula con una velocidad v, mientras que un segundo observador,
z#, la percibe en-reposo. Entonces, para el observador que registra la particula en reposo dx = dz* =0

) )

dt = AJdt
dz! = Ahdz® =
dzt = Al dax® = A} dt con¢=1,2,3.

Ahora bien, como
dx - dat ; -
v spi= S8 = Aj=v"AJ,
dt




g = MiNSI = 1= AjAGn, = (AD)" — (A5)" = (A3)" = (AD)”
con una solucién de la forma

. . 1 1
A=+, o =~v" donde~y= = =

1 —
VIZOP VI i (@ o 007

los otros términos Aé. no quedan univocamente determinados porque estd de por medio la arbitrariedad de
una rotacion R}. Por ello, una seleccién arbitraria pero razonable de todos los términos A;» es

) ) ) -1 y . -1
A% =0} —&—vzvjrzvﬁ =J; —l—vzvjzl)ka
De esta forma quedan determinados todos los elementos de las transformaciones de Lorentz.

Los observadores lorentzianos son los equivalentes a los observadores galileanos en las teorias newtonianas:
son observadores que se mueven uno respecto al otro con una velocidad constante y, desempenan el mismo
papel que los observadores inerciales. Quiza la consecuencia méas impactante de la necesidad de vincular
mediciones de distintos observadores lorentzianos a través de transformaciones de Lorentz, lo ilustra la
evolucién distinta del tiempo medido por los diferentes observadores. Un observador en reposo respecto a un
reloj, ve avanzar el tiempo con tic separados dt = At ya que su reposo respecto al reloj implica dx = dz? = 0,
por lo tanto la separacién espacio temporal sera:

ds? = dt? — dx? = (At)?
mientras que un segundo observador tendra el mismo elemento de linea pero expresado como
At
V1-—v2

y claramente indica que tiempo evoluciona mas lento para relojes en movimento.

ds? =di* —dx* = (1 =v?)di =di=

3.8.3. Ejercicios

1. Si A;ji es un tensor covariante de orden 3.y B'™"° un tensor contravariante de orden 4, pruebe que
Aijp B’ kno og un tensor mixto de orden 3.

2. En el espacio euclideano 3D yen coordenadas cartesianas no distinguimos entre vectores y uno-formas
debido a que sus componentes transforman de la misma manera. Demuestre que

a) a'=A,a’ A bj = Ajb; son la misma transformacion si la matriz A} es igual a la transpuesta de
su inversa, es decir, si es ortogonal.

b) Considere dos observadores O — z,y <+ 2%, 2% y O — ¥,7 + #!,%? y sus sistemas de coordenadas
asociados.

1) Considere la siguiente transformacién de coordenadas de Galileo

2 2 2 2
R P e

~1 1
=Vt
x + 5

con V! una constante que representa la velocidad relativa entre O—O y t al tiempo, pardmetro
de esta transformacién. A continuacién suponga una particula que describe un movimiento
respecto a O siguiendo una trayectoria recta. Esto es % = axl, donde a es una constante y
encuentre cémo lo describirfa el observador O respecto a sus coordenadas Z!, 72 (3ptos).



2) Considere ahora la generalizacién de la transformacién de coordenadas anterior

SRR e g V2

=Vit+ =
con V! y V2 las componentes de una velocidad relativa entre O — O y ¢ al tiempo, pardmetro
de esta transformaciéon. Muestre que este tipo de transformaciones de coordenadas forman un
grupo (3ptos)
3) Muestre que la norma de cualquier vector queda invariante respecto a una transformacién de
coordenadas como la anterior y encuentre la matriz de transformacién (3ptos).

¢) Dado un espacio minkowskiano y un observador O que describe los eventos en el espacio-tiempo
respecto a un sistema de coordenadas {z®*} donde o = 0,1,2 y n = diag[—1,1,1,] el tensor
métrico. Considere entonces la siguiente transformacién de coordenadas

~0 __ ~1 1

0_ g1 — (0 _ 2 _
z° =v(a” = Bx7) I =q(x =pz") vy =z con vy P

y B =v/c es la velocidad relativa entre O y O.

1) Otra vez suponga que una particula describe una linea recta respecto a O: z2 = ax', donde
« es una constante Esta vez encuentre como lo describiria el otro observador O respecto a
sus coordenadas 7%, 7', 72 (3ptos)

.’ T v .7
2) Encuentre la expresién para la transformacién de coordenadas, 227 = Aj (transformacién

de Lorentz) entre estos sistemas relativistas y muestre como la norma, x%*x, = z”‘xﬂn(m, de
cualquier vector se conserva (3ptos)

3) Cousidere el Tensor de Maxwell definido como

0 E* EY -1 0 O
Fre = —EB* 0 B* otra vez con 1), = 0 1 0
—-EY —-B* 0 0 0 1

donde E = (E*,EY)y B= (B*, BY) son los campos eléctricos y magnéticos (respectivamente)
medidos por un observador O. Si un observador mide un campo eléctrico E = E™ y ningin
campo magnético. ;Cudles campos, F},, medird otro observador que viaja con una velocidad
A=, 7 (3ptos)
4) Muestre que las ecuaciones de Maxwell
0 =

A R o . .
B-—-FE=4 E-— = -B = -E=4
V x 5 nJ, VX 5 =0, V 0, y V TP

se pueden escribir como

0 -
@F‘“’ =F",,=4xJ" donde J" = (p,J*, J?) yJ=(J'J?

(4ptos)



3.9. Bases continuas

Haremos una digresién para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos desa-
rrollado hasta aqui. Tal y como vimos anteriormente, la representacién de un vector |F) en un espa-
cio vectorial abstracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita
Bpr ={le1),le2),les), - |en)} o discreta e infinita Bpy = {|e1), |e2),|e3) -+ |en) -+ }) de la forma:

P & le;) = <ei| F) le;) < Bpr ={le1), lea), les) - -len)}
F =
¢ le;) = <€i| F) le;) < Bpr={le1), le2),les)---len)---}
donde en ambos casos: _ _ o o
d=(|F)y=¢ (e |ej) =¢ &5

Ahora bien, si estamos tratando el espacio vectorial de funciones de cuadrado integrable £2;-definidas en R>
tendremos que

F)=¢ |e)) = (] F) |es) f}( / e ) f<r’>) )

i=0 -

que se reescribe en términos de funciones como

=3 ([ ave e s6))e
i=0 \Y o0
Es claro que se pueden intercambiar los simbolos de [ y Y, porlo cual

) = / T g () {Z £ )€ <r>]
1=0

— 00

g(r',r)
la funcién G(r',r) que depende de los argumentos, r’ y r, vive dentro de las integrales y convierte
[ee]
fi(r) :/ &3 f(x') G(r',r)
—0o0

Este tipo de funciones (transformadas integrales) se conoce como la funcién distribucién delta de Dirac

rw- | T @ f () 6 — )

— 0o

Esto sugiere la generalizacién de bases discretas a continua |w,) de tal forma que transformamos el indice
de la sumatoria en la variable de una integral

)= [dac(a) fuwn)

donde
¢(8) = (ws |@>:/dac<a> (ws |wa>:/dac<a> 5 B)

donde ¢ (o — ) es la Delta de Dirac. Asi, los dos conceptos expresados hasta ahora tienen una expresion:



Propiedad\Base Discreta Continua
Ortogonalidad (u' [uy) =0} (wg [wa) =0 (a — B)
Cierre 1="", luy) (W] 1=[da |wa) (wsl
Expansién |F)=>"2 ¢ |u;) [¥) = [da c(a) |wa)
Componentes ¢ = (u'| F) c(B) = (wg \\Il>
Producto Interno | (G| F) =>"2, ¢ f; | (G| F) = [da g* (a) f(«a)
Norma (FLE) =g A | (FIFl = [da |f @

3.9.1. Bases de ondas planas

Como un ejemplo de lo anterior consideraremos la base de las ondas planas. En el capitulo de transforma-
das integrales consideraremos un caso particular de las transformada de Fourier compleja para una funcion,

vale decir - -
:/ dt el f() = f(t):/ ds e~ = F(s)

las cuales podemos re-escribir en términos mas familiares a la comunidad de fisicos como

w@bﬁ/_ ey = ww#%/_ A~ I (a)

Hemos tenido cuidado de incluir los factores de normalizacion adecuados para el caso de las descripciones
en mecéanica cuantica. Estas formulas pueden ser re-interpretadas en funcién de los conceptos anteriormente
expuestos y podemos definir una base continua de la forma

0@ = [ty (e ) ) e B = [ (e ) wie)

vp (@) vg ()
por lo cual
v = [ wun@iw = = dg e
Diremos que la funcién ¢ (x) estd expresada en la base de ondas planas v, (z) = \/ﬁei pa/h,
Noétese:

» El indice p de v, (z) varia de forma continua entre —oo a co.

» Que v, (z) = \/2171_—}161- pz/h ¢ L2 es decir, no pertenece al espacio vectorial de funciones de cuadrado
integrable ya que su norma diverge

(vp| vp) = /dx lvp (z /dx%—)oo

= Que las proyecciones de 1 (z) sobre la base de ondas planas es: 9 (p) = (v,| 1)

= La relacién de cierre para esta base se expresa como

1= [da o) ol = [ dpop @) wp@) = [ dp e HIN )

— 00



mientras que de la definicién de producto interno uno obtiene

ol = [ doy ) vy @)= [ dp e O =500

oo oo 2ThH

En este mismo orden de ideas podemos construir otra base continua &, (r) a partir de la utilizacién de
las propiedades de la delta de Dirac. Esto es

v = [ o) fn-r) = v = [ e o)
- e (1) -
por lo cual la re-interpretacién es inmediata
P (r) = / d’ro 9 (ro) &, (r)  con W (ro) = (& | ¥) = / &’r &, (x) ¥ (x)

— 00 — 00

mas aun la ortogonalidad queda garantizada por la relacién de cierre
ol o) = | @065, @0) &) = [ a0 8 10) 5 )= 0 1)

al igual que

Gl = [ drem e = [ @rorin s =56 -x)

—00

3.9.2. Las Representaciones |r) y |p)

A partir de las bases de ondas planas vy, (), y de distribuciones, &, (r), construimos las llamadas
representaciones |r) y |p) de la forma siguiente. Asociamos

o () = [ro)

Upo (CL‘) = |p0>

De esta forma dada las bases {&, (r)} v {vp, (z)} para el espacio vectorial V definiremos dos “representacio-
nes”, la representacién de coordenadas; |ro), y la representacién de momentos |pg) de V, respectivamente.
De tal modo que

(rl 7) = T @€ (x) Gy (1) = 5 (rh —r0)

—0o0

1:/d3r0 Iro) (rol

AN oods * _ OC>d3 L—iropg/h_é r
ol o) = [ ¥ vz (1) v () = [ e = 6 (ph — po)

—00 — 00

1= /dSPO Ipo) (Pol



Podemos, entonces expresar el producto interno para la representacién de coordenadas como

(@ v) = (3] ( JECD <ro|) W) = [ @ ' ouceo)

1

y equivalentemente para la representacion de momentos

@10y = @l [ @ oo oul) 1) = [ @0 6 (pu)utoo)

1

por lo cual hemos encontrado que

|¥) = /dSTO |T0) (ro] V) = /d3po Ipo) (po| W)
Y(ro) = (ro [¥) y  ¥(po) = (po |¥)

que es la representacién de |¥) en coordenadas, 1 (rg), y en momentos, ¥ (pg).
Adicionalmente cuando |¥) = |p) tendremos que

)
)=
7o [po) = (r0 d3r ) (rh] ) Ipo) = (2wh) 2% [ d3rl) 5 (x), — 1) eFPoTO
0 0 0 0

(ro [po) = (2mh)~/? efporo

con lo cual ¥ (pg) puede considerarse la transformada de Fourier de 1) (r(), y denotaremos de ahora en adelante
las bases |ro) = |r) y |po) = |p)-

Estos indices continuos, ro y po, representan tres indices continuos r = (z,y,2) y p = (Ps, Py, P-)- La
proyeccién de un vector abstracto |¥) en la representacién |r) serd considerada como su expresién en el
espacio de coordenadas, igualmente su proyeccién (p |¥) serd su expresion en el espacio de los momentos.
Eso nos permitira hacer corresponder los elementos de espacios vectoriales abstractos con, con elementos de
un espacio vectorial de funciones. Por lo tanto todas las férmulas de proyecciéon quedan como

(rl@)=4¢E) v (p]¥)=v({p)

mientras que las relaciones de cierre y ortonormalizacién
(rlry=6(x" =) y 1=/d37= ) (r

plp)=06(® -p) vy 1=/d3p p) (p

por su parte, la relaciéon de cierre hard corresponder a la expresién de el producto interno de dos vectores,
tanto en la representacién de las coordenadas como en la representacion de momentos, en la forma

@l ([ 10 61) 1) = [ o) v

v

(@ [w)
)

@l ([ i) 19 = [ @ 50) i)



donde ¢*(p) y 1 (p) son las transformadas de Fourier de ¢*(r) y ¥(r), respectivamente. La afirmacién anterior
queda evidentemente demostrada del cambio entre las bases |r) y |p). Esto es

(rlp) = (p Ir)" = (2xh) %2 ehPr
por lo cual
U(r) = (r|¥) = (r| </ d’p |p) <P|> |¥) = /d3p (r p) (p| T) = (27Th)73/2/d3p oA 5(0)

e inversamente

w(0) = o 10) = ([ @ 1ol 191 = [ ) (1 9) = 2mm) 2 [ @ PO,



3.10. Ejercicios propuestos
1. Dado Fjj;; un tensor totalmente antisimetrico respecto a sus indices ijk, demuestre que

OFijk  OFjkm . 9iFimi  OkFimij

rot [Fijk] = OmFijk — 0iFjkm + 0 Fimi — OxFnij = 9z oo o 9k

ot [Fijk] = Fijkm — Fikm,i + Frmij — Fmije = OmFiji — 0iFjkm + 05 Frmi — Ok Fnij
2. El momento de inercia se define como
I = /vdvp (r) (& (zFap) — z'a;) con ' ={x,y,2} y dv =dz dy dz

a) Muestre que I} es un tensor
b) Encuentre la representacién matricial para I}

¢) Considere un cubo de lado ! y masa total M tal que tres de sus aristas-coinciden con un sistema
de coordenadas cartesiano. Encuentre el tensor momento de inercia, J;.

3. Para un sistema de n particulas rigidamente unidas, la cantidad de movimiento p y cantidad de
movimiento angular L vienen definidas por

Pa

Mo Vo = Mg (W X Ty) = eijkwjxk le:)

L= Z (r x p)y = € zpy |e;) ;

con &« = 1a27"' ) 1y |6Z> = {ivjvk} y zt = {I,y,Z}
Muestre que:
a) L= mal(r-r),w—rs(re-w).

b) L= [§wj, donde I; =>,Mma (5; (mkxk) — mixj) es el tensor momento de inercia para un sistema
de n particulas ri gidamente unidas.

4. Dado un tensor genérico de segundo orden T;;. Demostrar

a) Que el determinante det [T] = det [T;] = T y la traza tr [T;] = T} son invariantes, en otras
palabras, det; [T;] y tr [Tj’] son escalares respecto a transformaciones de coordenadas.

b) Si definimos la matriz adjunta adj[A], como la traspuesta de la matriz de cofactores
. T . 7 c\% T c\J
adj [A] = (A9 = adj [4]] = ((4)]) = (4%)]
donde la matriz de cofactores (Ac)j. viene dada por
A= ai a5 a3 = (A%; = (497 (A9 (A%;
3 3 3
1 (A9 (A9

ai a3 a3 (A°)



y los cofactores son

2 2 2 2 2 2
eyl _ 1y 141 as aj el _(_ 1+2 | a7 as eyl _(_ 1+3 | Q3 aj
T I ¢ A B IV ST R SV B S B ST R G I B
11 11 11

2 _ (_q1\2+1| Q3 a3 e\2 _ (_1)2+2| @1 a3 e\2 _ (_q1\2+3| 41 Q3
(A% = (=1) ad d (A9 = (=1) @ (A%5 = (=1) @ ad
(A= 0 44 agd= ] | ad= | %
1 a3 a} 2 a? a3 3 a? a3

Para la transformacién Z° = a 2 con a un escalar constante, muestre que
1) i = ]

) T es un tensor

2) Su etermlnante det [7 ] = T y su traza tr [T;] = 7}, también serdn invariantes.
)
)

L[]

T

w

T} =
4) 7T =

5. Dados dos sistemas de coordenadas ortogonales O = (x,y,2) y O = (#4,%), donde el sistema de
coordenas O se obtiene a rotando O, galrededor del eje z, para rotarlo 7 alrededor del eje Z con lo

2
cual los ejes § y z coinciden.
a) Si tenemos los vectores
A=i+2j43k B=i+2j+3k
Expréselos en el sistema de coordenadas O = (z,9,2).

b) El tensor de esfuerzos (tensiones normales y tangenciales a una determinada superficie) se expresa
en el sistema O = (z,y, z) como

[P 0 P
Pi={ 0 P 0
0 0 P

;Cuél serd su expresion en el sistema de coordenadas O = (Z, ¢, 2)?

6. Suponga un sistema de.coordenadas ortogonales generalizadas (ql, 7>, q3) las cuales tienen las siguiente
relacién funcional con las coordenadas cartesianas

t=z+y F=ar-y =2

a) Compruebe que el sistema (g*, g%, ¢*) conforma un sistema de coordenadas ortogonales
b

) Encuentre los vectores base para este sistema de coordenadas
¢) Encuentre el tensor métrico y el elemento de volumen en estas coordenadas.

d) Encuentre las expresiones en el sistema (ql, q°, q3) para los vectores

A=2j; B=i+2j; C=i+7j+3k



e) Encuentre en el sistema (¢', ¢, ¢*) la expresién para las siguientes relaciones vectoriales
A x B; A -C; (AxB)-C
1, Qué puede decir si compara esas expresiones en ambos sistemas de coordenadas?

7. La relacién entre las coordenadas cartesianas (z,y) y las coordenadas bipolares (£, () viene dada por

sinh i
sz@' :as1—n(C). con a = const

cosh(€) + cos(¢) ’ cosh(€) + cos(C) ’

a) Compruebe si los vectores base para las coordenadas bipolares son ortogonales
b) Encuentre el tensor métrico para las coordenadas bipolares

¢) Escriba las componentes covariantes y contravariantes para los vectores i, j y i +.2j.
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4.1. Operadores Lineales

Definiremos como operador lineal (o transformaciones lineales) a una operacién que asocia un vector
|[v) € V1 un vector [v') € Vo y que respeta la linealidad, es decir esta funcién de Vi—Vy cumple con

W) =Alv) [ Ala |vi) + 8 [v2)] =a Alvy) + B Alvs) YV v), o) ¥ [u2) € V)

Sencillamente, algo que actiie sobre una suma de vectores y que sea equivalente a la suma de sus actuaciones
sobre los vectores suma.

Ejemplos
1. Las siguientes transformaciones
2) =Tlx) — (a,y,2") =T{(2,y,2)}
claramente son lineales
s T{(z,y,2)} = (x,2y,32) —

T{a(z,y,2)+b(m,n, 1)} =aT{(z,y,2)} + 0T {(myn,l)}
T {(axz + bm,ay + bn,az + bl)} = a(z,2y,32)+b(m,2n, 3])
(ax 4+ bm,2[ay + bn],3[az + bl]) = (ax + bm, 2 [ay +bn],3 [az + bl])

= T{(z,y,2)} = (z,9,2) =

T{a(z,y,2) +b(m,n, 1)} = aT{(z,y,2)} + 6T {(m,n,1)}
T {(azx + bm,ay + bn,az+ bl)} = a(z,y,x) + b (l,n,m)
(az + bl,ay + bn,ax + bm) = (az + bl, ay + bn, ax 4+ bm)

2. Cosas tan sencillas como multiplicacién por un escalar es una transformacién (u operador) lineal
T :V =V tal que
T o) = [v) = alv)
Claramente,
Tla|v) +b|w)] = aT|v) + bT |w) = aa |v) + ba |w)
Obviamente, si &« = 1 tenemos la-transformacién identidad que transforma todo vector en si mismo; si
a = 0 tendremos la transformacién cero, vale decir que lleva a todo |v) € V a al elemento cero |0)

3. La definicién de producto interno también puede ser vista como una transformacién (operador) lineal
T:V-R
Ty=a={cvy=«a

Otra vez:
Tla|v) +blw)] = (c|[a|v) + b|w)] = a(c |v) + b{c |w)

por lo tanto es lineal. Esto implica que también la proyeccién de un determinado |v) € V sobre un
subespacio S es un operador lineal, y lo denotaremos como

[Is) (sl] [v) = (s [v) [s) = [vs) ~ com |s) y |vs) €8



esta idea se extiende facil si para un proyector T : V,,— S,, con m > n de tal modo que para un vector
[v) € Vi

P [0) = (Jus) (w'],,) v) = (" [0}, |ui) = Jvm)
con {(u;|} base de S,,. Es claro que estamos utilizando la convencién de Einstein para la suma de
indices.

4. Las ecuaciones lineales también pueden verse como transformaciones lineales. Esto es, considere una
transformacioén lineal T : V,,— V,,,. Por lo tanto asociaremos

|y> :T|$> = (ylvy2vy37"' 7ym) :T{(xl,xZ,xB,--- ’xn)}

a través de n X m nimeros, aj, organizados de la siguiente forma

yi _ a; ) con { zj: 1’2,...'.. "
una vez mas,
Tlalv) + 8 |w)] :T{a (vl,vz,v3,~~ ,v") —|—5(w17w2,w3,~~ ,w")} :aaz- vl —|—Ba§- w?
= T{(avl + Buwt, av? + Bw?, avd + pud, - - av™ —I—Bw”)}

= a;- (Oéerﬂw)j = aaé. Y +ﬁa§- w = a;- (Oz’l}j Jrﬂwj)

5. La derivada es un operador lineal. Asi podemos representar el operador lineal diferenciacién como

W)=Th) - W)=Dh) — Dly(]=a () =2

y' (2)
es claro que
Dlaf (z) + Bg (2)] = aD|[f (x)] + AD[g (z)] = af’ (z) + By’ (x)

igualmente podemos asociar un operador diferencial-de cualquier orden a una derivada del mismo
orden, esto es

ly") = D?|y) — D2y (z)] = ) [y (z)] = = y" ()
3 3 x
|y///> =D? |y> — D3 [y (x)] = % [y (.T)] — d(il/x(3 ) = y/// (x)
’y(n)> =D"|y) N D" [y (z)] = ;% Iy (2)] = d’;g,;glx) _ y(") ()

6. Igualmente, cualquier ecuacién diferencial lineal es un ejemplo de operador lineal, esto es
y' =3y +2y= (D2—3D—|—2)y(x)
es claroque si y () = af () + g (x) la linealidad es evidente

(af (@) +9 ()" =3 (af () + g (@) +2 (af (@) +g(@) =a(f =3 f +2 f)+¢" -3¢ +29g
™
(D* - 3D +2) (af (z) + g (z)) = (D* = 3D+ 2) aof (z) + (D* — 3D +2) g () .



7. La integral también es un operador lineal
x
9@ = [ fou = 1)
a
8. Otro ejemplo tipico son los operadores de transformaciones integrales

F(s) = / K(s,t) fOd S T{/(1)

donde K (s,t) es una funcién conocida de s y t, denominada el nicleo de la transformacién. Si a y b
son finitos la transformacién se dird finita, de lo contrario infinita.

Ast,si f(t) = afi(t) + fa(t) con fi(t) y f2(t) € C;y; es obvio que
b
Fs) = [ K60 eh®+ £0)d S T{ah(0)+ L0)

b b
F(s)za/ K (s,t) fl(t)dt—i—/ K (s,t) fa(t)dt

4
F(s) = aF(s1) + F(s2) S T{lafi(t) + o]} =T {f1(8)} + T{f2()}

Dependiendo de la seleccion del niicleo y los limites tendremos distintas transformaciones integrales.
En Fisica las mas comunes son:

Nombre o =TU0) =T 70
Laplace F(s) = [C et f(t)dt Ft) = 55 [ et F(s)ds
Fourier de senos y cosenos  F(s) — A h jg;l((jf)) F(0dt f(t) =2 / h ngg((jtt)) F(s)ds
Fourier compleja F(s) = [ Zeist Ft)dt f) =2 [ ZemF(s)ds
Hankel Fls) = /O (st f (1)t () = /O s (ts)F(s)ds
Mellin F(s) = /O T f(t)dt Ft) =55 [0 s F(s)ds

4.1.1. Espacio Vectorial de Operadores Lineales

Un conjunto de operadores lineales {A,B,C--- } : V1—V5 puede constituir un espacio vectorial lineal
si se dispone entre ellos de la operacién suma y la multiplicacién por un escalar. Asi, claramente, dado
{A,B,C--- }, y definida

Ala |vr) + B |v2)] = a Alvr) + 8 Alvg)

(XA +B) |v) = xA|v) + Blv) /
Bla [v1) + 8 [v2)] = a Blor) + 8 Blvy)



es directo comprobar que

(XA +B)[a |v) + 8 [v2)] = xAla |v1) + B [v2)] + Blar |v1) + B [v2)]
= x (a0 Alv1) + B8 Alfva)) +a Blvr) + 8 Bluvg)
=X (a Alvr) +a Blvi)) + B Alve) + 8 Bluvg)
I

(XA +B)[a |v1) + 8 [v2)] = xAla |v1) + B [v2)] + Blar |v1) + B [v2)]

Igualmente, se cumple que
[(A+B)+C]=[A+ B+ C)

con A + B + C lineales en V
[(A+B)+C]lv)y=(A+B)v)+Clv) Y oo|v) € Vi
=Av) +Blv) +Clv)
=Alv) +(B+C)v)
=[A+B+C)]|v),

del mismo modo se puede comprobar facilmente
A+B=B+A
Ahora bien, si definimos la transformacién cero de V;—V, tal que
0)=0lv) VvV |v)eVy

se le asigna a el vector [0) € Vo V |v) € V7, entonces el operador lineal O serd el elemento neutro respecto
a la suma de operadores. Finalmente, el elemento simétrico queda definido por

(A) o) = —Alv) = (A=A)[v) =0lv) =|0)
Con ello queda demostrado que los operadores lineales forman un espacio vectorial el cual de ahora en
adelante denominaremos £ (V1, Va).

4.1.2. Composicion de Operadores Lineales

El producto o composiciéon de dos operadores lineales, A y B se denotard AB y significard que primero se
aplica B y al resultado se aplica A. Esto es

ABv) = A(Bv)) = A7) = [')
La composicion de funciones cumple con las siguientes propiedades

(AB)C = A (BC); a(AB)=(aA)B = A (aB);
(A1 +A))B=A;B+ AB; A(B; +By) = ABy + AB,
Es decir; que la composiciéon de operadores es asociativa y distributiva a la suma y que conmuta respecto a

la multiplicacion por escalares.
Por otro lado si I es el operador Identidad

Iw)y=|v) = Al=TA=A.



En general AB # BA, por lo tanto podemos construir el conmutador de estos operadores como
[A,B] = AB — BA / [AB — BA] |v) = AB |v) — BA |v)

Es inmediato comprobar algunas de las propiedades mas ttiles de los conmutadores:

[A,B] = — [B, A]
A, (B+C)] =[AB]+ A, C]
[A,BC] = [A,B]C+BJ[A,C]
0=[A,[B,C]]+ B, [C,A]] + [C, [A,B]]

Dados dos vectores |v1) y |ve) definiremos como el elemento de matriz del operador A al producto interno
de dos vectores

(V2] (Afv1)) = Aoy 0a))

es claro que A(|,,),|v,)) S€Té en general un nimero complejo, pero esto lo veremos detalladamente en la seccién
4.2, mas adelante.

Ejemplos

1. Potencias de Operadores: Uno de los ejemplos maés ttiles en la composicion de operadores lo
constituyen las potencias de los operadores, las cuales provienen de la aplicacién consecutiva de un
mismo operador,

Al = A;

)

A'=T,

i

AZ=AA; A3 AZA = AAA;

Es claro que las potencias de operadores cumplen las propiedades estandares de las potencias de
nimeros

Llamaremos operadores nilpotentes de grado n a los operadores A™ # 0 del tipo A™ |v) = |0) V |v) € V;
v |0) € Va. Es decir, un operador que lleva cualquier vector |v) al elemento neutro de V5. El ejemplo
mads notorio es el operador diferencial

d" dr ;
D" |Pn71> = |O> = @Pn_l(l') = w [aixz] =0

con ’P"‘1> perteneciente al espacio de polinomios de grado n — 1.
2. Operador Ecuaciones Diferenciales. Si consideramos el espacio de funciones f(x) € Cﬁ:’ b] podemos

construir un operador diferencial

d d? d”
[ao.+ a1D + asD? + - - - + a, D] | f) = <a0+a1dx+a2dx2+“‘+a"dx”> f(z)

con {ag, aryas- - an} coeficientes constantes. De este modo

d? d
D? D+2)y=(D—-1)(D -2 = [ — —3— 42 1 )
( ’ Jv=( )( )y <dac2 3dx >y(z) y o3y 2y

con r =1y r =2 las raices del polinomio caracteristico.



4.1.3. Funciones de Operadores

Basandonos en el primero de los ejemplos anteriores se puede construir un “polinomio” en potencias de
los operadores:

Po(x) = ag + a1z + agz® + - - - + apa™ = a;2’
Po(A)[v) = [ao + a1A + a3A + -+ + alA"] |v) = [a;A'] |v) Vo |v)eVy
Lo anterior nos permite extender la idea de operadores a funciones de operadores, es decir, si nos saltamos
todos los detalles de convergencia de la serie anterior, los cuales dependeran de los autovalores de A y de
su radio de convergencia; entonces, asi como podemos expresar cualquier funcién F (z) como una serie de

potencias de z en un cierto dominio, podremos expresar la funcién de un operador, F'(A), como una serie
de potencias del operador A, esto es

F(2)=az' S F(A))=[aA]|v)

Por ejemplo, podemos expresar

oy = | A

n=0

A A"
w>ﬁ+A++~~+n.~}m

En este caso hay que hacer una acotacién, dado que, en general, [A,B] # 0 = e*e® # eBe® £ A+E. Esta
afirmacién se corrobora de manera inmediata al desarrollar las exponenciales

e . : _
Am B™ A" B™ |
A B\ _
Fly= > ZMW*ZZMWW>
Ln=0 1 Lm=0 h Ln=0 m=0
- 1T o : N
B" A™ B" A™ |
B A\ _ i . _
e lo) = 12 Tr | | 2 1 = ZZn,m. [0}
Ln=0 4 Lm=0 | Ln=0 m=0
- N
(A+B)
eA-HB |v> = Z n! |v>
Ln=0 \
s6lo en el caso que [A,B] =0 = efeB = eBeh = ¢A+B. La demostracion es inmediata pero requiere expandir

y rearreglar las sumatorias arriba expuestas. En general mas adelante, en la seccion 4.4.2 demostraremos con
detalle la relacién de Glauber:

A _B A+4B

e e =e€ e%[A’B].

4.1.4. Proyectores

La notacién de Dirac se hace particularmente conveniente para representar proyectores. Hasta ahora,
hemos relacionado un funcional lineal, un bra (w| del espacio dual V*, con un vector ket |v) del espacio
vectorial V a través de su producto interno (w| v) € €, el cual es, en general, un nimero complejo. Ahora
podemos escribimos esta relacion entre vectores y formas diferenciales de una manera diferente: la relacién
entre (w| y |v) un ket |¥) o un bra (P| arbitrarios puede ser

v} (w| W)

(@ [0) (w|

v} (w| =



La primera sera la multiplicacién del vector |v) por el ntimero complejo (w| ¥), mientras que la segunda
relacién serd la multiplicacién de la forma (w| por el complejo (® |v). Es imperioso senalar que el orden en
la escritura de los vectores y formas es critico, sélo los niimeros complejos A se pueden mover con impunidad
a través de estas relaciones

Aoy =My = o) A, A{w] = Qw| = (w| A
(w] A o) = Mw] v) = (w| v) A y A ) = AX|v) = MNA|v) .

Por lo tanto, dado un vector |v), podemos construir un proyector P,y a lo largo del vector |v)
Py = [v) (v, con (v|v) =1
siempre y cuando este operador lineal cumpla

Py [o [21) + 8 |22)] = @ Ppyy [21) + B Ppoy |22)
[v) (vl e |21) + B [22)] = [v) (v] @ |z1) + [v) (V] B |22) = e [v) (v |21) + 8 [0} [22)

PL =P, = (jv){])(jv) (v]) = [v) (v]
Ploy Pl |2) = ([0} (ol) (1) (oD [2) = [0) o o) (0 ]2) = o) u]) =Py |2) -

Asi, el operador PP,y actuando sobre el vector |¥) representard la proyeccion de |W¥) a lo largo de [v)
Py W) = |v) (v] ¥) = (v] ¥} [v).

Es inmediato construir un proyector de un vector sobre un subespacio S,. Sea {|é1), [€2), [|€3),---,[é4)}
un conjunto ortonormal de vectores que expande S,. Por lo tanto, definiremos el proyector P, al proyector
sobre el subespacio S, de la forma

es claro que P2 = Py:

P2[v) = PPy v) = P2 o) = (Jey) (&

) (18 @1,) o) = fea) (& lej) (& o)

P2 o) = [&;) (&7 o)y =Py Jv) V ) eV.

4.1.5. Espacio Nulo e Imagen

El conjunto de todos los |v) € Vi / Alv) = |0), se denomina espacio nulo, nicleo o kernel (nicleo en
alemdn) de la transformacién A y lo denotaremos como X (A), en simbolos diremos que

R(A)={lv) [[v) e Vi A Afv)=]0)}.

Adicionalmente, ® (A) C V7 serd un subespacio de V5. La prueba de esta afirmacién es inmediata. Dados
|v1), [va) € N(A), con A un operador lineal, es claro que

Alvr) =10)

= o1 A|”Ul> —+ o A|"U2> = |0> = A(Ozl |’Ul> —+ o |’UQ>) ,
Av2) =0)



por la misma razén se tiene que el elemento neutro contenido en N (A), esto es
Alav)=10) V [v) eV A Ya . A|0)=10) si a=0

por lo tanto, queda demostrado que X (A) es un subespacio de Vj .
Definiremos imagen (rango o recorrido) de A, y la denotaremos como

SA) ={) [[)eVa A Alv) =)}

igualmente ¥ (A) C Vo también serd un subespacio de Vg ya que si [v) = a1 |v1) + a2 |v2) v dado que A
es un operador lineal, se cumple que

Alag [v)+as [v) | =a1 Alvy) +ag Alvg) =y [v]) +ag |vh).
S~ S~
o or) Jon) o)

Es claro que si V es de dimensién finita, A {V} = n también serd de dimensién finita n y tendremos que
dim [X (A)] + dim [$ (A)] = dim [V]

vale decir, que la dimensién del niicleo més la dimensién del recorrido o imagen de una transformacion lineal
es igual a la dimensién del dominio.

Para demostrar esta afirmacién supongamos que dim [V] =n y que {|e1), |ea), |es)--|ex)} € V es una
base de X (A), donde k = dim [R (A)] < n.

Como {le1), |e2), |es) - lex)} € V estos elementos forman base, y por lo tanto, son linealmente inde-
pendientes, necesariamente ellos formaran parte de una base mayor de'V.

Estoes: {le1), |e2), les), -~ ,ler),lext1)s s |€kt+r—1), |ektr)} € V serd una base de V donde k+r = n.

El esquema de la demostracion sera:

= primero probaremos que {A {|exr1)},A{lexr2)}, o ,A{lextr—1)}, A{|ex+r)}} forman una base para
A{V}

= luego demostraremos que dim [A {V}] =7y como hemos supuesto que k+r = n habremos demostrado
la afirmacién anterior.

Silos r elementos {A {|lex+1)}, A{lex+a)}, -, A{lextr—1)}, A{lek+r)}} expanden A {V} entonces cual-
quier elemento

lw) € A{V} > |w) = Av) =C'|Ae;) , con |Ae;) = Ale;)
Ahora bien, analicemos con cuidado los limites de la suma implicita del indice i =1,2,--- ,k+7r
lw) = C*|Ae;) = C|Ae) + C? [Aeg) + --- + CF |Aey) + CFTAepiq) + -+ CF 7 |Aeyy,)

=[0)  vya que Ale1)=Alez)=Alez) -=Aley)=[0)

Por lo tanto {A {|ex41)}, A {lek+2)}, -, A{lextr—1)}, A{lex+r)}} expanden A {V}. Ahora bien, para de-
mostrar que son base, demostraremos que son linealmente independientes, para ello supondremos que

3 {CFr kR CMT) Ot Ae)) =0 condi=k+ 1, k42, k47
y tenemos que demostrar que C*+! = C*+2 = ... = Ck¥*+" = 0. Entonces

C'|Ae;) = C'Ale;) =A(C'le;)) =0 coni=k+1,k+2,-- k+r



por lo tanto el elemento [v) = C%le;) € R(A) con i =k+1,k+2,---,k+r. Con lo cual, dado que

V |[v) € R(A),|v) =C%le;) coni=1,2,---,r, entonces se puede hacer la siguiente resta
k k+r
o) = o) =) Cllei) = D C'les)
i=1 i=k+1
y como los {|e1), lea), les), -, lex),lexs1)s - s |€htr_1),|ersr)} son una base de V entonces las C**! =
Ck+2 — ... :Ck—',-r:O_
Ejemplos

1. Transformaciones Identidad: Sea I: V;—V,, la transformacién identidad,

Vi|wyeVy /Ivy=w) = XOMOH={0}cV, A SOH=V,

2. Sistemas de ecuaciones lineales: En V" los sistemas de ecuaciones lineales representan el espacio
nulo, N (A), para vectores de V"

Apn A o A X 0
Ag1r Az E T2 0 .
Alz)=10) = . , =l | s Ae=0
Anl An2 Ann T, 0
con j ecuaciones (j =1,2,---,n). Recordemos que estamos utilizando la convencién de Einstein para

suma de fndices. Esto es Y 1 Abx; = 0.

3. Ecuaciones diferenciales ordinarias: Sea C[{OO o] el espacio vectorial de todas las funciones con-
tinuas doblemente diferenciables. Definimos A : C[Q_ so,00] 7 Cl—c0,00] cOmoO la transformacién lineal
(D? — 1) tal que para todas las y(z) € C?

[200,00] S€ cumple

d2

Alz)y=10) 5 D*-1)yla)=0 S (M

—1)y(ﬂs)=y”—y=0
por lo tanto, el nicleo o espacio.nulo de A, X (A), lo constituyen el conjunto de soluciones para la

mencionada ecuacién diferencial. Por lo tanto, el problema de encontrar las soluciones de la ecuacién
diferencial es equivalente a encontrar los elementos del nicleo de A.

4.1.6. Operadores Biyectivos e Inversos

Se dice que A : ' V;—Vy es biyectivo (uno a uno o biunfvoco) si dados |v1), |ve) € Vi, A |v/) € V3, se
tiene que
Alvr) = ') A Alvg) =1[0") = Jor) = [v2)

es-decir, serd biyectiva si A transforma vectores distintos de Vi en vectores distintos de V5. Mds aun, se
puede afirmar que una transformacién lineal A, serd biyectiva si y sélo si R (A) = {]0)}. Vale decir, si el
subespacio nulo esta constituido, inicamente por el elemento neutro del espacio vectorial. La demostracién



es sencilla. Supongamos que A es biyectiva y que A |v) = |0), entonces |v) = |0), es decir, A|0) = |0), por
consiguiente N (A) = {|0)}. Reciprocamente, si

N(A) = {[0)}
A = Afvi) —Alvg) =|0) =A [ Jvr) —[v2) | = |v1) = |v2)
Afor) = Afva) Jon) = [v2) =0

La importancia de las transformaciones lineales uno a uno o biyectivas reside en la posibilidad de definir
inversa, debido a que siempre existe en Vy un vector |v’) asociado a través de A con un vector |v) € V7.
Diremos que A™1: Vo=V es el inverso de A, si A7PA =1 =AAL.

Habria que hacer un par de comentarios al respecto. El primero es que, tal y como hemos enfatizado
arriba, en general, los operadores no conmutan entre si, y los inversos no son una excepcion. Es decir; deberian
existir (y de hecho existen) inversas por la izquierda A=A e inversas por la derecha AA™!. Porsimplicidad
e importancia en Fisica obviaremos esta dicotomia y supondremos que A~'A = I = AA™'. El segundo
comentario tiene que ver con la existencia y unicidad del inverso de un operador lineal.”Algunos operadores
tienen inverso, otros no, pero aquellos quienes tienen inverso, ese inverso es tnico. Veamos, supongamos que

ATTA ) = |v)
A = AT'A ) — AFTA ) = [0) = (AT — A7 A o)== AT' = A
Ay TA ) = [v) 0

A;lZAgl

Ahora bien, un operador lineal A tendra inverso si y sélo si para cada vector |[v') € Vo3 |v) €
Vi / Alv) = |v'). Es decir, cada vector |[v) estd asociado con uno y sélo un vector |v) a través de la
transformacién lineal A. Dejaremos sin demostracién esta afirmacién pero lo importante es recalcar que para
que exista inverso la transformacion lineal A, tiene que ser biyectiva y esto implica que se asocia uno y solo
un vector de V; con otro de V.

Todavia podemos anadir algunas demostraciones consecuencias de las afirmaciones anteriores. Sea la
transformacién lineal T : V; — V3 y supongamos ademds que T € £(V1, V). Entonces las siguientes
afirmaciones son véalidas y equivalentes

1. T es biyectiva en V4
2. T es invertible y su inversa T=! : T{V;} — V; es lineal

3. V|v) € Vi, T{|jv)} =|0) = |v)=0) esto es, el espacio nulo X (T) uinicamente contiene al elemento
neutro de Vj.

Si ahora suponemos queV; tiene dimension finita, digamos dim [V] = n, las siguientes afirmaciones
seran validas y equivalentes

1. T es biyectiva en V;

2. Si {Ju1){ |ug), |us),---|un)} € V7 son linealmente independientes, entonces,
{T{lu)}, T{|ju2)}, T{|lus)}, - T{|un)}} € T{V:1} también serdn linealmente independientes.

3.dim [T{Vi}|=n

4. Si{ler), le2), les) - |en)} € V1 esuna base de Vy, entonces {T {|e1)}, T{le2)}, T{les)} - -T{len)}} €
T{V1} es una base de T{V}



4.1.7. Operadores Hermiticos Conjugados
Definiremos la accién de un operador A sobre un bra de la forma siguiente
(w[A) [v) = (w[ (Av))
—— ——
(w'| [v")
por lo cual, lo que estamos diciendo es que el elemento de matriz para el operador A es el mismo, y no

importa donde opere A. De esta manera, dado cada vector en V, tiene asociado un vector en V*. Podemos
demostrar que A operando sobre los bra es lineal. Esto es dado

(w] = A1 (z1] + A2 (22
(wlA) o) = (A1 (1] + Ae (22| A) [0) = (A1 (1] + A2 (z2]) (A o)) = A (z1] (A Jv)) + Ao (2] (A o)
= A1 ((z1] A) [0) + Ao ((z2] A) [v)

Siguiendo con esta légica podemos construir la accién del operador hermitico conjugado, Af. Para ello
recordamos que igual que a cada vector (ket) |v) le estd asociado una forma lineal (bra) (v|, a cada ket
transformado A |v) = |[v') le corresponderd un bra transformado (v'| = (v| At. Por lo tanto

lv) = (vl
W) =Alw) = (|=(]A
ahora bien, si A es lineal, AT también lo sera, dado que a un vector [w) = Ay [21) + A2 |22) le corresponde un

bra (w| = A} (z1|+ A5 (22| (la correspondencia es antilineal). Por lo tanto, |w') = Aw) = Ay Alz1)+X3 A|za),
por ser A lineal, entonces

') = (w'] = (w| AT = (A (21| + A5 (2D AT =07 ([ 25 (5] = AT (21| AT+ 25 (22| AT
Es claro que de la definicién de producto interno en la notacién de Dirac, se desprende
(@ y)=(yla")" ¥ |2') = Alz) Jy) € V = (2| Al|y) = (y| Ala)” ¥ |2),]y) € V.
Igualmente se pueden deducir las propiedades de los operadores hermiticos conjugados
ah"=a; o) =t (A+B)f =at +BF;  (AB)' = BfAT

Esta ltima propiedad es facilmente demostrable y es educativa su demostracién. Dado que |v') = AB|v), y
ademas se tiene que
|0) =B v)
= (V| = (9] AT = (| BTAT = (v] (AB)'
v') = Alv)

A partir de las propiedades anteriores se deriva una mas ttil relacionada con el conmutador de dos operadores
hermiticos
[A,B]" = — [AT,Bf] = [B,A]

La conclusiones a las que llegamos son:
Para obtener el hermitico conjugado de una expresién proceda de la siguiente manera:

= Cambie constantes por sus complejas conjugadas A = A*



» Cambie los kets por sus bras asociados y viceversa (bras por kets): |v) < (v|
= Cambie operadores lineales por sus hermiticos conjugados At < A;

= Invierta el orden de los factores

De este modo
(J0) (w)t = [w) (v]

que se deduce facilmente de la consecuencia de la definicién de producto interno

(ol (103 (1) Iod = (I o) ) )" = (o) ol )" = ol o) o] )

Existe un conjunto de operadores que se denominan hermiticos a secas o autoadjunto. Un operador
hermitico (o autoadjunto) sera aquel para el cual AT = A. Con esto

(| AT ly) = (z| Aly) = (y| Alz)”

Claramente los proyectores son autoadjuntos por construccién
P, = (o) (o) = o) (o] -

4.1.8. Operadores Unitarios

Por definicién, un operador serd unitario si su inversa es igual a su adjunto. Esto es
U '=U" = Ulu=UU" =1
De estos operadores podemos decir varias cosas

= Las transformaciones unitarias dejan invariantes al producto interno y consecuentemente la norma de
vectores. Esto se demuestra facilmente. Dados dos vectores |z), |y) sobre los cuales actia un operador
unitario
) = Ulx)
= (7 17) = (y|UU|2) = (y |2)
9).=Uly)

Es claro que si A es hermitico, AT =A, el operador T = e¢** es unitario.
T =t = Th=e "' =7 = TT! =¢e ™ = =TT = e~ *4ei

= El producto de-dos operadores unitarios también es unitario. Esto es, si U y V son unitarios entonces

wv) T (UV) = viutuy = viv =1
~—~
I
WV) (Ut = uvyviut = uU =1
N~~~
I



4.1.9. Ejercicios
1. Cudl de las siguientes transformaciones definidas sobre V2 son lineales

a) Tl|x) =|z) + |a) donde |a) es un vector constante diferente de cero.

2. Considere las siguientes operaciones en el espacio de los polinomios en z y diga si corresponden a
transformaciones lineales

a) La multiplicacién por z.
b) La multiplicacién por x2.

¢) La diferenciacién.

3. Dado un operador hermitico A y uno unitario U, pruebe las siguientes afirmaciones

a) En general ((CT)fl = ((C’l)T, con C un operador genérico.

A = U 'AU es también un operador hermitico

=

o

d

(&

)

)

) Si A es antihermitico entonces A = iA

) La composicién de dos operadores, A y B hermiticos serd hermitica si y sélo si A y B conmuntan.
)

Si S es un operador real y antisimétrico, pruebe que el operador A = (I—S)(I+S)"" es un
operador ortogonal.!

f) Ssi
cos(f) sen(f)
A_ =
—sen(d) cos(6)
Encuentre la expresién para S.
4. Un operador, C, lineal NO es hermitico, entonces ((C + (CT) yi ((C — (CT), con i = v/—1, serdn hermiti-
cos. Esto, obviamente implica que siempre podremos separar un operador lineal como

C=7(€C+Ch+ ().

donde (C + CT) representa su parte hermitica y (C — C') su parte antihermitica

5. Suponga que un operador IL puede ser escrito como la composicién de otros dos operadores L = L_L
con [L_,L4] =1I. Demostrar que

Si Llz>=Az> y |y>=Lijz> entonces Lly>=A+1)ly>
y, del mismo modo, demuestre que
Si Llz>=Mz> y |z>=L_|lx> entonces L|z>=(A—1)z>

Por ello es costumbre denominar a Ly y L_ los operadores de “subidas” y de “bajada” respectivamente,
ya que ellos construyen otros vectores con autovalores mayores (menores) en una unidad al vector
operado.

1Esto es AT = A=1 con AT el traspuesto de A.



4.2. Representaciéon Matricial de Operadores

Supongamos un operador lineal A en el espacio vectorial de transformaciones lineales £ (V, W) donde
dim (V) = n y dim (W) = m y sean {|e1), |ea), les),---len)} v {|€1), |€2), |€3), - |€m)} las bases para
V y W respectivamente. Entonces A |e;) € W

Ale;) = AY |é,) coni=1,2,..n ya=12,...m

las A¢ son las componentes de la expansion de A |e;) en la base {|&1), [€2), [€3), - |€m)}.
Para un vector genérico |z) tendremos que

|Z) = A|z) = 3% [6,) pero, a suvez |x) =z |e;)
con lo cual
|Z) = Alz) = 3% [8a) = A (2" |e;)) = 2'Ale;) = 2" AT [8,) = (2% — 2°AY) 8a) =0

para finalmente concluir que
7% = Afz’

Varias cosas se pueden concluir hasta este punto

1. Si acordamos que los indices de arriba indican filas podemos representar los vectores como un arreglo
vertical de sus componentes

x
22
z) = f .
xn
y las cantidades
Al AL Al Al
A2 A2 A A2
A= e Yae a0 e
Af A A AL
AT AR AT Am
de tal modo que se cumpla
7l A AL A} Al 21
72 A2 A2 A? A2 22
T) — = o o o o
| > Fa Al A2 Aj A SCj
~m : : - n
z AT AT AT A z

Nétese que los indices arriba indican fila y los de abajo columnas. Las cantidades A} es la represen-
tacién del operador A en las bases {|e1), |ea), les), - len)} v {|€1), |€2), |€3),  |ém)} de V y W



respectivamente. Es decir una matriz Aé- es un arreglo de nimeros

AL AL AL
R I A B
A .
AT Ay Ay
donde el superindice, 7, indica fila
A
A
At
y el subindice j columna
( Al AL .o AL )

2. Diremos que las componentes de los vectores transforman como

3 = Agd

3. Si suponemos {le1), |e2), les), - len)} v {|€1), |82), |€3)," -+ |€m)]} bases ortonormales
3% = (& |7) = (8| Alz) = (7| A (2 Jei)) = m'(E*| A Jes)
queda claro que A = (6“| A |e;) serd la representacién matricial.
4. Los vectores |e) transforman de la siguiente manera
Ales)'s 47 5))

donde {le1), le2), les), - -len)} v {I€1),1€2), |€3), - |€xn)} son las bases para V y W respectivamen-
te.

Definitivamente, las matrices son uno de los objetos més utiles de las Matematicas. Ellas permiten aterri-
zar conceptos y calcular cantidades. La palabra matriz fue introducida en 1850 por James Joseph Sylvester?
y su teorfa desarrollada por Hamilton® y Cayley?*. Si bien los fisicos las consideramos indispensables, no
fueron utilizadas de manera intensiva hasta el aparicién de la Mecdnica Cuédntica alrededor de 1925.

2James Joseph Sylvester (1814-1897 Londres, Inglaterra) Ademés de sus aportes con Cayley a la Teorfa de las Matrices,
descubrié la solucién a la ecuacién cuibica y fue el primero en utilizar el término discriminante para categorizar cada una de las
raices de la ecuacién. Para vivir tuvo que ejercer de abogado durante una década. Por fortuna, otro matematico de la época
(Arthur Cayley) frecuentaba los mismos juzgados y tribunales y pudieron interactuar. Por ser judio tuvo cantidad de dificultades
para conseguir trabajo en la Academia.

3Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865, Dublin, Irlanda) Sus contribuciones en el campo de la Optica, Dindmica del
cuerpo Rigido, Teoria de ecuaciones algebrdicas y Teoria de Operadores Lineales.

4Arthur Cayley (1821, Richmond, 1895, Cambridge, Inglaterra) En sus cerca de 900 trabajos cubri6 casf la totalidad de
las 4reas de las Matematicas de aquel entonces. Sus mayores cotribuciones se centran el la Teoria de Matrices y la Gemetria no
euclideana. No consiguié empleo como Matemético y tuvo que graduarse de abogado y ejercer durante més de 15 afios, durante
los cuales publicé més de 250 trabajos en Matemaéticas.



4.2.1. Bases y Representacién Matricial de Operadores

Es importante recalcar que la representacién matricial de un operador depende de las bases
{le1), le2), les), --lexn)} v {|€1), |€2), |€3), - |ém)} de V v W respectivamente. Si tenemos otras bases or-
tonormales para V y W vale decir, {|€1), [€2), [€3), - [€n)} ¥ {|€1), |€2), |€3), - |Eém)} su representacién
serd distinta. Esto es

AVCAL - A A
A A A2 A2
(€% Ale;) = Aj — | i g e o
A Ay AT Am

Cambiando el orden en el cual se presenta una base, cambia la representacién matricial del operador. Los
siguientes ejemplos trataran de ilustrar estas situaciones
Si tenemos un matriz 2 x 3, B de la forma

3 1 =2
B= ( 10 4 )
y supongamos las bases canénicas para V3y V2 : {le1), |e2), |es)} vy {|e1); |e2)}. Entonces la matriz B

representan la transformacién B : V3 — V2 que lleva un vector genérico |r) = (x1,2,23) en un vector
genérico |y) = (y1,y2) tal que

T
(3 1 =2 . 3 1 =2 (N
B<1 0 4>:‘B|x>|y>:‘<1 0 4) 2 (y2>
T3
y esto es

Y1 = 31’1 + X2 721’3

Yo = 1 + 0xg + 423

La representacién matricial dependera de la base en la cual se exprese. Si suponemos el operador dife-

rencial D () = % y consideramos el dominio un espacio vectorial de los polinomios de grado < 3, entonces
tendremos que: D (+) : P3 — P2 al consideramos las bases {1, x, 22, 1;3} y {1, x, xQ} de P? y P? respectiva-
mente. Si el producto interno esta definido como

1
(P"|P;) — [ldx P (z) P (z)

La representacion matricial del operador diferencial sera

(Pl - (|2) -

como siempre 7 indica las filas y j las columnas.

D|P;) = <13'i

O OO
OO =
o N O
w o o



Otra manera de verlo es operar (diferenciar) sobre el |P;) € P? y expresar ese resultado en la base de P2

A= 0 = 0-140-2+0-2?

% = 1 = 1-14+0-2+0-2?
D‘PJ> = d(g;Q)

rr = 2z = 0-14+2-2+0-2?

I3

A=) 32 = 0.140-243 22

y los coeficientes de esa expansion seran las columnas de la matriz que los representa.
Para enfatizar, los elementos de una matriz, no sélo dependen de la base sino del orden en el cual la base
se presente. Consideremos que la base de P? viene representadas por {xg, x, 1}. La representacion matricial

del operador D (-) = % serd

_ o 000 3
(PIDIP) = (P"|[P)={ 0 0 2 0
01 00
aunque
01 00 } 1
00 2 0 =12 = 1+ 2% + 322
00 0 3 3
1
equivalentemente
00 0 3 i 3
00 2 0 =12 = 1+ 2z + 322
0100 . 1

iEs el mismo polinomio!
Recuerde que las componentes del vector multiplican a los vectores bases en el mismo orden.
Construyamos la respresentacién para el mismo operador D () = % en las siguientes bases
{1, l+z,1+a+221+c+22+ x3} y {1, CE,:,CQ} de P? y P2, respectivamente.

4 = 0 = 0-1+0-2+0-2?
dts) -1 = 1-140-2+0-2?
D‘P]>:’PJ> 2 d(1+m+12)
@ = 142z = 1-1+2-2+0-22
2 3
W = 1422432 = 1-1+2-24+3-2?
con lo cual
4 o 01 1 1
(PDIBy) = (P [B)={ 0 0 2
00 0 3



4.2.2. Algebra de Matrices

Por comodidad supongamos que dim (V) = dim (W) = n y consideremos la base ortogonal {|e,)}. De
este modo, es claro que se reobtienen las conocidas relaciones para matrices cuadradas

(e'|A+Ble;) = (e'| Alej) + (¢'| Blej) = A} + B}

con lo cual tenemos la suma de matrices. Esto es

Al AL ... AL Bf BY --- B} Al+Bl Al+B)Y ... AL+ B}

A3 A3 A2 B} B3 B2 A} + B} A3+ B3 A? + B2
. + . . = . )

A Ap A B} By A A + B} A 4+ BR

en forma compacta puede demostrarse A; + B; = (A4 B); con lo cual es directo la demostrar la-igualdad
de matrices

Al+Bl Ay+By - AL +B, Al AL AL BBl ... B

A2+ B? A%+ B2 A2 + B2 A A3 A2 B? B2 B2
. . =0 = . = )

A7 + BY Ar+Br A AR AP B} By An

de donde Aj- = B;
De igual modo para la representacion de composicién de operadores

<ei| AB e;) = <ei| AlBle;) = <ei| A (ler) <ek|) Ble;) = <ei| Aleg) <ek| Ble;) = A};B;-“

para multiplicacién de matrices. Esto es

AL AL AL B! BY ... B} ALBF ALBEF ... AlBE
Al A3 AL B B3 B ALBY AQBj ARBy,
. X . = . .

A7 Ap An Br Bp An AnBl An Bk

como ya sabfamos AB # BA %AZB{?#B};A?.
De la misma manera, la multiplicacion de un ntmero por una matriz es la multiplicacién de todos sus
elementos por ese nimero : _ _
(e'| A lej) = a (e Alej) = aAl.
4.2.3. Representacion Diagonal

Finalmente mostraremos que dado un operador lineal A € £(V, W) donde dim (V) = dim (W) =n y
sea {|61)5 |62), |€3),--*|é,)} una base ortonormal para V y W. Si adicionalmente se da el caso que

Ale;) = &)
la representacion matricial es diagonal

(] Ales) = A] = (& |&)) = 8]



Esta afirmacién también es vélida para dim (V) # dim (W) pero por simplicidad seguimos trabajando con
matrices cuadradas.
En leguaje de indices estaremos diciendo que

1

Dj = D)0 6561, =

o O O

D 0
0 Do
0 O
0 O

OGOO
w

4.2.4. Sistemas de ecuaciones lineales

Una de las aplicaciones mas tutiles del algebra de matrices es la resolucion de los sitemas de ecuaciones
lineales. El cual puede ser expresado de la siguiente forma

Azt = coni=1,2..n ya=1,2,..m

por lo tanto, tendremos m ecuaciones lineales para n incognitas (xl, xz2, .- x”) Las cantidades A resultan
ser las componentes de la matriz de los coeficientes. Este problema puede ser pensado como un problema
de un operador A en el espacio vectorial de transformaciones lineales £ (V, W) donde dim (V) = n y
dim (W) = m, con las ¢* las componentes del vector transformado

lc) = A|z) = ¢ = A%’

Concretemos en un ejemplo

20 +3y—2 = O 2 3 -1 x b)
dr+4y—3z2 = 3 = 4 4 =3 y | =13
—2x+3y—2 = 10 -2.3 -1 z 1

el método mas utilizado es la eliminacién de Gauss Jordan, el cual se basa en el intercambio de ecuaciones
y la multiplicaciéon apropiada e inteligente por constantes y resta de ecuaciones. La idea es construir una
matriz triangular superior para poder luego despejar desde abajo. Veamos:

a 273 —-1|5
b 4 4 -3 3
-2 3 —-1|1

entonces para eliminar z de la fila ¢ (o la ecuacién ¢) sumamos la fila a con la ¢,a + ¢ y esta nueva ecuacién

seré la nueva ¢
a 2 3 -1/ 5

b |4 4 -3 3
"1 0 6 —-2|6

9

ahora —2a + b serd la nueva b
a 2 3 -1 5

b 0 -2 -1 =7
d 0 6 =2 6

finalmente 30" + ¢’

S
[\)

3 -1 )
-2 -1 -7
c’ 0 0 —=5]| —15

<
o



Este sistema es equivalente al primer sistema de ecuaciones. La solucién emerge rapidamente:
—5z=-15—2=3 —-2y—2=-T—-2y—-3=-T—-y=2 2x+3(2)—-3=5—-z=1

Es bueno recalcar que los sistemas de ecuaciones lineales no necesariamente tienen solucién y a veces tienen
mas de una solucién.

4.2.5. Operadores hermiticos

La representacién matricial de un operador hermitico:
(AT)j = (e'| AT |ej) = (&7 | Ale;)” = (AZ)
vale decir: el hermitico conjugado de una matriz, es su traspuesta conjugada. Si la matriz es hermitica, i.e.

P He = Al
AT=A = (A )j = Aj
por lo tanto, las matrices hermiticas son simétricas respecto a la diagonal y los elementos de la diagonal son
numeros reales. Un operador hermitico estara representado por una matriz hermitica.
Aqui vale la pena probar algunas de las propiedades que arriba expresamos para operadores hermiticos
conjugados, vale decir

(A =4 o =xal @B =at+BL (aB) —BA!

Es claro que N AR
(80 = (el atle)' = (D))= ((4)) =4

(AA)T — (e'] AT e;) = (e7| AA fes)" = A (7| Ale;)™ = A" (€] AT lej) = A*AT

pero mas interesante es
(AB)" — (e'| (AB)' |e;) = (ALBF) = (A])"(BF)* = (4h)"(B)" = (B})*(4¥)* - BIAT.

4.2.6. Inversa de una matriz

Hemos visto que dada una transformacién lineal biyectiva, podemos definir una inversa para esa trans-
formacion lineal. Esa transformacién lineal tendrd como representacién un matriz. Por lo tanto dado un
operador lineal A diremos que otro operador lineal B serd su inverso (por la derecha) si

AB =1— ('| ABle;) = 65 — A B} =0}

ahora bien, como conocemos la matriz A} y la suponemos no singular (esto es, y como veremos mas adelante,
significa que el determinante se anule: det ’AH # 0) y si tomamos un j fijo tendremos un sistema de n
ecuaciones lineales inhomogéneo con n incégnitas: B]l, B?, B]??, --- BY. Al resolver el sistema tendremos la
solucion.

El procedimiento para encontrar la inversa es equivalente al método de eliminacién de Gauss Jordan.
Veamos como funciona, supongamos una matriz 3 x 3

Al AL ALl 1 00 3 1 0 0| Bf BY B}
A2 A2 A2 |0 1 o |Gsdedat g 1 0| B2 B2 B2
A3 A3 A3 0 0 1 0 0 1| B} B Bj



Como un ejemplo

2 3 1 0 0 2 3 4|1 0 0
21 17010 |— 0 23|]1 -1 0 |—
-1 1 2|0 01 -1 1 2|0 0 1
2 3 4|1 0 0 1 0 0| -1 2 1
02 3|1 -1 0 |— — 010 5 —8 —6
05 8|1 0 2 00 1] -3 5) 4

4.2.7. Cambio de bases para vectores

Dada una representacién (una base) particular, un bra, un ket o un operador quedarid representado
por una matriz. Si cambiamos la representacion, ese mismo bra, ket u operador tendra otra matriz como
representacién. Mostraremos como estan relacionadas esas matrices.

Dadas dos base discretas ortonormales {|é;)} ¥ {|€;)}, entonces un vector cualquiera

) = ([e¥) (ex[) [¥) = (¢"| ¥) |éx) (@ W) = (k| WY@ [ok)
ck sm

= (k| U) = (8™ U) (& |6,

) = (16) () [9) = (&) ¥) o) W RENI T o)
— sk,

con lo cual, una vez mas, tendremos que la expresién de transformacién de componentes de un vector
g =8rck = F=Skem

y S (o SF) serd la matriz de transformacién, cambio de base o cambio de representacién. Ahora bien, por
definicién de producto interno

@™ ler) = (6" 8,)" = S =8k =g

por lo tanto, la matriz de transformacion-entre bases es hermitica o autoadjunta y la relaciéon anterior queda
escrita como

& =8, = (&) =5 (&

)

= Skem = (&F |v) = SET (8™ ©)

Igualmente la regla de transformacién de las representaciones matriciales de operadores quedan expresa-
das como

(@& | Ales) = (&' (1en) (°[) A (1em) (€™1) [&5) = (&' [ex) (€| Alem) (6™ [8;)
—— ——
Si s
por lo tanto, _ ‘
AL =5; Ak, 57

donde A’ ‘es la representacién del operador A respecto a la base {|&;)} v A¥ su representacién en la base

{lem)}.



4.2.8. Ejercicios
1. Dada una matriz hermitica
H— 10 3¢
S\ =300
construya la matriz unitaria U, tal que UTHU = D donde I) es un operador real y diagonal.

2. Considere la representaciéon matricial de un operador en la base canénica de la forma

(o 1)

., Existir4 algtin operador B, no singular, tal que D = B~'AB, con D un operador diagonal? Si ese fuera
el caso, {Cual seria la representaciéon matricial de ese operador B, en la base candnica? Justifique su
respuesta

3. Considere matrices ortogonales, reales 3 x 3 (esto es: MTM = I) las cuales, adicionalmente cumplen
con: det[M] = 1.

a) ;Cuéntos pardmetros reales son necesarios para caracterizar univocamente aeste tipo de matrices?
b) ;Este tipo de matrices forman grupo baja la multiplicacién'de matrices?

¢) Siahora considera la matrices ortogonales reales con det[M] ="—1 ; Este‘tipo de matrices formaran
grupo bajo la multiplicacién? Justifique su respuesta.

4. Considere el siguiente “operador vectorial” o = 0, i+ 0y j +0, k-donde las matrices o,,0,, 0, se
conocen como operadores de Pauli y su representacién matricial en la base canénica es:

(0L, (0 AN, 0N, (10,
2=\ 1 0) %=\ 0) % o 1) "“{o 1)’

el vector direccién puede escribirse como
n = sen(f) cos(¢)i +sen(f)sen(¢)j + cos(0)k = ngi + nyj+ n.k,

con lo cual: o - n = ngo, +nyo, +n.0..

A partir de todo lo anterior calcule la representaciéon matricial del siguiente operador en la base canénica

exp (21/1 o- n> .
4.3. Traza de Operadores

La traza, Tr (A), de un operador A es la suma de los elementos diagonales de su representacién matricial
A. Esto es dado un operador A y una base ortogonal {|e;)} para V"

Tr(A) = <ek{ Aley) = Al

Asi
_ 12 3 _
A= 4 5 6 = Tr(A)=A;=15.
7 8 9



4.3.1. Invariancia de la Traza

La traza de una matriz no depende de la base que seleccionemos, es un invariante que caracteriza al opera-
dor independientemente de la base en la cual se represente. Entonces, dadas dos base discretas ortonormales

{lea} v {len)},

A = ([ Aler) = (&° [em) (€ A o) = (™| Aley) ("
——

I

&) = (€| Alem) = A7,

Donde una vez mds hemos utilizado las dos relaciones de cierre [&,,) (™| = |&;) (¢*| = I. Es claro que el
nimero que representa esta suma sera el mismo independientemente de su representacion matricial.

4.3.2. Propiedades de la Traza

Claramente la traza es lineal

Tr (A+AB) = Tr (A) + A\ Tr (B)

ya que
Tr (A + AB) = (&"

A+ B &) = (&

Aleg) + A (e

B|ér) = Tr (A) + A Tr (B)
La traza de un producto conmuta, esto es
Tr (AB) = Tr (BA)
y es facilmente demostrable
Tr (AB) = (6"| AB |&x) = (&*| Alem) (€™ [B |éx) = (¥ Blén) (6™|A[éx) = Tr (BA)
37 Y

Recuerde que (é%|B [é,,,) y (é*| A|é,) son ntimeros que pueden ser reordenados.
Del mismo modo es facil demostrar que la traza de un triple producto de matrices respeta la ciclicidad
del orden de la matrices en el producto

Tr (ABC) =Tr (BCA) = Tr (CAB) .

4.4. Diferenciacién de Operadores

Dado un operador A (t) el-cual supondremos dependiente de una variable arbitraria ¢ podremos definir

la derivada como
dA (t) i A(t+ At) —A(t)
m

at arso At

por lo tanto si (uF| A |u;) = A¥ entonces

dA; dAy}  dA,

k d(XQ d% d(,14t2

<uk| M |u) — dA (t) — i <uk‘ A(t) |u> _ dAf _ T T a
a e ), dt ’ dt : -

dA}Y  dAy dAr

dt dt dt



con lo cual la regla es simple, la representacion matricial de la derivada de un operador seré la derivada de
cada uno de sus elementos. Por ejemplo

d T x? 2 1 2z 0
1 1 e® oT = 0 —e® )
T\ 323 3 cos(a) 922 0 —sen(z)

4.4.1. Reglas de diferenciaciéon de operadores lineales

Las reglas usuales de la diferenciacién se cumpliran con la diferenciacién de operadores. Esto se demuestra
con la representacién matricial

d(A@®)+B(¢) _dA®@)  dB@)

dt T Ta T w
d(A(t)+B(¢)) d
k — — [ak )
k| ST ) = (] (A1) + B (0) )
d
=5 (<uk| A(t) |u;) + <uk‘ B (t) |u,>)
_ 4 (uF| A () Jui) + 4 (u¥| B (£) |us)
dt Yt N
dA (¢) dB (¢) d(A®)  dB())
_ /. k . k N
= (] dt i) + (| dt ) TR
Del mismo modo se cumplird que
d(A()B(t)) dA(t) dB (t)
dt St B(t) +A ) dt
con la precaucién que no se puede modificar el orden de apariciéon de los operadores. Es facil ver que
L d(A (OB ) d d
<Uk‘ —a lui) = pn <Uk| A(t)B(t) lu) = pn <Uk| A)TB(t)[ui)

= ((u®| ALt Jum) (u™ | B (2) |us))

d <uk‘ A () Jum)

= LA im i B (1) )+ (] A (1) fuge) DB O i)

dt dt
ot 3 B 0 )+ (] 0 ) ) L

Otras propiedades de la derivacién de operadores se demuestran a partir de la expansion en series de los
. . ., At
operadores. Por ejemplo, si queremos conocer la expresiéon para dgt , con A # A (t) recordemos que

R R O (At)? (A"
e y) = ;::0 |y = T A S | o)
tendremos que
de?? d | (At)" = d /(A" 2 nt" A" Y
== = = = = A
2 |3 B = |38 ()| = 3 = 3 S i




Notese que la suma es hasta infinito, por lo tanto al cambiar de indice p = n — 1, p sigue variando hasta
infinito y la serie es la misma que la anterior. Entonces

det! At At
—— |v) = ™A |v) = Ae |v) .
dt
Si un solo operador esta siendo derivado el orden de presentacién de los operadores es indiferente. Ahora
bien, cuando se presenta la siguiente situacion

At Bt At Bt
d (edte ) ‘1}> _ %eBt |U> +€At% ‘1}> — ABAteBt |U> +€AtB€Bt |’U> — eAtAGBt |’U> +6Ate]BtB |’U>
con A # A (t) y B#B(t) y siempre [®,B] = 0. Con lo cual, sélo para el caso en el que [A,B] = 0 podremos
factorizar eAteBt y
d (eAteIBt)
dt
Si [A,B] # 0 el orden de aparicién de los operadores es MUY importante.

Para el caso en el cual A = A (t) no necesariamente [A (t) ,edéﬂ(tt)} = 0. Veamos:

[v) = (A + B) e**e™ [v)

det® 4 [ (A@)” = 1dA®)"
Tl P |U>_Lz_%<n!dt )|
_ [Z (3 {22 D+ a T gy oyt LA })] )
n=0 ’

Adicionalmente
dF (B)

dB
Esta relacion es facilmente demostrable para el caso en el cual [A,B] = I el operador identidad, en ese caso
tenfamos que AB™ — B"A = nB" !

si [A,[A,B]] = [B,[A,B]] =0 = [A,F(B)] = [A,B]

AB™ —B"A = ABB---B=BB---BA = (I+BA)BB---B—BB---BA
——— —— —_—— —

n n n—1 n
=IB" +B(I+BA)BB---B—BB---BA
\‘,2_./ N——
=2B" "+ B2(1+BA)BB---B-BB---BA=-..=nB""!.
——— S
n—3 n

Obviamente, para este caso, se cumple que
[A,B]=1 = [A[A,B]] =[B,[A,B]]=0.

Para demostrar esta relacién “desarrollemos en Serie de Taylor” la funcion F (B). Esto es
=, B = . [A,B"Y = nB"! = B!
A n_ | = n . = A7 B n = A, B n7 a1\
77;0]6 n! ;f n! [ }nzzof n! [ ];f (n—1)!

dF (B)
B

(A, F(B)] =




Para el caso méas general se procede del mismo modo.
dF (B)

Si [A,C] =[B,C] =0, conC=I[AB] = [A,F(B)];[A,B]dT.

Probaremos primero que
si [A,C]=[B,C]=0, conC=[A,B] = [A,B"]=AB"-B"A =nlAB]B" .
Tendremos que

AB" —B"A=ABB---B—BB---BA = (C+BA)BB---B—BB---BA
—— —— —_——  —

n n n—1 n
=CB" ' +B(C+BA)BB---B—BB---BA
\_\,2_/ N——
=2CB" ' +B*(C+BA)BB---B—BB---BA =--- = nCB" "' = n[A/B|B" ",
—_— Y=
n—3 n

con lo cual es inmediato demostrar que

_ — , B"| <, [AB"] — , nB"1 O B!
(A, F (B)] = A,nz:%fnH —;fn - —[A,B};)fn — —[A,B];fnm
— (a5 0

4.4.2. La formula de Glauber

Ahora estamos en capacidad de demostrar limpiamente la férmula de Glauber. Esta es

1
P B LA+ 3 [AB]

Para demostrarla, procedemos a considerar un operador F (t) = eAe®!, por lo tanto
dF (¢ d At Bt
dIE ) |U> _ edte |1)> — ABAt e]Bt |U> + eAt BeBt |U> _ (A+ eAt BefAt) eAtelBt |U>

= (A+e*Be ) F (t) |v)

Ahora bien, dado que

si [A,[A,B]] = [B,[A,B] =0 = [4,F(B)] = [4,B] %EB)
entonces
[EM, B] = t[A,B] e = "B =Be™ +t[A,B] e
por lo cual
diit) [v) = (A& +e*Be™) F () [v) = (A + B+t [A,B])F (t) |v)

por tanteo uno puede darse cuenta que
F(t) = e{(A+B)t+§[A,R]}

cumple con la ecuacién anterior, por lo tanto absorbiendo ¢ en los operadores correspondientes llegamos a la

férmula de Glauber

1
ohB — ATB [AB



4.4.3. Ejercicios

1. Considere el espacio P(t) de polinomios de grado N en t, vale decir |f), < Zg:o apt™, considere

ademds un operador T = P = exp(zD), con D = &

a) Muestre que T |p), = |p),, ., esto es que el operador T puede ser considerado un operador traslacién
espacial para los polinomios P(t) de grado N.

b) Considere que el espacio de polinomios estd definido en el intervalo [—1,1], que definimos un
producto interno de la forma (f| g) = Ll1 fgdt y un espacio de polinomios de grado N = 2.
{Cudl es la representacién matricial de T en la base de polinomios de Legendre { Py, Py, P>}?

2. Heredando el formalismo de Mecanica Clésica, uno construye en Mecdnica Cudntica el Operador Ha-
miltoniano, hermitico, para un sistema unidimensional como

IP:Z
H=—+VX
5 T V&)
donde H, P y X son operadores, y V(X) un operador que es una funcién de otro operador. Adicional-
mente, uno puede construir el siguiente operador [X,P] = iAal.
a) Determine los siguientes conmutadores [H, P|, [H, X] y [H, XP)

b) Suponga que Hly,, >= E,|¢, > y entonces calcule la representacion matricial del siguiente
operador < ¢™|[A, H]|,, >, para un operador arbitrario. A.

4.5. Un paréntesis determinante

4.5.1. Definicién

El determinante se define comola siguiente aplicacién: det |A]: M, «, — R, es decir, asocia un ntimero
real con cada matriz del espacio vectorial M,,«,, de matrices n x n
Asi, dada una matriz

AT A Az ik 12 13 A2 A2 A?
A= . ) =idet|A] = VP AFATAL - =]
a4 Ap oAy oA

Hemos generalizado los indices de Levi Civita de tal forma que

0, si cualesquiera dos indices son iguales
' =gk = 1;7si los indices 7, 7, k - - - constituyen una permutacién ciclica de 1,2,3---n
=1, silosindices i, j, k- - constituyen una permutacién anticiclica de 1,2,3---n

ik

Esta situacién es clara para el caso de matrices 3 x 3, veamos.

Al AL Al ) A Ay A
A=| A3 A7 A3 | = det|A|=e"FAJAZAY =| A3 A A3
A} A3 A3 A} A} A3

con lo cual
det |A] = e A AZAS 4+ 312 ALA2A3 4+ eV ATAZAS 4 132 AL A2A3 + P21 ALAZAS + 213 ALA2AS
= AJAZAS + ALAZAS + ALAZAS — AJAZAS — ALAZAS — AJATAS.



4.5.2. Propiedades determinantes

1. det |A| = det |AT| donde AT es la traspuesta de A. Esta propiedad proviene de la definicién del indice
de Levi Civita N o
det |A| = e”k'”A}AiAi o= gigp ATAL AL - = det |AT

que se traduce en que si se intercambian filas por columnas el determinante no se altera

Al AL 4l Al A2 A
A2 A3 A% |=| AL A2 A3
A3 A3 A AL A2 A

2. Si dos filas o dos columnas son idénticas el determinante se anula

etk AVAZAD = gy AL ARAR . =0

Ay Ay A
Ap AL AL =0
Al A2 A3

3. Si multiplicamos una fila o una columna por un ntmero, el determinante queda multiplicado por el
nimero

gk Al ()\A?) A= Aaijk'”AilA?Az cow = Ndet[A]
Eijh ALAL (NAR) -+ = Aeyji ALAG AL - = N det[A]
de aqui claramente se desprende que si una fila 0 una columna es cero (A = 0) el determinante se

anula. M4s atin, si dos filas o dos columnas son proporcionales A} = )\A? el determinante se anula, por
cuanto se cumple la propiedad anterior

Ai )\A% Aé Ai Aé Aé Ai Aé Aé
Aé )\Ag A% = Al3 A23 A33 =)\ A:l)) A% A%
A7 ANA3 A3 AT AA3 A3 A7 A3 A3
Obvio que
Ai 0 Aé Ai Aé Aé
A7 0 As |=| A7 A5 A3 | =0
A3 0 A3 0 0 0
al igual que
Al AAl a4l Al A} Al Al Al Al AL AL Al
A2 \A2 A% =| Al aAL ML =) A2 A2 A% =\ Al Al Al |=0
A3 AP A3 AP A3 A A3 AT A A3 A3 A

4.Si se intercambian dos filas o dos columnas cambia de signo el determinante.
A% A% e A}l
g AT A3 A7 3 .
det |A| = WP ATAZA - = | _ = P ATAZAY - = — det[A]

Ay Ap An



donde en la matriz A se han intercambiando un par de columnas. Claramente las propiedades del indice
de Levi Civita, obliga al cambio de signo

det |A| = — det |A|

Noétese que una sintesis de las propiedades anteriores nos lleva a reescribir el determinante de una
matriz de la forma

det [A] = £*77 det |A] = eyjp.. ALALAE - <= det |A| = eap,... det |A] = ¥ A2 AT AY -

claramente, si a8y - -+ <= 123--- reobtenemos la definicién anterior. Si se intercambian dos filas o dos
columnas, el determinante cambia de signo debido al intercambio de dos indices griegos. Si dos filas
o dos columnas son iguales el determinante se anula debido a la propiedad de simbolo de Levi Civita
con indices griegos.

. El determinante de un producto es el producto de los determinantes
det |AB| = det |A| det |B|

Antes de proceder a la demostracién de este importante propiedad jugaremos un poco méas con las
propiedades de las matrices. Queremos sefialar que si A es una matriz m x n-y B es una matriz n x p,
entonces tendremos que
(AB)” = A°B
esto es, que la a-esima fila de AB es igual a la multiplicacién de la a~esima fila'de A, por toda la matriz
B. Veamos
. ) -
C;= (AIB%);. = A|B;

por lo tanto la a-esima fila

B By --- By

B} B3 B}
C?:A?Bé' = C?:(A?,Ag,Ag,~~Ag,) : .

B} By By

det |A] det |B| = det A (gijk...BfBngj : ) - (gijk..,AgAgAﬁ : ) (abe... BSBLBS - -)
que siempre puede ser rearreglado a

(aijk'“AgAng---) (6ijk.uBfBgB§-~-> — AYBiAPBJABY - = det [AB] .

Veamos este desarrollo en el caso de matrices 3 x 3
(e"3ATAAS + P12 ATATAS + P31 AJASAT + 132 AT ASAS + 32T AJAGAT + 213 A AT AY)
x (e"°BIB3B; + *? By B BS +¢*' ByBi B} + ¢'**B| Bi B + ¢°*' By B3 B} + £*'* B, BI B
con lo cual
= AJA3A3 (B{B3Bj + B3B; B3 + ByB; B} — B{ B3 BS — B{B3B} — ByBBj)
+ A3AAS (BIB3B; + B3Bi B3 + ByBiB} + B{ BBS + ByB3 B} + B3 BIB3)
+ A3A%A3 (BiB2BS + B3 BB + ByB:B} + B{ BiBS + BiB.B} + By BIB3)
— AJA3A3 (BIB3Bj + ByBiBS + B3B3 B} + B B3Bs + B3B3 B} + ByBiB3)
— AJAZAY (BIB3BS + BBiBS + ByBiB;} + B B3B3 + B3B3 B} + ByBiB3)
— A}A}A} (B{B3Bj + ByBiBS + B3B3 B} + B B3Bs + B3B3 B} + ByBiB3)



como son numeros se pueden arreglar de la siguiente forma

= AVA3A3 (B1B3B3 + Bi B3 B; + BBy B — B{ B3B3 — BY B3 By — BB, B3)
+ A3ATA3 (B B3B; + BiB3B; + B{ByB; — B{ B3 B — B{ B; B} — B{ B} Bj)
+ Ay A3A% (B{B3BS + Bi B3 B; + B ByB; — B{ By B3 — B{ BBy — B{ By B3)
— A{A3A3 (B B3B3 + BiB3Bj + B; ByB; — B{BiB; — B} B3B3 — B{ B} Bj)
— A3A3AY (B B3 B; + BiB; By + BY By Bf — B\ B3 B — B{ B3 By — BB, B3)
— AJA3 A3 (B B3B3 + BiB3B} + Bi ByB; — B{ByB; — B{ B3B3 — B{ By B3)
= einAL By AL By Al BY

4.5.3. Foérmula de Laplace

La férmula de Laplace permite expresar el determinate de una matriz en términos de sus matrices menores
o cofactores

det |A] = Z A;(Ac)z- , para cualquier %

j=1
Por ejemplo, para la matriz
3 =2 2
A=[1 2 =3
4 1 2
el desarrollo de Laplace para la primera fila (i = 1) es:
det[A] = Aj(A%)] + A3(A%); + A5(A%);
2 -3 13

= 3

12
1 2‘_(_2)‘4 2 +2’4 1‘

3(7) + 2(14) +2(=7) = 35.

4.6. Un zooldégico de matrices cuadradas

A continuacién presentaremos un conjunto de matrices que seran de utilidad més adelante.

La matriz nula

0 0 0

) N oo 0
A, =0Vij = A)=

0 0 0

Diagonal a bloques

Podremos tener matrices diagonales a bloques, vale decir
D} DY 0 0
i D? D2 0 0
Dt = 3 3
J 0 0 D3 Dy
0 0 Di Dj



Triangular superior e inferior

D} D} D D} DI 0 0 0
.y 0 D} D? D? ~i | D D o0 o0
Di=1 o o D D o=l o om0
0 0 0 Dj bt DY Di Di
Matriz de cofactores
el el el
(e [y Ay (A
Al = aj a3 ag y (A% = | (497 (4%); (A9
@} af df (A9)]  (A9); (A°)

2 2 2 2 2 2
eyl _ (_q\1+1| a3 a3 e\l __qy14+2| a1 as eyl _ )18 @1 a3
A= R A= 0 A=)
(AC)Q _ (_1)2+1 ay a3 (AC)z _ (_1)2+2 a aj (AC)z A (_1)2+3 ap a3
1 a3 a3 2 al a3 3 a} a3
1,1 1 1 1,1

e\3 _ [ _q\3+1| G2 ag e\3 _ [ _q1\3+2| Q1 ~asg c\3 _ (_1)3+3 a; G
NG Vit I B IS PR GVt e A N UL FEY GVt e

Matriz Adjunta

Llamaremos matriz adjunta, adj [A], a la traspuesta de lamatriz de cofactores de una determinada matriz:
: e\ T : % ¢\t T c\J
adj [A] = (A%)"" = adj [4)] = ((49)])" = (4]

Por ejemplo

12 3 -3 6 -3
A=1[4 56 = adj[A] = 6 —-12 6
7.8 9 -3 6 -3
Una matriz serd autoadjunta si adj[A] = A

Matriz inversa

La matriz inversa de A se puede calcular de la siguiente manera

A_l _ adJ [A]
det [A]
Por ejemplo, para la matriz
3 -2 2
A= 1 2 =3



7 6 2
A7l = =3 ~14 -2 11
S\ 7 118

Algunas propiedades

= (A7) =A
- (A7) = (a7
- ( = (a1

AT)™
« (AB) ' =B 1A!
Matriz singular

A es singular si det[A] = 0. Ademds, si el determinate de la matriz A es diferente de cero, entonces

det |A™Y| = = det|A| " .

et [A”] der[a] — detlAl

Ejercicios

1. Evaluar los siguiente determinantes
1 2 3 gc ge a-+ge gb+ge
0 1 -2 1 0 b b b
(a) 3 -3 4 =2 (%) c e e b+e

-2 1 -2 0 a b b+ f b+d

2. Utilizando las propiedades de los terminantes resuelva para z

r4+2 z4+4 -3
T+ 3 T r+5|=0
r—2 xx—1 x+1

3. Considere las matrices

V3

-1

0 —i i 1 V3 =2
A= i 0 —i B= - 1 V6
—i i 0 VB 0 2

Diga si son: (a) reales, (b) diagonales, (c) simétricas, (d) antisimétricas, (e) singulares, (f) ortogonales,
(g) hemiticas,(h) antihermiticas, (i) unitarias o (j) normales.

4. Encuentre la matriz inversa de



4.7. Autovectores y Autovalores

4.7.1. Definiciones y Teoremas Preliminares

Llamaremos a [¢) un autovector del operador A si se cumple que

Aly) = Aly)

en este caso A (que, en general serd un nimero complejo) se denomina el autovalor correspondiente al
autovector |¢) . La ecuacién A |¢)) = A |¢) en conocida en la literatura como la ecuacién de autovalores y se
cumple para algunos valores particulares de los autovalores A. El conjunto de los autovalores se denomina el
espectro del operador A.

Supongamos que A : V — V y que dim V = n, supongamos ademds que una base ortogonal para V -es
{le1), le2), les),---len)}. Por lo tanto la repercusién de esta ecuacién sobre la representacién matricial es
la siguiente

(e'| Ales) (7] ) = ('| Aw) = A{e" |[¢) = Al =Ac
claramente, si {|e1), |e2), |es),:--|en)} genera una representacién diagonal de A entonces
Al o dr = A ocdp d =N = Af o AJj .
Esto lo podemos resumir en el siguiente teorema que presentaremos sin demostracién.

Teorema: Dado un operador lineal A : V* — V" si la representacion matricial de A es diagonal,
(e'| Alej) = A% o §%, entonces existe una base ortogonal {ler), |ez), |es),---le,)}” y un conjunto de
cantidades {1, A\, -+, An} tales que se cumple

Alei) = Ai [eq) coni=1,2,--n. <«

Igualmente se cumple que si existe una base ortogonal {|e1), |ea), |es), - |en)} ¥ un conjunto de can-
tidades {A1, A\n, -+, A\n} tales que satisfagan

Ale;) = X |e;) coni=1,2,---n
entonces se cumple que la representacién matricial de A es diagonal,

(e'| Alej) = A;- = diag (A1, Adny 0 5 An) -

4.7.2. Algunos comentarios

1. Notese que si |1) es autovector de A para un determinado autovalor A entonces |¢) = «|¢)) (un vector
proporcional a/|t), con « un nimero complejo) también es un autovector para el mismo autovalor.
Esto representa una incomoda ambigiiedad: dos autovectores que corresponden al mismo autovalor. Un
intento deeliminarla es siempre considerar vectores |¢)) normalizados, i.e. (¢ [)) = 1. Sin embargo, no
deja de ser un intento que no elimina la ambigiiedad del todo porque siempre queda el dngulo de fase
arbitrario. Esto es, el vector € |¢), con # un niimero real arbitrario, tiene la misma norma del vector
|¢). Sin embargo esta arbitrariedad es inofensiva. En Mecédnica Cudntica las predicciones obtenidas
con |¢) son las mismas que con e [v)).

5Realmente un conjunto de vectores linealmente independientes, pero como siempre se puede ortogonalizar mediante el
método de Gram Smith, consideraremos que es una base ortogonal de entrada



2. Un autovalor A serd no degenerado o simple si esté asociado a un tnico autovector [1)® de lo contrario
si denominara degenerado si existen dos o mas autovectores de A, linealmente independientes asociados
al mismo autovalor A. El grado (o el orden ) de la degeneracidn es el nimero de vectores linealmente
independientes que estén asociados al mencionado autovalor A.

3. El orden de degeneracién de un autovalor A expande un espacio vectorial S (A) C V™ (denominado
autoespacio) cuya dimensién es el orden de la degeneracién. Esto es si A es g—degenerado, entonces
existen

{1) s Ib2) s [Ws), - |g)} = Ali) = Xuy)
adicionalmente un autovector correspondiente al autovalor A puede ser expresado como
|’¢)>:CZW]Z> COHi:1,2,~~~,g
con lo cual ' _
Alp) =c Al =X |gs) =X |9) .
4.7.3. Algunos Ejemplos

1. Reflexién respecto al plano zy : Si R: V3 — V3 es tal que R |¢)) = ‘z/?> donde se ha realizado una

reflexién en el plano zy. Esto es
Rlo) =1i); Rlj)=17); RIlk) =—[k)

con |i),]j),|k) los vectores unitarios cartesianos. Es claro que cualquier vector en el plano zy serd
autovector de R con un autovalor A = 1, mientras que cualquier otro vector |¢)) € V3 y que no esté
en el mencionado plano cumple con [¢) = ¢|k) y también serd autovector de R pero esta vez con un
autovalor A = —1.

2. Dos visiones de Rotaciones de angulo fijo 6: La rotaciones de un vector en el plano pueden verse
de dos maneras.

a) Se considera el plano como un espacio vectorial real V2 con una base cartesiana canénica:
li) = (1,0), |j) = (0,1), esto es si

R |a) =A]a) = el dngulo de rotacién = nm  con n entero.

b) Igualmente si consideramos el plano complejo unidimensional, expresemos cualquier vector en el
plano en su forma polar |z) = re? por lo cual

R |z) = ref0+e) = gio|3)
si queremos A\ = e*® reales necesariamente o = nm con n entero.

3. Autovalores y Autovectores de Proyectores. Es interesante plantearse la ecuaciéon de autovalores
con la-definicién del proyector para un determinado autoespacio. Esto es dado Py, = |¢) (] si este
proyector cumple con una ecuacién de autovalores para un |p) supuestamente arbitrario

Pyle) =X lp) = Pyle) = ([9) W) @) = o) < [¢)

6Con la arbitrariedad del calibre antes mencionado




es decir, necesariamente |p) es colineal con [¢) . Mds atn, si ahora el |p) no es tan arbitrario sino que
es ortogonal a ), (¢ [p) =0 = X =0, entonces el espectro del operador Py = [¢) ()| es 0 y 1, el
primer de los cuales es infinitamente degenerado y el segundo es simple. Esto nos lleva a reflexionar
que si existe un autovector de un determinado operador, entonces su autovalor es distinto de cero, pero
pueden existir autovalores nulos que generan un autoespacio infinitamente degenerado.

4. El operador diferenciacién D|f) — D(f) = f’. Los autovectores del operador diferenciacién
necesariamente deben satisfacer la ecuacién

D[f) = Alf) = D(f) (@) = f' (z) = Af (2)
la solucién a esta ecuacién serd una exponencial. Esto es
[f) = f(x) =ce*, conc#0,

las f (z) se denominardn autofunciones del operador.

4.7.4. Autovalores, autovectores e independencia lineal

Uno de los teoremas mas utiles e importantes tiene que ver con la independencia lineal de los autovecto-
res correspondientes a distintos autovalores de un determinado operador lineal. Este importante teorema se
puede concretar en.

Teorema: Sean {|¢1), |[t2), |[t3), - |tr)} autovectores del operador A: V™ — V™. Supongamos que
existen k autovalores: {A1, A2, -, A}, distintos correspondientes a’cada uno de los autovectores |1);), en-
tonces los {|v1), |[¥2), |¥3),- - ,|Yk)} son linealmente independientes:

Demostracion La demostracién de este teorema es por induccion y resulta elegante y sencilla.

= Primeramente demostramos que j = 1.
Obvio que el resultado se cumple y es trivial para el caso k = 1 (un autovector |¢)1) que corresponde a
un autovalor A\; es obvia y trivialmente linealmente independiente).

= Seguidamente supondremos.que se cumple para j =k — 1.
Si existen {|¢1), |¥2), |¥s), - |Yk—1)} autovectores de A correspondientes a {A1, Ag, -+, Ag_1} en-
tonces los {|11), |12), |1s3) s+ |wk—1)} son linealmente independientes.

= Ahora lo probaremos para j = k.
Por lo cual si tenemos k autovectores {|11), [t2), [¢3),- - [¢k)}, podremos construir una combinacién
lineal con ellos, y si esa combinacién lineal se anula seran linealmente independientes.

;) =0 conj=1,2---k
al aplicar el operador A a esa combinacién lineal, obtenemos

FA) =0 = X)) =0
multiplicando por A\ y restando miembro a miembro obtenemos

d N =) |j)=0 conj=1,2-- k-1



(ndtese que el dltimo indice es k—1) pero, dado que los k—1 vectores |¢;) son linealmente independiente,
entonces tendremos k — 1 ecuaciones ¢/ (A\; — A\;) = 0, una para cada j = 1,2,--- ,k — 1. Dado que
Aj # A necesariamente llegamos a que ¢/ = 0 para j = 1,2,--- ,k — 1 y dado que

Ay =0 conj=1,2,--,k = ¢ #0

con lo cual si

CjW}j>:O = =0 conj=12--.,k

v los {|¥1), |¥2), |¥3), - |¥x)} son linealmente independientes y queda demostrado el teorema. <

Es importante acotar que el inverso de este teorema NO se cumple. Esto es, si A : V™ — V™ tiene
{Jv1), [W2), |vs), -+ ,|¢n)} autovectores linealmente independientes, NO se puede concluir que-existan n
autovalores {1, Ag, - -+, A\, } distintos correspondientes a cada uno de los autovectores |1;).

El teorema anterior lo complementa el siguiente que lo presentaremos sin demostracién. Este teorema
serd de gran utilidad en lo que sigue.

Teorema: Si la dim (V™) = n cualquier operador lineal A : V" — V" tendrd un méximo de n autovalores
distintos. Adicionalmente, si A tiene precisamente n autovalores, {A1, A2, -+, Ay}, entonces los correspon-
dientes n autovectores, {|11), |¥2), |¥3), - ,|¥n)}, forman una base para V" y la representacién matricial,
en esa base, del operador serd diagonal

4.8. Autovalores y Autovectores de un operador

Una vez més, supongamos que A : V — V y que dim'V = n, yademds {|e1), |e2), |es), - |en)} es una
base ortogonal para V. Por lo tanto, la representacién matricial de la ecuacién de autovalores es la siguiente

(] Ales) (&3] [10) = Alef [9) = AL @'=Ad = (A —A5i)d =0

con j =1,2,--- ,n. El conjunto de ecuaciones(A’ — Ad%) ¢/ = 0 puede ser considerado un sistema (lineal y
homogéneo) de ecuaciones con n incégnitas 2.

4.8.1. El polinomio caracteristico.

Dado que un sistema lineal-y homogéneo de ecuaciones con n incoégnitas tiene solucién si el determinante
de los coeficientes se anula, tendremos que

(A5=X3) ¢/ =0 = det[A-M1]=0 = P (A) =det [A — A5} =0

Esta ecuacién se denomina ecuacién caracteristica (o secular) y a partir de ella emergen todos los autovalores
(el espectro) del operador A, esto es:

Al—x AL . A

- A2 A2 A2
det [Ai —N6i] = | .



y tendrd como resultado un polinomio de grado n (el polinomio caracteristico). Las raices de este polinomio
seran los autovalores que estamos buscando. Es claro que estas raices podran ser reales y distintas, algunas
reales e iguales y otras imaginarias.

Es importante senalar que el polinomio caracteristico serd independiente de la base a la cual esté referida
la representacién matricial <ul‘ Au;) del operador A.

4.8.2. Primero los autovalores, luego los autovectores

El procedimiento es el siguiente. Una vez obtenidos (los autovalores) las raices del polinomio carac-
teristico, se procede a determinar el autovector, |1;), correspondiente a ese autovalor. Distinguiremos en
esta determinacion casos particulares dependiendo del tipo de raiz del polinomio caracteristico. Ilustraremos
estos casos con ejemplos especificos para el caso especifico de matrices 3 x 3.

1. Una matriz 3 x 3 con 3 autovalores reales distintos

' _ 2—A 1 3
= det [A;—/\éﬂz 1 2—A 3
3 20 — A

3
3
2

I
o

2 1
(e'|Alejy=[ 1 2
3 3

S
w

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como
A 2407 4650 —42=(A—1) (A =2) (X =21) =0

y es claro que tiene 3 raices distintas. Para proceder a calcular los autovectores correspondientes a cada
autovalor resolvemos la ecuacion de autovalores para cada autovalor. Esto es

a) )\1 =1
2 1 3 2t ! 2t 422+ 323 = 2!
1 2 3 x? = x? <= xt+ 222 + 322 = 2?2
3 3 20 23 x3 3zt + 322 +2023 = 28

que constituye un sistema de ecuaciones algebraicas de 3 ecuaciones con 3 incégnitas. Resolviendo
el sistema tendremos que

xt -1
eM=| 22 | =a 1
x3 0
con a un escalar distinto de cero.
b) Ao =2
2 1 3 x! xt 22t + 22 + 323 = 2!
1 23 2?2 | =2 2?2 | &= 2'+222+4323 = 222
3 3 20 x3 x3 3zt + 322 +202 = 223
Resolviendo el sistema tendremos que
x? -3
eM) = 22 | =al -3



2 1 3 x! xt 2zt + 2% + 323 = 21zt
1 2 3 2 | =21 22 — ' 4+2:24+322 = 2122
3 3 2 z3 3 3zt + 322 +202° = 2128
Resolviendo el sistema,
! 1
eM) = 22 | =al 1
23 6

2. Una matriz 3 x 3 con 2 autovalores reales distintos, es decir, una matriz con autovalores repetidos

‘ 4 -3 1 ‘ ‘ 4-x =3 1
(e'|Alejy=1[ 4 -1 0 = det [Aj =X} =| 4 —1-X 0 =0
1 7 -4 1 7T -4

con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como
M+X2—5A-3=A+3)(A-1%>=0

y es claro que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 1 es un autovalor degenerado
de orden 2. Para proceder a calcular los autovectores correspondientes a cada autovalor resolvemos la
ecuacién de autovalores para cada autovalor. Esto es:

a) )\1 = *3
4 -3 1 xt z! dgl — 322 + 23 = 3zt
4 -1 0 x? =<3 2? <= dzl — 22 = —322
1 7 -4 x3 z3 ol 722 — 42 = —32°
Resolviendo
xt -1
e = 22 | =a 2
x3 13
b) A2 =1 (autovalor degenerado de orden 2)
4 -3 1 xt xt dat =322 + 22 = !
4 =1 0 x? = x? <— Al — 2?2 = 22
1e7 =4 a3 a3 at +72? — 423 = o3

Resolviendo el sistema tendremos el segundo autovector

! 1
eP = 22 | =al 2
a3 3

3. Otra matriz 3 x 3 con 2 autovalores reales distintos, es decir, otra matriz con autovalores repetidos

‘ _ 2-1 1 1
= det [Aj =N} =] 2 3-Xx 2 |=0

‘ 2 1
(e'|Alejy=1| 2 3
3 3 3 3 4— A

IS NG



con lo cual el polinomio caracteristico es
MAAZ -5 -3=A-7)(A—-12=0

que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 1 vuelve a ser un autovalor degenerado de
orden 2. Volvemos a calcular los autovectores correspondientes a cada autovalor resolviendo la ecuacién
de autovalores para cada autovalor.

a) )\1 =7
2 1 1 x! xt 2t 422+ 22 = Tzt
2 3 2 2?2 | =7 2* | &= 221 +322+32 = Ta?
3 3 4 z3 z? 3x! + 322 + 423 = Tad
Al resolver el sistema

xt 1

e =1 22 | =a| 2

23 3

b) X2 = 1. En este caso el autovalor degenerado de orden 2 presenta una pequeia patologia. Veamos

2 1 1 ! x! 2t + 2+ = 2!
2 3 2 z? = z? — 2x' 43224322 = 22
3 3 4 3 3 3zt + 32?2 +42° = 23
Resolviendo

xt 1

x? =« 0

x3 -1

e(A2) —

! 0

x2 =p 1

x3 —1

con lo cual el autovector €*?) correspondiente al autovalor Ao = 1 se podr escribir como

x! 1 0
€(>\2) — 0[510\2) . BEQ()\Z) - $2 =« 0 + B 1
23 -1 -1

4. Una matriz 3 x 3 con L autovalor real y dos autovalores complejos
' 1 2 3 ' _ 1—A 2 3
(e|Alej)=1( 3 1 2 | = det[A—A5}]=| 3 1-Xx 2 [=0
2 31 2 3 1-—A
con lo cual el polinomio caracteristico queda expresado como

AP —3A2 —15A— 18 = (A —6) (\> +3\+3) =0,

y es claro que tiene 2 raices iguales y una distinta. En este caso A = 6 es un autovalor real. Adicio-
nalmente existen dos autovalores complejos, uno el complejo conjugado del otro: A\, = —% (3 + 2\/3)



VA = f% (3 — 2\/§) Para proceder a calcular los autovectores correspondientes a cada autovalor re-
solvemos la ecuacién de autovalores para cada autovalor real. En este caso existe un tinico autovalor

real A = 6.
1 2 3 z! x! 4zt — 322 + 23 = 62!
3 1 2 T =6| 22 <= dpt — 2?2 = 622
2 3 1 T a3 at + 722 — 42 = 623
Tendremos que para A =6
xt 1
eP=0 = [ 22 | =a| 1
28 1

4.8.3. Ejercicios

1. Encuentre los autovalores y autovectores de la siguiente matriz

1 3 -1
A= 3 4 =2
-1 -2 2

y verifique si los autovectores son ortogonales entre ellos.

2. Demuestre que la matriz

2 0 0
A= -6 4 4
3 -1 0
no tiene tres autovectores linealmente independientes y que cualquier autovector tiene la forma:
A
3\ = 2v
v

3. Construimos un sistema con tres particulas rigidamente unidas, colocadas en tres puntos distintos de
la siguiente forma

1 -1 1
my=1— 1 my =2 — -1 vy mz=1— 1
=2 0

a) Encuentre la matriz-del tensor de inercia.

b) Diagonalice esa matriz y-encuentre los ejes principales de inercia.

4. Suponga que un operador L. puede ser escrito como la composicién de otros dos operadores L = L_1L
con [L_,L4] =1I. Demostrar que

Si Llz>=Mz> y |y>=Lijx> entonces L|y>=A+1)y>
y, del mismo modo, demuestre que
Si Llz>=Az> y |yz>=L_J|x> entonces Lljz>=A-1)z>

Por ello es costumbre denominar a Ly y L_ los operadores de “subidas” y de “bajada” respectivamente,
ya que ellos construyen otros vectores con autovalores mayores (menores) en una unidad al vector
operado.



5. En Mecéanica Cudntica, el problema del oscilador armdnico simple puede ser representado por un
problema de autovalores

Liy >= Ay > = <z|L|yp >= A <zt > Lyp(z) = Mp(x) donde L « 12 +—+ =

Si construimos un par de operadores

T d T d
L = — —_ L7 —_ —_ — —
T 9 + dx Y 2  dx

Utilice los resultados del problema anterior y construya las nuevas autofunciones de L con sus autova-
lores.

4.9. Autovalores y Autovectores de Matrices Importantes

En esta seccién presentaremos ejemplos de autovalores y autovectores de matrices de importancia en el
campo de la Fisica.

4.9.1. Autovalores y Autovectores de Matrices Similares

Supongamos la representaciéon matricial de un determinado operador lineal A : V — V (dim'V = n),
y ademds que {|e1), |ea), les), - len)} v {Jw1), |wa), |ws), --|wy,)} son dos bases ortogonales para V.
Entonces

Alej) = Aé» le:) con A; — <ei| Alej)

y
Alw;) = flé [wy) con ;1; = (w'| Afw;) .

Ahora bien, cada uno de los vectores base {|e;)} v {|w;)} puede ser expresado en las otras bases {|w;)} y
{le;)} respectivamente como

lw;) = al ler) l l l B
o . = |wj) = a; B [wm) = o) B =F"a;=6" = 5" = (")
€ :Blm Wm

Las cantidades aé» son escalares que pueden ser “arreglados” como una matriz. Esa matriz, adicionalmente es

no singular” por ser una la representacién de una transformacién lineal que aplica una base en otra. Entonces
ademds
l l il k k ph
lwj) =jley) = Alw;) = ojAle) = Aj|w) =af" Ay lex) = af* Ay, By [wn)

h
63’

con lo cual 1

il k pl il I gk il ANy

A =al'Ap By = A = BRAnalt = A= (o) Apal
que puede ser expresada en el lenguaje de operadores, finalmente como

A=C'AC — <wl| Alw;) = (afc)_l <ek‘ Alen)af’

7det (aé) #0



De esta manera hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema: Dadas dos matrices, n x n, Aé» y 121; las cuales corresponden a la representacién matricial de
un operador A en las bases ortogonales {|e1), |ea), |es), - len)} v {Jwi), |wa), |ws),--|w,)}, respectiva-

mente. Entonces existe una matriz a;, no singular, tal que

A=CT'AC = (w'| A Jw;) = (oﬁ;)_l <ek’A|em> ajt. <
El inverso de este teorema también se cumple. Vale decir

Teorema: Si dos matrices n X n, Aé— y A%, estdn relacionadas por la ecuacion

A=CT'AC = (w'| Alw;) = (oﬁg)_l <wk‘ A Jwy,)

J

donde C es una matriz no singular, entonces A y A representan el mismo operador lineal.

Demostracién: Para proceder a demostrarlo supondremos A : V — V y que-dim V. = n, supongamos
ademds que {|e1), |e2), les), - len)} v {|lw1), |wa), |ws), - |w,)} son bases.de V de tal forma

lw;) = al ler)

—1
= |w;) = ol B lwn) = o " =Bl =87 = B = (")

|el> = 6lm ‘wm>

donde \
af = (e wy) vy B=(a]") =(w" |er)

Supongamos que
. , ,
Alej) = Aj ler) con A’ = <eZ| Alej)
y

- - . o

Alw;) = Aj [wy) con A = <wl| Alw;)
al actuar A sobre |w;) tendremos

-1
Alwj) = ajAler) = of Af lex) = of AFBY" lw) = B AT o [wm) = (@) A} af [wp)
—_————
(wi|Alw;)

que es exactamente la representacion matricial de A. Con lo cual A = A y queda demostrado el teorema. <«

Definicién: Dos matrices, AF y Aé-, n x n, se denominaran similares si existe una matriz no singular o,
tal que

4 -1 Lo~ L —
A=C AC < (w'|Alw;) = (af) 1<wk|A|wm>a§”. <
Podemos juntar los dos teoremas anteriores y afirmar que

Teorema: Dos matrices, Af y Az-, n X n, similares representan la misma transformacion lineal.
Teorema: Dos matrices, AF y Az-, n X n, similares tienen el mismo determinante.



Demostracién: La demostracién es inmediata y proviene de las propiedades del determinante de un
producto:

det [A] = det [C7'AC] = det [C™"] det [A] det [C] = det [A] . <

Con lo cual es inmediato el siguiente Teorema.

Teorema: Dos matrices Ak A’L n X n, similares tienen el mismo polinomio caracteristico y con ello el
9 1 VR )
mismo COI’lleltO de autovalores

Demostracién: Es inmediato verificar que
A-)M=C'AC-A1=C'(A-A1)C
y dado que
det [A - )\1} — det [C™1(A—A1) C] = det [C~1] det [A—\1] det [C] = det [A=\1]
ambas matrices, A y A, tendran el mismo polinomio caracteristico y con ello el mismo conjunto de autova-
lores. «

Todos los teoremas de esta seccion pueden ser resumidos en el siguiente teorema

Teorema: Sea un operador lineal A : V — V y dim'V = n, supongamos ademds que el polinomio

caracteristico tiene n raices distintas, {1, A2, ..., A, }. Entonces tendremos que:
= Los autovectores {|u1), |ua), -, |u,)} correspondientesalosa {\, A, ..., A\, }, forman una base para
V.
» La representacién matricial del operador (u*| A|u,,) en la base de autovectores {|u1) , |uz),- -, |un)},

serd diagonal

m

Al = AF = (WP Afuy) = diag (A1, A2, ..., An)

= Cualquier otra representaciéon matricial, <ek| Ale,,), del operador A en otra base de V, estara relacio-
nada con la representacién diagonal mediante una transformacion de similaridad

_ . i\ —1
A =C'AC < diag (A, Ao, ..., A) = (af) (| Alen) o
donde " es la matriz, no singular y por lo tanto invertible, de cantidades que relacionan ambas bases

[us) = o |er) »

= B"= (") = flal =57

J

ler) = 57" [um)

La demostracién, en términos de los teoremas anteriores es inmediata y se la dejamos como ejercicio al lector.
Una clase importante de transformaciones de similaridad son aquellas en las que C es unitaria, en esta

caso se tieneque A = C~'AC = CTAC. Ademés, si la base original {e;} es ortonormal y la matriz C es

unitaria, entonces, la nueva base sera ortonormal. Las siguientes propiedades pueden ser de gran utilidad:

= Si A es hermitica (anti-hermitica) entonces A es hermitica (anti-hermitica).

At = (CTAC)" = CTATC = +CTAC = +A



» Si A es unitaria, es decir AT = A~! entonces A es unitaria.
ATA = (CTAC)T(CTAC) = CTATCCTAC = CTATAC = CTIC =1

Veamos el siguiente ejemplo, dada la matriz

1 0 3
A=]10 -2 0
3 0 1

Al ser A simétrica, podemos diagonalizarla a través de la transformacién CtAC, donde C se construye con
los vectores normalizados de A como columnas.

1 0 -1
c=—[0 v2 0
‘/i 1 0 1

A pesar que los autovalores de A son degenerados (A = 4,—2, —2) sus tres autovectores son linealmente
independentes, por lo tanto:

) 1 0 1 1 0 3 1 0 =1 40 0
CTAC:5 0 V2 0 0 -2 0 0 V2.0 =0 -2 0
-1 0 1 3 0 1 1 0 1 0 0 =2

4.9.2. Autovalores y Autovectores de matrices Hermiticas

Tal y como mencionamos con anterioridad, un operador hermitico cumple con
A=a = (A1) = (¢ ANG) = (A" = (4)
Esto es: el hermitico conjugado de una matriz, es su traspuesta conjugada. Por lo tanto las matrices hermiticas

son simétricas respecto a la diagonal y los elementos de la diagonal son ntimeros reales.
Por su parte, llamaremos antihermitico-a un operador que cumpla con

AT =~ SNAY, ={ei| Affe;) = — (| A e = — (4])

Teorema: Suponga un operador Hermitico A = AT tiene por autovalores {A1, A2,..., A, }. Entonces:

» Los autovalores {A1,Ag,..., A, } son reales.

» Los autovectores {|u1), |ua),--- ,|un)}, correspondientes a cada uno de los autovalores, serdn ortogo-
nales.

Demostracion:

= Para demostrar que los autovalores {\1, A, ..., A\, } son reales, proyectamos la ecuacién de autovalores

en cada uno de los autovectores:

Alg) = AlY) = (W[Ald) =AW |¢)



Ahora bien, dado que (¢ 1)) es real, si demostramos que (| A 1) estard demostrado que A lo serd
también. Pero como A es hermitico

WA = (AT 1Y) = (Y| AlY) = (¥|AlY) € R

y por consiguiente los autovalores {A1, Aa, ..., A\, } son reales. Més atin, si A es hermitico, y como sus
autovalores son reales entonces

WIAT =X (W] =A@ = (Y|A]d) =X (¥ |8)

= Para demostrar que los autovectores {|u1), |uz), -+ ,|u,)} son ortogonales, consideremos dos auto-
vectores con sus correspondientes autovalores de tal forma que se cumplen las siguientes ecuaciones

Ay =Xy vy Alp) = ulp)

pero como A es hermitico entonces se cumple que (| A = p {p|, multiplicando ala izquierda por |))
vy a (Y| A = A (W] por {p| a la derecha.

(el A = ) 1) (ol A ) = o )
= =, (0 ~w) g 14) = 0
(ol (Al) = Ale) (el Al) = (0 )

y como hemos supuesto que A # p con lo cual (¢ |[¢)) = 0 los autovectores correspondientes a dos
autovalores son ortogonales. <«

Existen situaciones en las cuales un determinado autovalor A = A\g es degenerado. Consideremos una ma-
triz n x n, A%, por lo cual el polinomio caracteristico P (X)) = det [A; — )\5;] = 0 tendrd una raiz degenerada
de orden k < n. Entonces el siguiente teorema garantiza la existencia de al menos un subespacio S (Ag) C V™.

Teorema: Sea un operador lineal A : V™ — V™ con_ una representacién matricial n x n tal que su
polinomio P (A\) = det [A; — /\5;} = 0 tiene al menos una raiz degenerada A = Ao, de orden k < n. Entonces
existen k autovectores, no triviales, que cumplen con

A|¢J>:AO|’¢)]> COnj:1,27...7k_
Demostracion:

s La demostracién también emerge de una variante del Método de Induccion Completa. Para ello, pro-
bamos que se cumple para j = 1. Esta afirmacién es obvia. Si existe un A = )y existe un A\g existe un
|1;), tal que cumple con la ecuacién anterior el es linealmente independiente con él mismo.

Suponemos que'se cumple para 1 < j = m < k. Es decir, existen m autovectores |¢;) de A para el
autovalor Ao Definamos un subespacio Sy, = S (Ag) C V" donde

[V5) € Sx, / Albj) = Mo [tpj) = Alfh;) €Sy, conj=1,2,---,m

por 1o tanto, podremos separar V™ como una suma directa entre el subespacio Sy, y, N su complemento
ortogonal

V=85 N [ Ald) =X lt;) A o) €N = (o) =0



claramente Sy, es un subespacio invariante de A por cuanto su accién se circunscribe dentro del mismo
subespacio S),. Mostraremos que se cumple para operadores hermiticos, por cuanto no es verdad en
general. Entonces

(¢ [1) =0
A = (¥ [9) = 0= (P;|AT[¢) = (v;] Alo)
Alpj) = Xo [¢y)

de donde se concluye que el vector es ortogonal a Sy, y por lo tanto estd en el complemento ortogo-
nal, A|¢) € N como, por hipétesis |¢) € N. Esto implica que N también es un espacio invariante
del operador hermitico A. Entonces, el espacio V" puede expresarse como una suma directa de los
dos subespacios invariantes respecto al operador lineal A y su representaciéon matricial en la base de
autovectores tendra la forma de una matriz diagonal a bloques:

Q- QL 0 - 0 1 -+ 0 0 0
: ) ) ) : . ,
(| Aluy = A7 = | 7 0 1 0 0 0 0 Ryt -~ Ryt
0 .- 0o 0 --- 1 0 -« 0 Ry - Ry

donde QfF y RY son matrices m x m y (n —m) X (n —m), respectivamente. La matriz Qf opera en
S,, mientras que R¥ acttia sobre el complemento ortogonal A. El polinomio caracterfstico de A puede
expresarse como

P(A) =det [A} = A6)] =0 = P () =det [Q5 — A6} ] det [R} — A3}] =0

y como A = Ag es la raiz miiltiple del polinomio caracteristico que anula el det [Q; — Aéﬂ tendremos
que

det [Q5 —X065] =0 =P (A)=(A=X)" F(A) con F () #0

donde Ag no es raiz del polinomio JF (A). Ahora bien, para que se cumpla para j = k el polinomio
caracteristico es

=k = P =A-2)" RN = (A=2)"FA)=(\-2)" R\

otra vez Ao no es rafz del polinomio R (\). La ecuacién anterior se cumple para todo A en particular

para A = Ag. Por lo tanto,

_ —m R(N)
1=(A—X)" 0

Es claro que A = )\ obliga a k =m. <«

4.9.3. Autovalores y Autovectores de matrices Unitarias

Tal y como mencionamos anteriormente, un operador serd unitario si su inversa es igual a su adjunto.
Esto es
U-'=U" = Ulu=UU' =1.



Dado que los operadores unitarios conservan la norma de los vectores sobre los cuales ellos actian, i.e.

) = Ul) N

) = (7 17) = (Y| U'U|z) = (y |z)

1) =Uly)
son elementos naturales para representar cambios de base dentro de un espacio vectorial. De lo anterior
se deduce que si {|é1), |é2), |é3),---]6,)} es una base ortonormal, el conjunto de vectores transformados,

|&;) = U|é;), también son ortonormales:
&) =Uley) = (&' [&;) = (| Uley) = (¢'| UTU Jg;) = 5

Bases y operadores unitarios

Los operadores unitarios aplican vectores base de un espacio vectorial en otra. El siguiente teorema lo
ilustra.

Teorema: La condicién necesaria y suficiente para que un operador U : V" — V™ sea unitario es que
aplique vectores de una base ortonormal {|&1), [€2), |€3),---|é,)} enotrade {|&1), |€2), |€3), --|€,)} tam-
bién ortonormal.

Demostracion: Demostremos primero la condicién necesaria. Si es unitario aplica una base en otra.
Esto es, supongamos que los vectores {|&;)} forman una base ortonormal para V. Sean [}, y UT [¢) € V™.
Estos vectores pueden ser expresados en términos de la base {|é;)} de V™. Por lo tanto, si seleccionamos
UT |¢) se cumple que

U [y) = &) = UU' [y) = dUfg;) = [8;) = [v) = [§;)

donde hemos aplicado el operador U a la ecuacién Ul [1)) = ¢/ |&;) y el resultado es que el otro vector, |¢),
también se pudo expresar como combinacién lineal de los vectores transformados {|€;)} de la base {|&;)}.
Y por lo tanto, los {|€;)} también constituyen una base. Es decir, los operadores unitarios aplican una base
ortonormal en otra.

La condicién de suficiencia (Si aplica una base en otra es unitario) se puede demostrar como sigue. Si
{1&;)} v {|&;)} son bases ortonormales de V™ y una es la transformada de la otra implica que

;) =Ule;); v (&= (& U

con ‘ )
=1 (& &) = di;

(& |&;y=d%; o)) (& o &) (@] =1

por lo tanto,

UTDe;) =TT [g;) = |ex) (&"| UT[&;) = Iex) (8" &;) = Iex) 8} = |&))

Esto significa que UTU = 1. '«
De un modo equivalente, se puede demostrar que UUT = I. Veamos:

U je;) = [ex) (6" U Je5) = [ex) (&° fe)
y ahora; aplicando el operador U a esta ecuacién, tenemos
UU' [85) = Ulex) (& [¢;) = [ax) (* [&5) = 1&;)

Esto significa que estd demostrado que U es unitario: UTU = UUT = I



Matrices unitarias

La representaciéon de una matriz unitaria en una base {|e;)} implica

U = (e[ Ule)s (" U' fe;) = (/] Ulem)™ = (U3)"

J

ok = (e lej) = (e ‘]I|e] = <ek’UUT le;) = <ek|U\em> (e™| U [e;) = ZU,’Z (U,jn)

ok = (¥ |ej) = (e*|Tle;) = ("| UTU |e;) = (e*| UT |ey) (™| Ules) = > (U U™

Una vez mas, dado un operador lineal A, la representacion matricial del hermitico conjugado de ese
operador AT es la traspuesta conjugada de la matriz que representa al operador A. En el caso de operadores
unitarios.

Con lo cual es facilmente verificable que una matriz sea unitaria. Basta comprobar que la suma de los
productos de los elementos de una columna (fila) de la matriz con los complejos conjugados-de otra columna
(fila). Esa suma de productos serd

1. cero si las columnas (filas) son distintas

2. uno si las columnas (filas) son iguales
Ejemplos de matrices unitarias son las llamadas matrices de rotacién. Alrededor del eje z tendremos que

cos(f) —sen(d) O
R(#) = sen(d) cos(d) 0
0 0 1

y también la matriz de rotacién de una particula de espin % en el espacio de estados

ezl Mgen(B)  e2(@t) cos(B)

claramente se cumple la regla expuesta arriba.

Autovalores y Autovectores de matrices Unitarias

Si |¢,) es un autovector, normalizado del operador U correspondiente a un autovalor u tendremos que
norma al cuadrado sera igual a

U |wu> =u W}u) = <¢u| UTU |'¢)u> =l=u"u <’¢)u |wu> =u'u = u= e

con , una funcioén real. Por lo cual podemos concluir que, necesariamente, los autovalores de los operadores
unitarios serdn nimeros complejos de médulo 1. Cuando los autovalores son diferentes, digamos w # wu,
entonces (¥ [1h,) = 0. Con lo cual los autovectores de un operador unitarios son ortogonales.



Transformacion unitaria de operadores

Hemos visto como las transformaciones unitarias permiten construir bases ortogonales {|&,,)} para el es-
pacio vectorial V™ partiendo de otra base {|e,,)} también ortogonal. En esta subseccién mostraremos como
transforman los operadores lineales bajo transformaciones unitarias.

Definicién: Dadas dos bases ortonormales {|é;)} v {|€x)} en V" con |€;) = Ule;), un operador lineal
unitario U: V™ — V™ y un operador lineal A : V" — V",

Definiremos al operador transformado A:V" 5 V" como aquel cuya representacién matricial en la base
{|ex)} es la misma que en la base {|&;)}: (& Alg) = (87| Ae;). <

A partir de esta definicién es facil concluir que

(| Ale;) = (| UTAU|e) = (7] Ale;) = UTAU= A « A =UAU'

Por lo tanto, la ecuacion A= UAUT corresponde a la definiciéon de la transformacién de un operador A
mediante un operador unitario Ut.
Es fécil identificar las propiedades de estos operadores transformados:

» Hermitico conjugado y funciones de un operador transformado:
A\ f —
(A) - (UAUT ) = UtATU=(AF)
en particular se sigue de esta propiedad que si A = A, es hermitico también lo sera A
. ~ -\ T
A=Al = A< (A)

Del mismo modo )
(A) - (IUAUT ) (UAUT ) — UA%U'=(A?)

con lo cual

(A)” = (vav?) "7 (waU") = vAmUI=(a") = F(a)=F (&)
donde F (A) es una funcién del operador A.

= Autovalores y autovectores de un operador transformado

Serd un autovector |¢,)-de A correspondiente a un autovalor x, y sea ‘ng> el transformado de |¢,)

5)

con lo cual es claro que ’éx> es un autovector de A con el mismo autovalor X ’éx> =X ’(;Nﬁx>

mediante el operador unitario.U. Entonces

A‘¢X> :X|¢x> = A

&X> = (UAUT) Ulgy) = UA|dy) = xU|oy) = x

Equivalentemente podemos afirmar que los autovectores transformados de A, serdn autovectores del
operador transformado A.



4.10. Conjunto completo de observables que conmutan

Definicién: Diremos que un operador A : V? — V™ es un observable si el conjunto de autovectores
{|ui(u)>} de un operador hermitico A, forman una base de V.

Aluig) = ai [uin) = Juign) (w0 =1 = (w9 ui)) = ddt

donde el indice p indica el grado de degeneracion del autovalor a;. <

Un ejemplo trivial de un observable lo constituyen los proyectores, Py = [¢) (¥| con (] ) = 1.
Claramente, la ecuacién de autovalores para un proyector obliga a que tenga dos autovalores 0 y 1. El
autovalor nulo es infinitamente degenerado y estd asociado a todos los vectores ortogonales a [¢), mientras
que el autovalor 1 corresponde a un autovalor simple y esta asociado a todos los vectores colineales al mismo
vector [¢). Esto es

Py [9) = [#) v Puyle) =0 si (¢ ¢) =0

Més atin, sea un vector arbitrario |p) € V™. Siempre se podrd expresar como

[0} =Py o) + (T=Pryy) [0) = Py (|0) =Py ) + (T Pyyy) )

Py le) = Py (Biup 10)) + (Pray = By ) [0) = Biay [0} o= Biyy (Biyy 1) = Priy I9) .

ya que IP’|2 v = Py, por definicién de proyector. Entonces, se deduce que Py |¢) es un autovector de Py,
con autovalor 1. Igualmente (]I — PW})) l¢) es un autovector de P}y con autovalor 0, y la demostracién es

inmediata
Piyy (I—Piyy) lo) = (le> - wa) ¥} =0.

Para el caso de autoespacios correspondientes a autovalores degenerados se puede definir un observable A
de la forma

A:Zaﬂ?’i con P; = (‘w_(#)><¢'(”)‘)i yu=12-- k.

4.10.1. Observables que Conmutan

Teorema: Si dos operadores lineales A y B, operadores hermiticos, conmutan, [A,B] = 0, y |[¢) es
autovector de A con autovalor a, entonces B |1)) también serd autovector de A con el mismo autovalor a.
Demostracién: La demostracién es sencilla

Alp) =ald) = B(AlY) =aly)) = BA[Y) =AB[)) =a(Bly)) <
Ahora bien, de esta situacién se pueden distinguir un par de casos:

= si el autovalor a es no degenerado los autovectores asociados con este autovalor son, por definicién,
colineales con |[¢). Por lo tanto B |¢)), serd necesariamente colineal con |¢). La conclusién a esta
afirmacion es que NECESARIAMENTE |¢) es autovector de B.

= si el autovalor a se degenerado, B |1) € S,, es decir B |¢)) estd en el autoespacio S, con lo cual S, es
globalmente invariante bajo la accién de B.



Teorema: Si dos observables A y B conmutan, [A,B] = 0, y si |11) y [12) son autovectores de A para
autovalores distintos, entonces el elemento de matriz <1/11| Blys) =0

Demostracion: Si A |i1) = ay|1) v Ale) = ag |1h2) entonces
0= ('] [A,B] [¢2) = (¢'| AB — BA [vp2) = ((¥'| A) B o) — (4| B (A [¢p2))
= a1 (V| B i) — az (V| Bliho) = (a1 — az) (V! Bliha) = (¥![Bliha) =0. «
Teorema: Si dos observables A y B, operadores hermiticos, conmutan, [A,B] = 0, los autovectores {|i;)}

comunes a A y B constituyen una base ortonormal para V™.

Demostracién: Denotemos los autovectores de A como |w¢(#)>7 de tal modo
A ‘¢i(u)> =q ’wi(u)> donde:=1,2,..,.n—k,+1 yu=12 .k,

k, indica el orden de la degeneracién de un determinado autovalor a,. Dado que A es un observable los
|1/)i (u)> forman una base, claramente,

(4509 iy = 310
y dado que los elementos de matriz ()| B |1;(,)) = 8% esto quiere decir quelos elementos (W' W|B ;) =
Bi(u)

i)
ordenar la base, en general

[V1)) s [P12)) s |1 ) s o) s [a)) oo
para el caso que consideraremos sera
V1)) [Y1) s [Yie) s [a)) s [P2@) s))  a) » [a) s [ds)) - <

La representacién matricial de B en esa base, (¢/'*)| B [4);(,)), tendrd la forma de una matriz diagonal a
bloques

seréan nulos para ¢ # j pero no podemos decir nada a priori para-el caso w7 v y i = j. Entonces, al

Vo) )st N31)) s (Yo (1))

(D) (D) (D)
B, 0 B, 3 B, g 0 0 0 0
B! 0 B! a B! Q) 0 0 0 0

1 (3 13 1(3
B () By Big 0 0 0 0

0 0 0 | B 4 B g; 0 0 0 0

2 (2) 2 (2
0 0 OB Bim| 0 0 0 0
0 0 0 0 0 [Bi{] o 0 0
(D) (D)

0 0 0 0 0 0| B Y B, 3 0

0 0 0 0 0 0 | B Bi| 0

0 0 0 0 0 0 o | B

Tal y como hemos mencionado los subespacios: ey, e2, y e4 corresponden a los autovalores degenerados
aysaz, v ag (de orden 3,2 y 2 respectivamente).
Una vez mas surgen dos casos a analizar:

» Si a, es un autovalor no degenerado, entonces existe un tinico autovector asociado a este autovalor (la
dimensién del autoespacio es 1 esto es k; = 1 y no hace falta). Esto corresponde al ejemplo hipotético
de arriba para los autovalores simples as, y as.



= Sia, es un autovalor degenerado, entonces existe un conjunto de autovectores asociados a este autovalor
an (en este caso la dimensién del autoespacio es k). Como los |7/’j(u)> son autovectores de A su
representacién matricial seré diagonal a bloques. Ahora bien, como el autoespacio S, es globalmente

L’;) = <¢i(“)|IB3 ’¢j(u)> es hermitico, por ser B hermitico entonces

B es diagonalizable dentro del bloque que la define. Es decir, se podra conseguir una base | xj(ﬂ)> tal
que la representacién matricial de B en esa base es diagonal

invariante bajo la accién de B y B;.(

i(p) _ /i i _ pilp) _ i
B = <1/’ (”)‘ B ) = <X (“)’E‘ IXj)) = Bl = i
que no es otra cosa que los vectores ‘Xj ( #)> seran autovectores de B
B X)) = bituw [Xitw) -

Es importante recalcar que los autovectores |1/)J’(u)> de A asociados con un autovalor degenerado NO
son necesariamente autovectores de B. Sélo que como B es hermitico puede ser ‘diagonalizado dentro del
autoespacio.

De ahora en adelante denotaremos los autovectores comunes a dos operadores A y B con distintos auto-
valores como ’ui|j(u)> tal que

Altnim) = antnme) Y BlUnpmn) =bm [Unjm))

donde hemos dejado “espacio” para permitir la degeneracién la cual serd indicada por el indice p.
La prueba del inverso del teorema anterior es bien simple

Teorema: Si existe una base de autovectores{|u;(,))} comunes-a A y B, entonces A y B conmutan,

Demostracion: Es claro que

AB [tnjm(u)) = b [Wnjm(ay) = bnn [t njmu))
BA [t njm(u)) = @B [tUnjm()) = anbm [Wnjmu))

restando miembro a miembro obtenemos de manera inmedita
(AB — BA) [t njm)) =[A Bl [tnjm(u) = (bman = anbm) [tnjm(n) =0. <

Definicién: Diremos que {A, B, C,DD- - -} constituye un conjunto completo de observables que conmuntan
si:

1. Obviamente los operadores del conjunto conmuntan entre ellos:
[A,B]=[A,C]=[A,D]=[B,C]=[B,D]=[C,D]=---=0
2. /Al especificar el conjunto de autovalores para los operadores
{an,bm, i, dp, -}
se especifica de manera univoca un Unico autovetor comun a todos estos operadores

{an7bmvckvdl»"'} = |un|m\k\lm (}1.)> . 4



4.10.2. Ejemplos

Analicemos los siguientes ejemplos.

1. Considere, que el espacio de estados para un determinado sistema fisico viene expandido por una base
ortonormal {|£1), |€2),|&3)}. Definimos dos operadores L, y S de la siguiente manera

L: &) =1&); L:|&)=0;  L:|&) =—[&)
S|é1) = |€3) 5 S|€2) = 1€2); S1€3) = [&1)

En la base ortonormal {|¢1),|€2),[€3)} las representaciones matriciales para L,,1L.2,S y S? serén las

siguientes
' 1 0 0 _ 1 00
€Ly =00 o |, (gLIg=(0 00
0 -1 0 0.1
, 0 0 1 4 1 00
lsigy =10 10, (&g =010
0 0.0 1

Es claro que estas matrices son reales y simétricas y, por lo tanto, son hermiticas y, al ser el espacio
de dimensién finita, deben ser diagonalizables y sus autovectores formaran base para ese espacio. Por
lo tanto, L., L2, S y S? son observables.

;Cudl sera la forma mas general de una representacion matricial de un operador que conmunte con

L.?

Notamos que los vectores de la base ortonormal {|£1),]¢2), [€3)} son autovectores para L, con au-
tovalores {1,0,—1}, con lo cual su representaciéon matricial tiene que ser diagonal. Recuerde que si
dos observables A y B conmutan, [A,B] = 0, y si [¢)1) y |¢2) son autovectores de A para autovalores
distintos, entonces el elemento de matriz <1/)1 | B |12) = 0, con lo cual

| M} 0 0
0o 0 M

Esto se desprende de manera directa de
0= (&' IM,L.] &) = (¢'| ML. — L.M[g;) = (\; — X;) ('[M&;) con (j —Xi) 0 parai#j
Si nos planteamos la misma pregunta para L2, vemos que sus autovalores son {1,0}. Esto es

L21&) =1&); L21&)=0; L2|&) =|&);

con lo cual tendremos que la representacién matricial para ese operador que conmute con L
diagonal. Esto es

2

z

no es

2 | N 0 N
NLI=0 & (NG = 0 NF 0 |,
N} 0 N3



ya que
0= ('[N, L2] &) = (&'|N|&) = (€' N|&s)

y vale para cualquier elemento N3 (y equivalentemente para N7).

Adicionalmente, si ordenamos la base de autovectores de LL,, como {|1),]&3),|€2)} tendremos como
representacién matricial diagonal a bloques, correspondiente a un autorvalor degenerado 1

o NI Nf 0
(¢'INJg)=| N} N5 0
0 0 N}

Finalmente, la representacién matricial, més general, de un operador que conmute con S? es

4 Pl Py Pj
P,$*) =0 & (¢'|Plg;) = P2 P} P}
N} P} P

Ahora intentaremos construir una base comin de autovectores para L2 y S. Para ello notamos que |é5)
es un autovector comtin a L2 y S, por lo tanto existird un subespacio expandido por {|é1),]é3)}. En
ese subespacio las respresentaciones matriciales para L2 y S, serdn

il 2 10 i 0.1
@216)s,= (o 1) (€lsldonc (3 0
Acto seguido planteamos el problema de autovalores para. S, esto es

la2) = 5 (I&1) + 1€3))
Slag) = Ajluj) = ( (1) é > ( g; ) :)\< Z; ) 7 |g3) Zé(|§1>—|§:>)

con lo cual tendremos

Autovectores Autovalor L? | Autovalor S
la1) = [&2) 0 1
|42) = 5 (J60) 4 163)) 1 1
la3) = 5 (&) — 1€3)) 1 -1

Cuadro 4.1: Dado que no hay lineas repetidas L2 y S forman un CCOC.

k k k
[f////fm/////fmf//f//

Figura 4.1: Osciladores arménicos acoplados



2. Consideremos otro ejemplo proveniente de la Mecanica Clasica. Se trata de dos osciladores arménicos,
de igual masa, acoplados con resortes con la misma constante eldstica k. La ecuaciones de movimiento
para este sistema son

mjé1+kac1 7k(£13273’]1) =0 y mi2+kx2+k(:c27x1) =0

con lo cual podremos expresar esta ecuacion en forma de operadores

Diz) =0 o mé%%—?k 2—/4; (x;)zo
—k m;i?—i—Zk‘ x

Si pensamos esta ecuaciéon como una ecuacién de autovalores, el autovalor es claramente A = 0 y como
las masas y las constantes eldsticas son iguales podemos intercambiar las particulas y la fisica (las
ecuaciones de movimiento) no cambian. Esto se puede expresar matemdaticamente como el operador
permutacién de las particulas

(Vo) = (Vo) ()= (5)

Es inmediato comprobar que [D,P] = 0, con lo cual existird una combinacién lineal de autovectores de
D (asociados con el autovalor A = 0) los cuales también serdn autovectores de P. Para ello procedamos
a calcular los autovalores y autovectores de P

Plz) = \z) = ‘ ? _&‘:0 = A+l & |é1>:%(1>; |é2>:\}§<_11>.

facilmente podemos expresar el vector posicién-como una combinacion lineal de estos dos autovectores

de P. Esto es L
2\ & (1 3 1 b= 75 (@1 + )
(2)=500)50%) =1
5 =

(z1 — 22)

S

Es claro que
1
1

|u1>_\1&(x1+$2)( ); y |UZ>_;§(%$2)(_1)

son autovectores de Py D.

4.10.3. Ejercicios

Dado un observable Ay un vector de estado [¢)) general, definiremos el valor de esperado de A a la
cantidad (A) = (| A |¢)) y la relacién de dispersién de A como

((a8)7) = (A — () D)) = (4%) — (A)° = (Y| A% [¥) — ([ A [)? ,

donde I es el operador identidad. Notese que el valor esperado es un niimero que representa la dispersion de
un observable y tiene la misma estructura e interpretacién de la variancia en estadistica.

1. Muestre que la dispersion siempre es positiva, i.e <(AA)2> > 0.
Para ello:



a) Inicie mostrando que para cualquier operador hermitico C se cumple <(C2> >0

b) y, termine mostrando que A — (A) I es un operador hermitico
2. Muestre que la dispersion se anula para el caso en que [¢)) es autovector de A con autovalor (A)

3. Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz muestre que las relaciones de dispersion entre dos obser-
vables A y B siempre cumplen

<(AA)2> <(A]B%)2> > i (A, B)))> con[A,B] = AB — BA,

(4ptos) Esta es la forma general de la relacién de incertidumbre

4. En Mecédnica Cuddntica uno define el operador de spin como S; = gai donde o; son las matrices de
Pauli e ¢ = 1, 2, 3 representan las direcciones z,y, z, respectivamente

a) Encuentre la expresién para el conmutador [S;,S;], con ¢,j =1,2,3.

b) Considere un vector de estado general |¢)) = a|+)+b|—), donde a y b son mimeros complejos que
cumplen con a? +b%> =1y {|+),|-)} la base de autovectores de S,. Muestre que

((25.)7) ((48,)%) > h{tm(ab")]?

con Im(o) la parte imaginaria del argumento

4.11. Sistemas de ecuaciones lineales: segunda revisién

Revisemos nuevamente la solucién de sistemas de‘ecuaciones lineales, queremos resolver:

Az + Apza + - Az, T =
Aoy + Agoxo + - Aopz, =
Amlxl + Am2m2 + - Amnxn = Cm

donde los coeficientes A;; y ¢; son valores conocidos. Si todos los ¢; son cero el sistema se denomina ho-
mogénero, en caso contrario inhomogéneo. Puede resultar que el conjunto de las incégnitas {z;} represente
una solucién, infinitas soluciones o que simplemente no exista una solucién para el sistema. El andalisis matri-
cial nos puede ayudar a investigar sobre las posibles soluciones. En notaciéon de matrices, el sistema anterior
se puede escribir de la manera siguiente:

A A - A, x C1
Aoy Az - Agy T2 c2
Aml Am2 e Amn Tn Cm

De manera més compacta, la ecuacion anterior se puede escribir también como:
AX =C

Recordemos que se puede interpretar AX = C como la trasformacién lineal A[X] = C de un vector X de
V™ a un vector C en algin otro espacio vectorial W™. (Note que hemos cambiado ligeramente la notacién



que hemos venido utilizando donde: A |v) = |[v)). Vimos que el operador A aplicard todo vector de V" en
algiin subespacio (o todo el espacio) de W™. A este subespacio se le denomina el rango o recorrido de A y
su dimensién es igual al rango de la matriz A.

Notemos que si A (o A) es singular, esto significa que existe algin subespacio de V™ que es aplicado al
vector cero de W™, es decir, se cumple que A[X] = 0, donde los vectores X pertenecen a este subespacio de
V™ el cual se llama el espacio nulo de A, como ya lo indicamos.

En cuanto al rango de la matriz A, podemos hacer la siguiente interpretacién: consideremos a cada
columna de la matriz A como un vector, entonces tendremos el conjunto {vy,vs,...v,} de vectores. El
rango de la matriz A serd igual al niumero de vectores linealmente independientes del conjunto, recordemos
que este numero es también la dimensién del espacio vectorial que expanden estos vectores. En términos del
conjunto de esos vectores tenemos que:

r1V1 + oV + - -+ 2, v, = C

por lo tanto, el rango de A serd la dimensién r de esta expansion: rank[A] = r.
Para el caso de un vector que pertenezca al espacio nulo A[X] = 0, resulta

i’1V1+i’2V2+"'+i’nVn:0

y como s6lo r < n de estos vectores son linealmente independientes podemos entonces considerar al conjunto
{v1,va,...v,} linealmente independiente y los sobrantes como posibles combinaciones lineales de los {v,}.
Esto significa que la dimensién del espacio nulo es n — r como lo indicamos con anterioridad.

En cuanto a las posibles soluciones del sistema podemos decir:

1. Si C pertenece al rango de A y ademds r = n, entonces todos los vectores {vy,vs, ... v, } son linealmente
independientes y el sistema tendrd como tnica solucién al conjunto {z1, za,... 2, }.

2. Si C pertenece al rango de A y ademé&s r < n; entonces tinicamente r de los vectores {vy,va,...v,} son
linealmente independientes. Esto significa que podremos escoger los coeficientes de los n—r vectores de
manera arbitraria sin dejar de satisfacer el sistema para algin conjunto de coeficientes {z1, z2, ... 2, }.
Por tanto, existird un ntimero infinito de soluciones; que expanden un espacio vectorial tridimensional
de dimensién n — r. Matemdaticamente es lo siguiente: Si X es algtin vector que satisface A[X] =Cy
[X] cualquier vector del espacio nulo-de A que satisface A[X] = 0, entonces

AX+X]=AX]+AX]=AX]+0=C
de manera que X + X también es solucién.
3. La otra posibilidad es que el sistema no tenga solucién, en este caso C NO pertenece al rango de A.

En el caso de un sistema homogéneo, C = 0, claramente existe una solucién que viene a ser la trivial:
{x1 =29 = -+ =z, = 0}, ademds, si 7 = n ésta serd la Unica solucién. Por otro lado, si r < n existe un
nimero infinito de soluciones. Es bueno anotar que si hay menos ecuaciones que incégnitas (m < n) entonces
automaéaticamente r < n. Por lo tanto un conjunto de ecuaciones lineales homogiieas con menos ecuaciones
que incognitas siempre tiene una infinidad de soluciones.

Debemos considerar el importante caso cuando m = n, de decir, la matriz A es cuadrada y existe igual
nimero-de ecuaciones como de incégnitas. Al ser cuadrada la matriz se tiene que la condicién r = n implica
que la matriz es no singular (det[A] # 0). El caso r < n se corresponde a que det[A] = 0 y la matriz A
resulta ser singular.



Ya hablamos del método de eliminacién de Gauss para resolver el sistema de ecuaciones, pero queda
ahora por ver otra posibilidad que consiste en lo siguiente: al ser A una matriz n X n y si de paso es no
singular, entonces existe la matriz inversa, por lo tanto:

AX=C = X=A"'C
Un ejemplo: Resolver el sistema

201 +4xo + 323 =

T, — 2.%2 - 2353 =

—3x1 +3x9 + 223 = —7
esto es igual a
2 4 3 1 4
1 -2 =2 To | = 0
-3 3 2 T3 -7

al calcular la matriz inversa de A entonces resulta que

1 1 2 1 =2 4 2
22 | =97 4 13 7 0 =1.-3
T3 -3 —-18 -8 -7 4
Existe una tinica solucién al sistema, que es: {z; = 2,20 = —3,23 = 4}
Ejercicios
1. Resuelva
2r+3y+z = 11
zr+y+z = 6
ox —y+10z = 34

2. Resuelva

T+ 229 + 323 =
3xr1 + 4xo + dxs3
1+ 3x2 +4x3 = 3

3. Demuestre que el siguiente sistema sélo tiene solucién sin=10mn =2

r+y+z = 1
r+2y+4z = 17
r+4y+10z = 7?

4. Encuentre las condiciones sobre n para que al resolver el sistema

r1+nre = 1

|
|
[t

T, — To + 373

201 — 220+ nrs = —2



a) tenga una solucién
b) no tenga solucién

¢) tenga infinitas soluciones

Encuentre todas las soluciones que puedan existir.



4.12. Algunos ejemplos resueltos
1. Dados dos operadores lineales tales que:
AB=-BA; A’=1 B*’=1I, y [A B]=2iC

a) Muestre que C? =1y que [B, C] = 2iA.

Solucion:
[A,B] = AB-BA=2iC = 2AB=2iC = ABAB=-C?> = —AABB=-C*> = I1=C?
B,C] = —i(BAB—ABB)=2iA = —i(BAB - A)=2A = —i(-BBA —A)=2iA
b) Evalue [[[A,B],[B,C]], A, B]].
Solucion:
[[[A,B],[B,C]],[A,B]] = [[2iC,2iA],2iC] = 8[[AB,iA], AB] = 8 [(ABA —AAB), AB]

—  8i[-2B,AB] = 16i (BAB — ABB) = 32iA .

2. Sean A y B dos operadores hermiticos, con autovalores no degenerados y un operador unitario definido
como: U = A 4 iB. Muestre que :

a) [A,B]=0y A% +B? = 1.
Solucién: Como
UU" = UTU = (A + iB) (A +iB)" = (A +iB)" (A +7B) = (A+iB) (A — iB) = (A — iB) (A + iB)
BA—-AB=-BA+AB = [B,A]=—[B,A] = [B,A]=0
La segunda de las afirmaciones se puede demostrar, a partir de

UUt =1 = (A+iB)(A+iB)’ = (A+iB) (A ~iB) = (A2 + B2 +i(BA — AB)) = I=A2{B>

b) Los autovectores de A también lo'son de B
Solucién: Si {|u;)} son autovectores de A entonces

Alug) = A |u;) = BA |ug) = A;Blu;)  como [B,A] =0, entonces AB |u;) = \;B|u;)

por lo tanto, B|u;) es un autovector de A. Pero la solucién para la ecuacién de autovectores
(A — \I) |u;) = 0es unica; por lo cual todos los autovectores de A son proporcionales. Esto es
B lu;) = pj |uj), con'lo cual que damostrado que los autovectores de A son autovalores de B.

¢) SiUlv;) = v; |v;) entonces |p;| = 1.
Solucién: Es claro que

V| UTU o) = (07| T|og) = pips (07 Jvg) = (0] T|wy) = p2 =1
J

3. Dada una matriz de la forma

0
A= 0 y o Alv) =N |vg)
1

[le
o~ 9

con « y B nimeros complejos distintos de cero. Encuentre:



a) las relaciones que deben cumplir a y 8 para que \; sea real.
Solucién: El Polinomio caracteristico y la condicién para que \ sea real sera:

(1=XN1=-22+X-af)=0 =A=1++af = af>0 A afecR

b) Las relaciones que deben cumplir a y 3 para que (v7 |v;) = 67.
Solucién: Los autovalores y autovectores para esta matriz seran

0 B =B
JaB VaB
M=1=lo)=( 0 | =1+VaB=|w)=| 1 |;Xs=1+V/aB=|)=| 1
1 0 0
con lo cual 52
<v2\v3):O:>a—5:1:>|a|:|ﬁ|

¢) Suponga que A es hermitica, encuentre las relaciones que deben cumplir « v 3.

Solucidén: Si A es hermitica, entonces o™ = 3, con lo cual se cumplen autométicamente ambas
aseveraciones.

4. Dadas las siguientes matrices:

6 -2 1 8
A=(5 %) m=(w0)
-9 -10 14 2
c=( S0 =% )
Determine cuales conmutan entre ellas y encuentre la base de autovectores comunes.
Solucién: Notamos que [A,B]=[A,D]=[D,B]| =0y

[A7C]:<O2 g), [B,C]:(Q —08), [D,C]:(g —02>

Los autovectores comunes a A, B, D, seran

i =(77).

5. Dada la representacién matricial de dos operadores

00 1 01 1
A=|010 y B=[1 0 1
100 110

a) Evalue [A, B].
Solucion:

AB =

o = O
o O O

0
0 | =BA = [A,B]=0
0



b)

Muestre que A tiene por autovalores A\; = 1y Ao = —1 con \; un autovalor degenerado. Construya
la base de autovectores para A.
Solucion:
0 0 1 T x —A 0 1 x
01 0 y | =2 vy = 0 1-Xx O y
1 00 z z 1 0 - z
Entonces para
—-A 0 1
0 1-X 0 [=XA1-MDA-(1-XN)=N-1)(1-X1)=0
1 0 —-A
con lo cual tiene dos autovalores A =1 y A = —1. Para el caso de A = —1 se cumple que
0 0 1 T T z=-T
1 0 0 z z r=+<z
con lo cual el autovector asociado con el autovalor A = —1 tendra la forma de
1
lu)_y =a 0
-1
Para A = 1 se cumple
0 0 1 T x z=ux
010 Yy |l=11yv = Y=y
1 0 0 z z r=z

con lo cual hay dos vectores linealmente independientes asociados con A = 1, a saber

1 0
‘U>1a =431 0 y |u)1b = y con y arbitrario
1 0

Nétese que estos tres autovectores {|u),, , |u);; ,|u)_;} son ortogonales entre si

;,Cudl es la representacion matricial de A en la base de autovectores?

Solucidon: Diagonal de la forma

B (u'Alur)  (u'|Alug)  (u'|Alug) 1 0 0

Aj = W Alur) (WP Alug) (uP|Alug) | = 0 1 0
WP Aur) (WP Alug) (U] Alus) 0 0 —1

ya que los autovectores forman una base ortogonal. Obviamente se cumple que

det[A] = det[/A] = -1 y Tr[A] = Tr[A] =1.



d) A partir de los autovectores de A encuentre los autovalores y autovectores de B

Solucién: Claramente B |u_1) = — |u_1) con lo cual tenemos el primer autovector de B asociado
al autovalor A = —1. Para encontrar los otros autovectores tendremos
-2 1 1 1 0
1 =X 1 y | =10
1 1 =X 1 0

6. En mecanica clésica la cantidad de movimiento angular viene definida como L = r X p. Para pasar a
mecanica cuantica se asocia r y p con los operadores posicién y cantidad de movimiento los cuales, al
operar sobre la funcién de onda nos proveen

G =l = ve) 1R = (—ih ) 1) = =i o o

Y W) =y ) =y o) ([P ) = (—m fy) (r ) = it o 9

0

Gzl =) =z @ elRg = (<ib ) s i o)

En coordenadas cartesianas, en la representacién de coordenadas {|r)} tendremos que
(rRlY) =r 4 (r) v ([P |¢)=~ih V¢ (r)

De forma que en mecanica cuantica las componentes cartesianas del operador cantidad de movimiento
angular son

(L) = =ik (xxV) 1 (r)

(r|L |4) = —ih (yi—zjy)t/)(r)i—ih <268x—m§;>1/}(r)j—ih <xaay—yaax>w(r)k

Utilizando las definiciones anteriores muestre que el conmutador de las componentes cartesianas de la
cantindad de movimiento angular cumple con

Lz, Ly] 1) = kL. [1)
con L' =L; =Ly L2 =Ly =L,; L3 = Ls =L,. En general: [L;,L,,] = ihepm,L".

Solucién: Dado que

Ly Lolg)) = (La, Ly] [9) = (LeLy — LyLe) [¢)

o (2N (20N (20N (2 0
- y@z_zay Z@x_xaz B Z@x_xaz yaz_zay vl



Con lo cual
(2 (a2 200 BNY_ (8 (@ 8y  o(0 o\,
~1\Ya: Far Y2 oy \Cor "oz ar \Va: "oy 9: Yoz~ “ay
_ A S S R A

N Y2 0z01 T Yor o2 ‘ Oyox Zxayaz

O U R TR A1
Yooz ° Oyox Y522 Zm@z@y xay r

~(rge -5 ) v )

7. Dados dos Operadores Vectoriales A y B que conmutan entre ellos y con L tales que

[A,B] =[A,L] = [L,B] =0

Demuestre entonces que

[A-L,B-L]=ii(AxB)-L
Solucién:
[A-L,B-L] = iliepmA'B"LF == A'B™iheyy, L¥ = A'B™ Ly, L,;] = A\ B"L,L,,, — A\ B™L,,,b™ L,
= A'LiB" Ly, — B" Ly A'Ly

8. Considere, que el espacio de estados para un determinado sistema fisico viene expandido por la base
ortonormal {|us), |usz), |us)}. Definimos dos operadores L, y S de la siguiente manera

L. |ui) = |u); L.jug) =0; L, |ug) = —|ug)
Slui) = Jus) 5. Slug) = |uz); Slus) = |ur)

a) Encuentre la representacién matricial en la base {|u1),|ua),|us)} del operador: [L.,S]
Solucién: La matriz sera

(u' LS =SL; [u1)  (u'|L.S—SL.|ug)  (u'|L.S—SL. |us)
(u*|L.S—SL; [u1)  (u?|L;S—SL.|ug)  (u?|L.S—SL. |us)
(u¥L.S—SL; [u1)  (u*|L.S—SL,|ug)  (u?|L.S—SL. |us)
con'lo cual
(uMLzS|ur) — (u!|SL; Jur)  {u'|L.S|ug) — (u!|SL; Jus)  {u'|L.S|us) — (u'|SL; Jus)
(w?|L.S|ur) — (u?|SL; |ur)  {(u?|L.S|ug) — (u?|SLy Jus)  {(u?|L.S |us) — (u?|SL; Jus)

(u3| LS Jur) — (u3| SL; |uz) (u3| LS [ug) — (u3| SL. |uz) (u3| LS [ug) — (u3| SL. |us)



de donde

0-0 0-0 1—(-1) 0 0 2
(u'| [L., S] Juy) = 0—0 0-0 0—0 =] o0 0 0
(-1)=1 0-0 0-0 -2 0 0

b) iL.,Sy [L.,S] serdn biyectivas?
Solucién: Por definicion S es biyectiva ya que cada vector tiene su imagen, IL, no lo es por cuanto
el vector |ug) no tiene imagen y, finalmente [L., S] tampoco serd biyectiva dado que <u’| [L.,S] |u;)
no tiene inversa ya que del det [(u’| [L.,S] |u;)] =0

¢) Encuentre la dimensién del Dominio, del Rango y del nicleo de la transformaciones L., Sy [L;, S]

Solucién:
Dominio Rango Nucleo
L, 3 2 1
S 3 3 0
L.,S] 3 2 2

dado que [L,,S] Jus) = 0.

9. Encuentre la expresién matricial para los operadores lineales de Pauli: %42 — 932 dado que actian
como
o:l+) =1+), o) =~
O—I‘+>z:|+>r7 0-1|_ r
oyl+), =1+

) ()

con

o=

1
e = S 2= 5l = )
1 ) 1
[y 2ol 1), = 5 (4 —il)]

Solucién: Ahora bien
w<+|+>z:1 w<+‘_>x =z <_ |+>x:0 m<_ |_>:1):1

y(F )y, =1 =)y = =), =0 (=], =1

.1y {|+>y , |—>y} forman bases ortonormales, por lo que los vectores

Es decir, los vectores {|+), ,
{|4+),|—)} se pueden expresar en término de esas bases como

+) = H+> + =) =) = ﬁ[lﬂ ==l

%\

) = [+, + 1), =) = 7[|+> ~1-),]

%\



Asi las expresiones matriciales seran

o) <<+|oz|+> <+oz|>) (1 0)
B N S P T O A P 0o -1

y
o) (o)
(Uz);:
(~lowlH) (~lowl-)
1 1
( 5 Lot e (loa 0, + 120 5 Lo e (o [, = =), )
B 1 1
Sl = (Flow ), + 120 5 e (= (llow (4, = 1<),
1 1
( 5 Lo CH e DI =190 Gl (H e (I ) )
- 1 1
5l (H = N = 1)) 5l (H s =T + 1)
_ 0 1
() )
1 0

o)t ( (+loy |+) <+|ay|—>>
RS PAT RS PAS)
( S E NG, 1, S ey [, — 1)) )
N oy [, + 190 5 L oy [~ 10,
(;[y o CD [, =19 S D], + 19, )
S = D[, = 1] S [+ 1))
0 —1
(0y); = ( )
1 0



10.

11.

Un operador Cantidad de Movimiento Generalizado se define como aquel conjunto de operadores
hermiticos que cumplen con

[Jx,Jy] = ZhJZ [Jy”]]z} = ZhJQ; [v]]z,q]]x] = ’Lth 5 es decir [JZ,J]} = iheijkﬂk

con €5, el stmbolo de Levy Civita (Los indices repetidos NO indican suma). Adicionalmente, definimos
los siguientes operadores

P=R+I4+1% Il =l+i, J-=J—1d,

Muestre que

[12,04] = [3%,0-] = [3%,3.] =0

Solucién: Para probar esta propiedad se puede demostrar de forma genérica que [J%,Jm] = 0 con
k,m=1,2,3=ux,y,z esto es

[32.3m] = Wedks Im) = Tidkdm — Tkt = Tedidim — (iRempds + Indom) Jx

con lo cual

(32, 3m] = Tididm — ihemudidi — Tk (iRempndnt Jrdm)

y claramente se anula por cuanto los ’indices no suman pero si son mudos, y €k = —€mik
2 . .
[v]]k; Jm] = Jkdkdm — ihemudidy — ihempnd kIn —Jkdrdm

al conmutar los cuadrados de las componentes con cualquiera de las componentes, y dado que los
comutadores son lineales entonces queda demostrado que

[02,0] = [I2 4 32 02,1, 43, ] SO2] + [02.0,] 4 [12,0,) 1 12,3,] =0
Si definimos los autovectores comunes a J? y J, como |j,m) como
Jz |jam> :](j+1)h2 ‘]7m> Jz |jam> :mh|jam> con <],m|jlam/>:533’5mm’

adicionalmente tenemos que

J_ljm) =n/jiG+1) =mm=1)jm—1)  Jyljm)=n0/j(j+1)—m(m+1)]j,m+1)

y si suponen (es facil demostrarlo) que —j < m < j esto quiere decir que dado el valor un j, m varia
entre —j y j de uno en uno, esto es m = —j,—j+1,—5+2,--- ,j — 2,5 — 1, 4. Suponga ahora que
j= % Encuentre:

a) la representacién matricial para: J,,J_,J4,J?, en la base de autovectores de J, J?.
Solucién: Si |7, m) son autovectores de J? y J, su representacién matricial sera diagonal y como
m varia entre —j y j con incrementos de 1 tendremos que serdn matrices 2 x 2. La base ortogonal
Ceors L1 1\ 11
de autovectores sera { |2, 2> SET 2> }




| oo

( GAHPILD BT
(

1 0
LT R CRE P 01

La representaciéon matricial para J_,J, obviamente no serd diagonal

(3:3l3+l3:2) (ald+13:-2) 0 1
h
{ 0 0

%’%> <%7_§|J+|é’_%>)
(0 O)
h
10

11 11 11 11
( (3213-132)  (GalI-l3-2) )
11 11 11
( 33) (3-3l3-13-3)
b) Encuentre los autovalores y autovalores para J.,J_,J.,J? .

%, %> } son autovectores de J? y J.. En el caso de J? con un auto-
valor de %Fﬂ para ambos autovectores y en el caso de J, los autovalores seran j:% respectivamente.
Para J_,J+ no tendran autovalor distinto de cero en esta base.

23|I+

b4l

Solucién: Otra vez, { ’%, —%> ,
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5.1. Disgrecion derivativa

Los vectores podran ser constantes o variables. Ahora bien esa caracteristica se verificard tanto en las
componentes como en la base. Esto quiere decir que cuando un vector es variable podran variar su médulo, su
direccién, su sentido o todo junto o separado. Obviamente esta variabilidad del vector dependerd de la base
en la cual se exprese, por lo cual un vector podra tener una componente constante en una base y constante
en otra.

|a>(t) =af (t) |ek>(t) =a" \ék>(t) = aF (t)|éx)
De esta manera, cuando uno piensa en un vector variable
|a) @ = alt)

uno rapidamente piensa en establecer un cociente incremental, en dos notaciones diferentes es:

~—

a —|a Ala d|(|a) t+ A —alt Aa(t) da(t
i [Deran ~00 e Al0e (190) e I 2UFAY—a®) 7 half)” dal
At—0 At At—0 At dt At—0 At At—0 At dt

La misma propuesta se cumplird para las formas diferenciales () (a|. Como siempre, las propiedades de
esta operacion seran

d (W(t) + |b>(t)> d <|a>(t)> d (|b>(t))

= +

dt dt dt
dle®la)y)  dian d (|a)
( dt ) - (dt( 2o +a(t)(—dt‘)
d{ () (a |b>(t) d ((s (al d (16) )
( a ). ((ﬁt )b>(t>+<“'<t>(dt)

Ahora bien, esto implica que

d(|a), d(a” (t)]exr), ok d(ler),
la) ) = 0 () lex) ) = (dt()) ~ ( - k <>) _d dt(t) ek} + a* (2) ( (ftm)

con lo cual hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la dependencia funcional de la base
y componentes. Habrd sistemas de coordenadas (bases de vectores) que sean constantes y otros con bases
variables.
5.2. Curvas y parametros
Podemos generalizar esta afirmacion y considerar un parametro A, en este caso, si
r)=r=r(z(),y(A),z(})

entonces

|dr>—dr(z()\)7y()\)’z()\))_<8I()‘) or +6y(A) or +8z(>\) 6r)>d>\

X Oz (N) X Oy () OX 0z (A



con lo cual

d() _9z(h) 90  9y(N) 80) L 92N 90)
dx ON Ox(N) | ON dy(\) | Ox 0z(N)°

Podemos considerar las cantidades (az(;‘) , 8%(;‘) , ag(;)) como las componentes del vector dr () (y en general

del operador %) tangente a la trayectoria parametrizada con A\. Mas atn, las cantidades ( 3(1(( /3) , ai(( /2) , 682(( /\)))

seran los vectores base en esas coordenadas.
Asf al considerar coordenadas generalizadas (¢ (A),¢% (X),¢* (A)), tendremos

ry=r=r(q"(V).¢*(\),q* (V)
por lo tanto

gt (\) or 9q* (\) or ag> (N Or
Yo T Ty Yarm T oy Yo

dr (' (V). ¢* (V) ,¢* (V) =

dr  9¢' (\) or 9¢*> (\) Or 9¢®> (\)  or

DN N N6 ) W Y S VR S Ve O )
~—— N—— ~——

ug us us

donde {u1 = %’1” = qub) ,uz = aq?‘(r)\) }, son la base del vector.

Por otro lado, el médulo del vector ||dr (A)| representard la longitud de arco ds para esa curva. Por
consiguiente

d(dr(\)) d(dr(A)) wryy0 - 9¢° O(dr(N)) d¢’ 0 (dr(N))

2 _ ) _ 2
ds® =dr()\) -dr()) 0 Y (dX) 95 og N og (dX)
_ 9(dr(\)) 9(dr(N) 9¢" 1, O¢’ .\ _ I (dr(N) O (dr(N) . ;. ;
T 8¢ a0 n P Ty oy d7da
S——"
dqt dqgi
donde dfl(;‘) es el vector tangente a la curva. Dado que
2 _ P e g oo g 0(de(A) 9 (de(A)
(ds)” = g5 dz* da? = g;; dz* dF7 = g5 d¢* d¢’ = o0 o0 dg'dq’
Gij

identificamos claramente a las componentes del tensor g;;:

0(dr(M) 0 (dr(\)

7 dq' dq’

5.3. Ejemplo
Dado un sistema genérico de coordenadas oblicuas

&) = ali) +blj);  |é2) = cli) +d]j)



Figura 5.1: Coordenadas Curvilineas en 2D

1. Encuentre la expresién para un vector genérico |v) = vy |i) + vy |j) en estas coordenadas.

Solucion:
|é1) = ali)+b]j) } { i) = % (d|é1) — bléa))
==
|e2) = cli) + d|7) 7)

con A = bc — ad por lo cual

% (cléx) —aléz))

[0 = va i) + v, 13) = = (d]er) = blea)) + 3 (clér) — alés))

() (0 o)

2. Suponga ahora una base y un tensor concreto



Encuentre la expresién matricial para el tensor T;;!

Solucién: En general,

~ ~ oz ox™
j 9ik gka pooy 97
Identificando
@7,51 8.’E — %14»@”27&”4»2”
v 8333 Ozl ox2 A" A Y
—~ —
o@l a&l
azl oz2
I I U U S
Y 3:1:J Ozl 0x2 AT A Y
—~
22 az2
oxl ﬁ
como
1 2 " —1 =1
=1 2 ox
Z:o glké(? 1)’3T7"§<0 1>
_ V2 =
=3 —1
d= 2 Sam (%n)fl -1 =1 (-1 -1
2 927 — \ 93 0 1 Lo 1
Finalmente:

o -

i ¥z -1 -1 4 2 “1 -1 _ (5-L1v2 -1+3v2
= 1)) OATN) - (e S
5.4. Coordenadas curvilineas generalizadas

Como hemos visto, siempre se podra definir un sistema de coordenadas generalizadas (ql, 7>, q3) tales
que

or or or
0 =r=rlgh i) = dr = grdgt + gnde’ + Sdd’
y por consiguiente
—9r) 9Ir)
a|r) alr) o
(ds)” =ags; da™da’ = (dr |dr) o¢ og 1T T 165) = 1o 3
Jjl = ”2\1«) g’
qJ

Se genera entonces una triada de vectors base {|{;)} ortonormales, de manera que

1 8|r>. 1 9 1 09
8|7’> 1 ’ |§2> - aqg ) |£3> - 9.3

-~

1)
Bk

|

D B
. - ; A B . . -
1 Ayuda: dada una mantriz genérica A;. = ( c p ) Suinversaserd AD*C{BC AD[BC .
~AD-BC AD-BC



los cuales son vectores tangentes a las curvas que define el radio vector |r). Claramente si el sistema es
ortogonal los factores de escala son importantes para su categorizacion

0 |7“ o) b alr)
2 - 8(]2 3 — 8q3
Con lo cual podemos definir el elemento de linea como
2 2 2 odr|d|dr) ;. . P
ds® = (h1 dq')” + (h2 dg?)" + (hs dg°)” = a<qi | a|qj>dq d¢’ = gi; dg’ d¢’
Es decir, que identificamos la métrica como
Ox o0z 8y 8x2 0z O3
h = == — = M h = h = == — = .
1 aqt aqt Vi1; 2= 3¢ = V922; 3 ag> PE V933

De tal forma que los casos particulares se recuperan facilmente.
En la Figura 5.1 podemos ver algunos ejemplos de sistemas de coordenadas: en el cuadrante I coordenadas
polares: x = pcos(p); y = psen(y). En el cuadrante II coordenadas elipticas: @ = acosh(u)cos(v); y =

asenh(u)sen(v). En IIT coordenadas parabdlicas: x = % (u - vz) ; ¥y = uwv y enel cuadrante IV coordenadas
2
bipolares: 2 + [y — a cot(u)]* = a2 csc?(u); [!13 - CLZ:EEZ” +y’ = ﬁ

5.4.1. Coordenadas generalizadas, vectores y formas

Recordando como construimos el desplazamiento para una base genérica ortogonal, {|e;)} de un espacio
vectorial con producto interno, el desplazamiento infinitesimal puede expresarse como

ds? = (dr |dr) = (dzg (€"]) (da™ |em)) =(e" |em) dax dz™ = day, dz™ = ggn, da¥da™
Donde hemos utilizado el hecho de que la métrica nos permite asociar componentes contravariantes a cova-

riantes y viceversa, es decir, establece una relacién entre formas y vectores.
8|dr

Si las bases de formas y vectores son ortogonales la métrica serd diagonal y como en general H ‘ # 1,
entoces surgen los llamados factores de escala h; =g;;

Una vez mds, una forma (b| o, un vector |a) cualquiera puede expresarse como una combinacién lineal de
formas o vectores base

la) = a [ej)=a’ ;) < (b =b; (e7] =b; (&

con

o ={ella)y @ = (& |a); bj=(blej); y bi=(ble).
De esta manera las componentes covariantes y contravariantes estaran relacionadas como
i .
a; = gjra” = a; = h[l-]a[z]

aqui hmam NO indica suma. En otras palabras, en aquellos sistemas de coordenadas en los cuales la métrica
es-diagonal pero no viene representada por la matriz unidad, subir y bajar indices puede incluir los cambios
de escala.



5.4.2. Velocidades y aceleraciones

Antes de pasar a analizar los casos particulares haremos un alto para revisar las expresiones de las
velocidades y las aceleraciones en coordenadas generalizadas. Para ello recordamos que los vectores velocidad
y aceleracién se representan como

v) =07 lej) = @7 lej) =07 |&g) = @7 |e;) y  la) =d |ej) = i |ej) =@ |¢;) = 37 |¢;)

respectivamente.

Para determinar las expresiones de estos vectores en cualquier sistema de coordenadas, es suficiente
con encontrar las expresiones de sus componentes covariantes o contravariantes. Como sabemos, podremos
encontrar una a partir de las otras con la ayuda de la métrica del sistema de coordenadas.

Entonces, el vector velocidad en la base cartesiana se puede expresar como

[0) = vz [i) +vy 5) + vz k) = 2 10) + 9 |5) + 2 k) = 37 [e;) = ¢ |€;) , con: ler) =1i); le2) =1i); ¥ |es) = |k)

Claramente las componentes contravariantes del vector velocidad en un sistema de coordenadas genera-
lizado son v/ = ¢7.

Recordamos que para cualquier base generalizada de vectores o formas las componentes covariantes se
expresan en término de la base cartesiana (de vectores o formas) como

_ ox' By
;) = B lei) ¥y <e

Entoces las componentes covariantes del vector velocidad en una base generalizada seran

. . e [OT oo™ 85:1 im0 (Um;m)
0; = (v |&;) = (& (€ A 1€) )| T Om Y = T 7 = Tm o = ¥
i = (v |€;) = (Zm (€™]) (aqj | >) o i o dgy

Resulta facil expresar las componentes covariantes una vez que conocemos el médulo del vector expresado
en ese sistema de coordenadas. El cual siempre viene escrito a partir del diferencial

d|r)
d 7
= 3

Para encontrar la expresién para la aceleracion se procede de manera andloga.

~ B o ey [OT . 0zm _d (. Oz™ . 0im
aj = (a|é&;) = (@ (™) aiqj|6i> :me:& IMTW _IMqu

y otra vez

dx™ 9™ I 0™\ . 0w™ A [0 (imi™\] O (dni"
o¢f ~ B¢ Tde \U™ ogd "¢ dt |0 2 ¢ 2

para finalmente
— i 0 V0™ B 0 Uy U™
Y=t [og 2 o\ 2




5.4.3. Coordenadas cartesianas

El primer caso, el més trivial, lo constituyen las coordenadas cartesianas.
2 3
(6" ¢% ¢°) = (z,y,2)

ry=zl]i) +ylj)+z|k) <= r=xi+yj+zk

dr = [dr) = (‘9 >>d +<8|T>)dy+(6|r>>dz—dx>+dy|j>—|—dz|k;)

Ox dy 0z

Consecuentemente o) o) o)

r r r
- = :1 = =

S Hax! H R b

y

alr) 1 8|r) ) = 1 9r)
Ham oz’ Ham‘ oz’ N Haél)m 0z

El elemento de linea viene definido como
(ds)? = (b1 da?)® + (ho da?)” + (hg da?)® = & = da® + dy? + d22

y el tensor métrico serd
911 = Gaax = 1; 922 = Gyy = 1; 922 =0z> = 1.

El hecho de que para las coordenadas cartesianas: h, = h, =-h, = 1 significard que las tomaremos como
coordenadas base respecto a las cuales expresaremos las demés.

5.4.4. Coordenadas cilindricas
Las coordenadas cilindricas se expresan de la siguiente forma
(@"6%.4°) = (p,¢.2)

Ir) =z (p,p) i) +y(p,p) 1) +2lk) =r=x(p,p)i+y(p,p)j+2k
Con: p>0,0<p<2ny —00 < 2< .

dr= [dr)= (%'Q) dp + (%g) dy + (%?) dz

Estas cantidades pueden ser identificadas a partir de las leyes de transformacion respecto a las coordenadas
cartesianas:

=1z (p,p) = pcos(p) dz = cos(p)dp — psen(p)dp
=y (p,p) =psen(p) p = dy=sen(p)dp+ pcos(p)dp

Por lo que el vector posicién en estas coordenadas es

r) = pcos() i) + psen(p) j) + 2 |k)



Es facil identificar

oz (p, ) Ay (p, ) 0z
= cos , =sen(yp), — =0
o (¢) o9 () R
9z (p, p) . y (p, ) ) 0z _
B0 psen(yp), o pcos(p), 90~
9z (p, ) Ay (p; ) 0z _
0z =0, 0z 0, 0z !

y de alli calcular los factores de escala:

o 12| _ |91z e, 0) [0 +y (o) i) + 2 K| _ || Oz (ps ) |Z.>+<9y(p790) i)
P dp dp dp dp
= [lcos(ep) |3} + sen(e) [7)]| = 1
Del mismo modo a1r) a1r)
r r
O e R o

mientras que los vectores unitarios seran

a|r ox(p, . 9y (p, . f .
&) = ety B = 2 Iy + 22 ) = cos() i) + senlig) |7)

[
dp

alr oz (p, . Iy (p, . . .
60) = ety 3% = (22 i) + 24p2) 1)) —=sen(g) i) + cos(p)|))

_ 1 9r) _ 9(x)|k) _
€2 = by 2 = 25 = 1K)
Oz
La expresién para el vector desplazamiento infinitesimal sera

dlr) = (88';)) dp+ <86';>) dpet (88'?) de = dple,) + pdp €,) + Az |E.)

Notemos que en este caso y a diferencia de las coordenadas cartesianas, si ¢ varia en una cantidad dy, con
p v z constantes, entonces el desplazamiento no sera dy sino pdep.
El elemento de linea viene definido. como
2 2 2
(ds)? = (h1dg!) "+ (hadg®)” + (h3dg®)” <= ds? = dp?® + p? dp® +d2?
y el tensor métrico:
I =09op =1 g2 =0pp =P g33=g:z = 1.
Ejercicios
1. Exprese el vector
r=yzi—yj+ r2’k
en coordenadas cilindricas.
Nota: Antes, se deben expresar los vectores base {i,j,k} en términos de los vectores base {§,,§,, €.}



5.4.5. Coordenadas esféricas
Para construir el sistema de coordenadas esféricas tenemos:
(6", 4% ¢%) <= (1,0, ¢)

r) = (r,0,9)[i) +y(r,0,0) 1) +z(r.0,0) [k) <=1 =2(r0,0)i+y(r0,0)j+z(r0 )k
Con:7>0,0<0<7my0<¢p<2m.

ar) d|r) olr)
dr = |dr) = dr dé d
r= ldn) (ar> +<aa T\ g )Y
Estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacién respecto a las coordendas carte-
sianas

x=uz(r,0,¢) =rcos(p)sen(d) dz = cos(p) sen(f)dr — rsen(p) sen(8)dy + rcos(p).cos(6)do
y=1y(r,0,¢) =rsen(p)sen(d) = dy = sen(y) sen(f)dr + r cos(p) sen(f)dy + rsen(p) cos(6)dod
z=2z(r,0,¢) =rcos(d) dz = cos(#)dr — rsen(6)dd

El vector posicion es de la forma

Ir) = rsen(8) cos(p) i) + rsen(6) sen(p) j)<t r cos(8) [K)

Derivando:
Ox (r,0,9) _ Oy (r.0,90) _ 9z (r,0,¢) _

g = cos(p) sen(h) , o7 = sen(p)sen(d), Em = cos(6)
oz (r,0,0) y (r,0,0) 0z (r,0,¢)
—op rsen(p)sen(d), oy r cos(yp) sen(d) , 0 0

Oz (r,0,0) _ Ay (r,0,0) _ 9z (r,0,¢)
5 = r cos(y) cos(6) , ~ a0 = rsen(p) cos(6) , a0 = rsen(f)
Los factores de escala son
0
h, = H Ir) = ||cos(ip) sen(8) |i) + sen(p) sen(d) |7) + cos(0) |k} ||
= /cos?(p)sen2(f) + sen2(y) sen?(h) + cos?(h) = 1.
ar) , .
hg = 50 || = |lr cos(p) cos(0) |i) + rsen(p) cos(0) |7) — rsen(d) |k)||
= \/(r cos(p) cos())? + (rsen(y) cos(d))? + (rsen(d))* = r
0 |r , .
he = = [|=rsen() sen(0) [¢) + 1 cos(¢p) sen(0) |5} |

= r sen () sen(6))? + (r cos() sen(8))® = rsen()



Mientras que para los vectores unitarios tenemos

|€r) T 5\1r> I %? = cos(y) sen(0) |i) + sen(p) sen(0) |7) + cos(0) |k)

ar

€6) = [l ) reose) cos(O)i)trsene) cos(O)i)—rsen(®)R) _ o) cos(B) |i) + sen(y) cos(6) |j) — sen(8) |k)
o6

6) = [aby B = = QUL = —sen(i) ) + cos() )

El desplazamiento infinitesimal en estas coordenadas es de la forma

dlr) = <88|:>) dr + <aa|g>> de + (aa;>> de =drl&.) +rdf &) + rsen(f)dy &) .
Por lo tanto, para el elemento de linea tenemos
(ds)? = (hy dg")* + (k2 dg?)” + (hs dg®)” <= ds® = dr® + r2d6> + r* sen?(0)dy>
Y para el tensor métrico
g =g =1 g22=go0 =77 g33 = gpp = r>sen’(6).
Ejercicios
1. Exprese los vectores base {i,j,k} en término de los vectores base {§,,&, &, }-

2. Encuentre las componentes de la velocidad y aceleracion, en coordenadas esféricas, de una particula
en movimiento.

Por completidud, enumeraremos algunos otros sistemas de coordenadas y dejaremos al lector la labor de
calcular los vectores unitarios y la métrica del espacio expresada en esas coordenadas.

Otros sistemas coordenados

» Coordenadas Toroidales
(¢4, ¢°) < (0.7, 9)
Ir) =x(0,7,9) i) +y(0,7,0) 1) + 2 (0,7, ¢) |[k) <= r =2 (0,7,0)i+y(0,7,0)j+2(0,7,0) k.
Con0<o<2m 0<7<00y0<¢p<2m.

La transformacion de coordenadas esa definida de la siguiente forma

z:a%COS(QbL Yy=

cosh(7) — cos(o)

senh(7)
cosh(7) — cos(o)

sen(o)
sen(¢), z=a cosh(7) — cos(o)
con a constante.

Las superficies 7 constante representan toros alrededor del eje z; las superficies o constante son esferas
con centro sobre el eje z y finalmente las superficies ¢ constante son planos que contiene al eje z.

La métrica en estas coordenadas es:

ds? = (b1 dg")? + (b2 dg®)* + (hs dg?)°

a

<h(7>_<o—>>df’ * (hm—(a))‘“ ’ <h<T>n—h(7)w>)d¢
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Figura 5.2: Coordenadas cilindricas y esféricas

= Coordenadas Elipsoidales
Dados tres ntmeros a,b y ¢, con a > b > ¢ > 0,1a ecuacién

x2 y2 22

a2—|—a+62+a+02+a

representa las superficies cuddricas? homofocales (es decir, con el mismo foco u origen en (z = 0,y = 0, z = 0)).
Dependiendo del valor del parametro «, estas ecuaciones representaran superficies

Elipsoides si a> —c?

Hiperboloides de una hoja si —c? > a > —b?
Hiperboloides de dos hojas si  —b% > a > —c?

Esto quiere decir que por cada punto (z,y, z) del espacio, pasan tres superficies cuddricas (dependiendo
del valor de ). Conocidos a,b y ¢y el punto, (x = xg,y = yo, 2 = 20), los valores de a vienen dados
por las raices de la ecuacién ctibica

72 y? 22

dratrrataza=t ™ P +AP+Pa+Q=0

2Nétese que la proyeccién de estas superficies en el plano (z,y) representan curvas cénicas homofocales



con
A=ad4+ye4+22—a*>—b*—c2

D = (b2 + 02) a:g + (a2 + 02) y(z) + (a2 + b2) zg —a’h? — (a2 + b2) 2

Q= 220% + y2aPc? + 22a*b* — a®b?

Las raices de esta ecuacién (a; = A\; s = p; a3 = v) definen las coordenadas elipsoidales del punto
(@,y,2) = (x (A 1, v)  y (N, v) 2 (A, 1, v)).
Tenemos entonces: ,
(6" ¢% ) = A\
) = @ Oty v) i)+ 5 O 1, v) ) + 2 O ) [R) = 1 = 2 (0, ) i 4y (O 1, 1) + 20 11, 0) k.

y la ley de transformacién:

x—w““”(a”“)(“”) _\/(62+A)(b2+u)(bz+l/) Z_\/(62+A)(62+u)(62+1/)
I O e B N GO T R DR R D)

por cual la métrica sera
e BV ep Vet S S Ut | ot RS

2=
i@ E N E N TT@r e p@r ) T I@ )0 @ 1)

5.5. Vectores, Tensores, métrica y transformaciones

Nos toca ahora construir expresiones de vectores y tensores a partir de sus leyes de transformacién. Hemos
dicho que los vectores y los tensores son independientes del sistema de coordenadas (la base) en la cual se
exprese.

5.5.1. Transformando vectores

Dada dos bases de vectores coordenados{|e1), |e2), |e3)} v {|€1),|€2),|€3)} para el espacio vectorial R3
Entonces, se cumple que:

_ (- eil a) = a’ » o .ot
la) = a’ |e;) = a"|&;) = { ééi a) = i } = dd=d <el ‘€j> — a'= 927 a’
Nyl

(€ lej)
Para el caso de coordenadas cartesianas y cilindricas

=z =pcos(p), 2 =y=psen(p), z3=2==2

l=p=ya2+y?, P =¢p=arctan(¥), P =z=z



se tiene que

ozl _ 9p _ z ozt _ 9p _ y o d _
ozl T 9z T /22 +y2? oxz2 — 9y /12 y2 Ox3 0z COS(QO) sen(go) 0
5
ax, = 9%% _ o _ _—y 9z2 _ Q¢ __ x 2 _ Op _ 0 — __sen(y) cos(p) 0
oxJ ozl T Oz T x2+y? oz2 T Oy T x2+y? ox3 — 9z 4 4
0&° _ 9z _ 98° _ 9z _ ox° _ 0z _q 0 0 1
ozl T 9z ox2 — 9y — ox3 — 0z

Entonces, para los vectores se tiene que

ja) = @’ |ej) = a' |e1) + a® |e2) + a® |es) = ag i) + ay |5) + ax k)

la) = a léi) = a' 1) + a’? |€2) + a’ |€3) = ap &) + ap &) + az [€2)

Recordemos que la relacién para los vectores ortonormales es:

[€p) = cos(p) |i) +sen(p) 1), [€p) = —sen(p) i) + cos(p) |) ,  [€2 = [k)

Por ejemplo, tenemos en concreto un vector: |a) = 5 i) + 4 |j) + 3|k) y queremos conocer su expresion
en coordenadas cilindricas. Antes, hay que hacer la acotacién de que existe una familia de sistemas de
coordenadas cilindricas parametrizados por el angulo ¢ y NO un tnico sistema coordenado. Obviamente se
puede especificar el sistema coordenado y entonces tendremos un conjunto de componentes definido. Asi la
familia de componentes en cilindricas del vector |a) serdn

@ = (& |a) = (&] (a' |&1) + a® |&2) + @ 1€5)) =(&| (a' |e1) + a® |e2) + a® |e3))

con lo cual, al expresar los vectores base se tienen las componentes

a' = a, = (| (5]i) +4[5) +3]k)) = ((cos(p) (i| +sen(y) ()] (5 i) +4]j) +3|k)) = 5cos(p) + 4sen(yp)
@ = ap = (I (51 +413) +318) = (= sen() (il + cos() ()] (51i) +417) +3 k) = ~5sen(p) + 4 cos(y)
@ = a, = (& (i) +415) +3[k)) = (RL(5]) +4]j) +3]k) =3

Esto es

la) = 5 i) + 4[j)+ 3 |k) = (5cos(p) + 4sen(p)) [€,) + (=5 sen(p) + 4 cos(p)) [§p) + 3 ¢z)
Es claro que existen infinitos sistemas cilindricos parametrizados por el angulo ¢ , digamos
a, = 5cos (arctan (%)) + 4 sen (arctan (%)) = %\/41 + %\/41 = /41
4
¢ = arctan <5> = a, = —5sen (arctan (%)) + 4 cos (arctan (%)) =— (% 41) + (% 41) =0
a, =3

con lo cual hemos alineado el eje |£,) a lo largo del vector |a). Ese es un sistema de coordenadas cilindrico
muy particular.



5.5.2. Transformando tensores

Ilustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial.
Consideremos el siguiente tensor

2 1 3
Ti=1 2 3 4 |, enlabase: {ler),lea),[es)} ={[0),]5),[k)}
1 2 2

Es decir, es un tensor que hemos expresado en coordenadas cartesianas y queremos pasarlo a cilindricas.
Este tipo de tensor transforma de la siguiente forma

S 9z" ot
™ 9zt ozm Y

Recordemos que anteriormente calculamos la matriz ‘gik a partir de la transformacién de coordenadas.
Haciendo lo mismo para 88;; resulta
oz' _ Oz oz' _ Oz oz' _ Oz
9T T ap 9 T 9p 03 T 0z cos(p)  —psen(p) . 0
E)xj 2 2 2
o= | =5 fa=g  Fa=5 |=| senlp " peos(e) 0
9z® _ 92 oz® _ 9z oz® _ 9z 0 0 1
ozl = 9p 032 — Oy oz3 — 0z
Por lo tanto
COS(QD) sen(go) 0 Cos((p) —psen(gp) 0
- ok . 07 - :
k _ 7 k _ sen(y) cos(yp) i
1) = 50t L g = 1) = - ) 0 T} sen((p) pcos(p) 0
0 0 1 0 0 1
sustituyendo el tensor y multiplicando las matrices
~ cos(p)  sen(yp) 0 2 1 3 cos(p) —psen(p) 0
Tk = —% % 0 2 3 4 sen(p) pcos(p) 0
0 0 1 1 2 2 0 0 1
se obtiene
—cos?(p)+ 3 cos(p)sen(p) +3  psen(p) cos(p) — 2p + 3pcos?(p)  3cos(p) + 4sen(yp)
Trlrcl _ cos(p) sen(ap)p—l—Bcosz(ap)—l _3 COS(QO) Sen(@) —‘rCOSQ((p) +2 _Ssenp(ap) +4cosp(ap)

cos(¢) + 2sen(p) —psen(y) + 2pcos(p) 2

Si suponemos que el origen del sistema de coordenadas cilindrico esté en el vector anterior. Esto es
p=+22+y? = p=+52+4%2 =41

(p = arctan (y) = @ = arctan (%) = 0,67474 rad

xT

lay =51i) + 415y +3|k) =



Figura 5.3: Radio vector posicién r (t) en 2 que describe paramétricamente una curva.

entonces
R 3,8537 12,0303 14,8414
TT’; = 0,20569 1.1463 0,19512
2,0303 6,0 2

Para ver un ejemplo de cambios de tensores bajo sistemas de coordenadas no ortogonales pueden consultar
la secciéon 3.6

5.6. Campos tensoriales y el concepto de campo

Cuando avanzamos en la derivacién de vectores vimos vectores que dependian del tiempo. Luego cuando
construimos sistemas de coordenadas ortogonales vimos también vectores que variaban en moédulo direccién
y sentido.

@)y = a® (E)4ex) (ry = @" [wi) ) = " (2) |é)

Ahora podemos generalizar este concepto a tensores que dependen de una variable escalar
T[O,o’ 2o 00 @ .- ’.](t) — ﬂ?nkl (t)
esto es

TF () ()] @ (2)] @ -+ @ (VF (m)] @ |2 (1)) ® [ya(2)) @ -+~ @ |aa(n))

qu;mkl <£i(1)|(t) X <ﬂj(2)|(t) PR <®k(m)|(t) 02y |3:"m(1)>(t) Y |gn(2)>(t) K- ® |5l(n)>(t)

y al igual que los vectores, la dependencia funcional de los tensores variard con la base en la cual se exprese.
Asi, tendremos tensores cuyas componentes, en una determinada base, serdan variables y en otra no.
Mientras que una de las bases serd variable y otra no.



Figura 5.4: Campo Vectorial en R?

Igualmente saltamos al cociente incremental para conocer la velocidad de variacion

T[ana"' ,0,0,0, - a.](t+At)_T[oaOa"' ,0,0,0, - a.](t)
lim
At—0 At

v

AT [o,0,--+ ,0;0 @, - "](t)

d(T[anv"’ y0,0,@, - 7.}(t))
A At V4 dt

Si la base es constante, la dependencia funcional y su variacién (derivada) recae sobre sus componentes.
Asi podemos construir la derivada de las componentes como

ompmp e an ommto a4 (1550 0)
At—0 At At—0 At dt

Siguiendo con el proceso de generalizacién, podemos pensar en una dependencia funcional multilineal.
Esto es que el argumento de la “funcién” tensorial es otro tensor,

T[ana"' 70,0,0, - a.] :T[O7Oa"' ,0,0,0, - ’.]G[o,o, 00,0, 0]

A ese objeto se le llama Campo Tensorial, pero vamos con calma.

Analicemos lo casos mas simples los cuales son los verdaderamente ttiles. Como era de esperarse, tendre-
mos varios casos que se pueden construir a partir de esta idea. Hemos visto funciones que ahora llamaremos
campos homogéneos

o=t Funcién
")y <= r=r(t)~ () Vector

T=T [Oa O+ ,0,0,0,: - ’.](t) ~r z7]nnkl (t) Tensor



1 4 ::>__ . &
"X”
™
-3 “
- S
.
o,

Figura 5.5: Ejemplo de Campo Escalar ¢ = ¢ (r)

1a 4

y veremos campos constantes o estacionarios r # r (t)

p=¢p(r) Campo Escalar
|a) () = a=a(r)~ a (r) Campo Vectorial
T=T [Oa Oy ;00,8 ’.](|r)) M ,Z;Lnkl (I‘) Campo Tensorial

Campos variables o no estacionarios

po=p(r(t),t) Campo Escalar Variable
@)y = a=a(r(t),t)~a" (c(t),1) Campo Vectorial
T=T [07 0, 1",0;0,8, % 7'}(|r>) ~ /—Tgmkl (1' (t) ,t) Campo Tensorial

La idea de los campos escalares, vectoriales, tensoriales, con argumento vectorial, es asociar un valor de la
componente (escalar, vectorial o tensorial) a cada punto del espacio (si el vector esta en R?). Obviamente los
campos escalares asocian un ndmero a cada posicién y los campos vectoriales, ademds del niimero (mddulo)
asocian una direcciény un sentido.

Ejemplos de campos escalares serdn las distribuciones de densidad p (r (¢)), presién P (r (t)) y temperatura
T (r (t)) de la atmoésfera terrestre o la distribucién de intensidades del campo eléctrico en una superficie. Asi
al considerar el potencial eléctrico

d(r)=¢(z,y) =In ((90 + 1)2 + y2) —1In ((:c — 1)2 + y2>

La representacion de este campo escalar serd el que se puede apreciar en la Figura 5.5
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Figura 5.6: Ejemplo del Campo Escalar de Temperaturas T'= T (x, y)

5.7. Campos escalares y superficies

Un campo escalar serd aquella funcién escalar de argumento vectorial. Con ello a cada punto del espacio
se le asocia un nimero. Esto es

PR =R $=0(r) = ¢=0(2') =0 (1) & 6=0(z,y,2) = (1,9, %)

Estamos enfatizando el hecho que un campo escalar no variard bajo cambios de las coordenadas en su
argumento. Adicionalmente recalcamos que es indistinto hablar de vectores ¢ = ¢ (r) o sus coordenadas
p=0¢ (xz)

La Figura 5.6 ilustra un campo de temperaturas
T=T(z,y)= 70+ 180e~(#—3)2/10—(y—2)2/10

Si unimos los puntos con iguales temperaturas tendremos curvas isotermas tal y como se observan en la
Figura 5.7

Un campo escalar ¢ = ¢ (ml, x2) definird superficies si la representamos en 3 como z3 = ¢ (ml, xz), esto
es, curvas de nivel o isocurvas las cuales corresponden a soluciones de ¢ = ¢ (x’) = cte. Tal y como se ilustra
en la Figura 5.8, los planos z = k = cte. cortan la superficie y definen la curva g (z,y) = z = k.

5.8. Campos vectoriales y lineas de flujo

Consideremos ahora un campo vectorial a (r) y estudiemos su representacién, y lo que es méds importante,
su variacion.

Tal y como hemos dicho y volvemos a representar en la Figura 5.9, los campos vectoriales asocian un
vector (eon su médulo direccién y sentido) a cada punto del espacio. Comtinmente, nos referimos a campos
vectoriales segtn el caso: campos de fuerza (el vector del campo es una fuerza), campo de velocidades (el vector
del campo es una velocidad). Del mismo modo, a aquellas lineas a las cuales los vectores son tangentes se les
dominan lineas de campo, curvas integrales o simplemente lineas de flujo o de corriente. A las trayectorias



179° 179°

Figura 5.7: Curvas Isotermas T' =T (z,y) = cte

ortogonales a estas lineas, vale decir, a aquellas lineas cuyos vectores tangentes son ortogonales al campo, se
les denominaran lineas equipotenciales. El ejemplo més emblematico lo constituye el gradiente de un campo
escalar V¢ (x,y). Las lineas equipotenciales las define el campo escalar mismo, ¢ (z,y) = z = cte (curva de
nivel) y construimos un campo vectorial con su gradiente, V¢ (z, ). Como el gradiente es perpendicular a la
curva de nivel tendremos que las curvas integrales, (lineas de flujo o lineas de corriente) del campo vectorial
Vo (z,y) serdn trayectorias ortogonales a las curvas equipotenciales.

5.8.1. Lineas de flujo o curvas integrales

Supongamos el caso bidimensional® en coordenadas cartesianas, y consideremos un desplazamiento dife-
rencial dr en la direccién del campo vectorial, es facil convencerse que

dx dy
dr oca(z,y) = az (z,y)i+ay (z,y)j] = =
(=4, = ag (@l Foy (=9)] = o= = oGy

con lo cual encontramos las lineas de flujo o curvas integrales y (x) del campo a (x,y)

dy _ ay(7,y) ~ [ay(x,y)
& ay (@) jy@‘/%ww“

asi dado un campo vectorial

d d d 1
a:—:z:i+yj:>—y:—gﬁ/—y:—/—x—%C’éy(x):—C
dzx T y T T

o lo que son lo mismo hipérbolas yz = C.
Otra forma, equivalente de verlo es que

draxa(z(t),yt),z(t),t) = drxa(x(t),y(t),z(t),t)=0

3El caso tridimensional sélo afiade complicaciones técnicas y no riqueza conceptual.



Por lo cual
[a. (x(t),y (t), 2 (), 1) dy —ay (x (t) ,y (), 2 (¢) ) d2] i
+lax (z(t),y(t),2(t),t)dz —az (2(t) ,y (), 2 (t) ,t)da] ]
+lay (x(t),y(t),z(t),t)de —a, (x(t),y(t),z(t),t)dy] k =0
y finalmente
dx P dy _ dz
Cay (@ ),y (), 2(t),t)  a.(z(t),y(t),2(t),1)

ag (z(t),y (t),z(t),t)
La integral de estas ecuaciones construira laslineas de flujo o curvas integrales.

Trayectorias ortogonales a las lineas de flujo

5.8.2.
Para encontrar las trayectorias ortogonales al campo vectorial o las lineas equipotenciales construimos
un campo vectorial at (z,y) que sea ortogonal en todo punto a a (z,y)
1L
N B N az (z,y) a, (,y)
a(z,y)-a(@,y) =0 = a;(z,y)a; (z,y) +ay (z,y)ay (z,y) =0 = =-
T N ay(z.y) ~ af(z.y)

donde
aJ_ (x7y) = ai_ (xvy) i— a‘;_ ($7y)j

y ahora procedemos del mismo modo pero con el campo vectorial a® (x,y)

dy __aL (xvy) _ a; (x,y)
dr y = vl = /am,y)dx

dr  ai (a,
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Figura 5.9: Campos vectoriales

con lo cual las trayectorias ortogonales al campo
x
a=-zi+yj = at =yitaj = & _ 8K y(x) = VC? + 2
x

seran curvas.

5.9. Flujo de Campos Vectoriales

Podemos también imaginar flujo de campos vectoriales. Para ello, consideramos una superficie infinitesi-
mal dS = ||dS|| fis, con i, el vector unitario normal esa superficie S. Entonces, la cantidad

dF=a-dS=a-n;dS = F=//a~dS://a-ﬁst://aﬁdS

representara el flujo del campo vectorial a través de la superficie dS. Hemos denotado ay como la componente
de a a lo largo de ny . Hay que hacer notar que F' = f fs a - dS es independiente del sistema de coordenadas
y en cartesianas puede expresarse como

dF = a“n, dS = a' cos (ﬁ) + a® cos (@) + a? cos (ﬁ/SF)

donde {al, a?, a3} son las componentes cartesianas del vector a. La idea que esta cantidad representa flujo
puede tenerse si pensamos en un fluido incompresible que fluye con un campo de velocidades v = v (r). El
volumen que atraviesa una determinada superficie en un intervalo de tiempo dt. Asi, dS definird la base

de un tubo de fluido y tendrd como “altura” la ||v|| cos (nS )dt va que la altura no tiene por qué ser

perpendicular a la base*. Por lo tanto, la cantidad de fluido que atraviesa la superficie por unidad de tiempo

45i lo es cos (ﬁ;) = 1 porque la velocidad es paralela a la normal.



viene dada por

sz(||v||cos(né ))ds_v f,dS=v-dS = F= //v ds = //v i, dS = //vndS

5.10. La fauna de los operadores vectoriales

A partir del concepto de campo escalar, presentaremos la fauna de objetos diferenciales en el espacio
tridimensional. Salvo que se diga lo contrario, utilizaremos el sistema de coordenadas cartesianas, vale decir
(¢"d",¢%) <= (z,y,2)
ry=ali)+ylj) +z|k)<=r=zxi+yj+zk

d|r) dr) olr) ,
dr = |dr) = dx d dz=d d dz |k
e jan) = (G Yao (O Y ay (G7F) az = asliy + ayl) +as )

d|r)
oxr

ar) alr)

0z

hI:H ‘:1

e

-]

ds? = da® +dy? +d2® <= g1 =g =1 gn=gy =1 g=g..=1

5.10.1. Derivada direccional, diferencial total y gradiente
Derivada direccional de Campos escalares

Para analizar los cambios en los campos escalares requerimos comparar dos “instantes de tiempo” para
ello, parametrizamos las componentes del vector y tendremos que

z:(b(l‘(t)) =g($(t)7y(t))

do (z(t),y () 0 (x(t),y () du(t) 0 (z(t),y(t))dy(t) dr ()
at = BE at y a Vo) =g
donde hemos representado
Vo (), ) = LEU DD o )it gy (2,) = 06 (,9) i) = 6 (,9) i)

oz dy

y lo llamaremos el gradiente de la-funcién. El gradiente de un campo escalar es uno de los objetos mas
utiles, el cual lo hemos utilizado de manera operacional y no nos hemos detenido a reflexionar sobre sus
propiedades.

Es claro que para una curva de nivel

g(z,y)=2=0¢(r(t)) =k =cte

do (z (t),y(t) _ dk do (z (t) ,y (t)) dr (2)
T:E:0:>T:0_V¢(x(t)7y(t))' at
dr(t)

con lo cual dado que —3;~ es la tangente a la curva, el gradiente es perpendicular a la curva. La derivada
direccional indicara la tasa de cambio del campo escalar en la direccion que apuntemos.



Figura 5.10: Derivada Direccional

En una generalizacién de la idea que surge de parametizacion de la curva o de la derivada total respecto
al tiempo
do

@ o,y

Asi es claro que, dados dos puntos M y M’ definiremos la derivada en la direccién de un vector unitario

< M'M como ; » N
Do = Vo (z,y) -0 = — = lim %M
dA M’—M ’M’M’

Tal y como se puede apreciar en la figura (5.10) la derivada direccional representa la pendiente de la recta
tangente a la curva que surge como interseccidn entre la superficie ¢ (z,y) = z = k = cte y el plano vertical
formado por el eje z y el vector unitario 0. Si se da el caso que la funciéon ¢ dependa de manera explicita del
parametro tendremos que

A6 _ 06 (x (1) .y (1).1)
dt ot

_dr (¢)

¢:¢($(t)ay(t)’t) = dt

+Vo(x(t),y(t),1)

En este punto, varias conclusiones se pueden derivar del concepto de derivada total. La primera es que
dado que, la norma de la derivada direccional a lo largo de i es

L —

Dadl| = Ve (z,y) -4l = [V (z,y)|cos (Vo (2,y),0)

(donde hemos/ denotado por Vm) 1 como el dngulo que forman los vectores Vo (z,y) y @), el valor
méximo del la norma de la derivada direccional serd

: 6 0 9o \>  [06\° [ 0¢\*
Dbl = ote.0) = Voaa= [ 22 28 = [(20)" (26", (26)

Es decir, cuando t apunta en la direccién del gradiente, o lo que es lo mismo, en la direccién de la mayor tasa
de cambio el valor maximo lo indica la direccién del gradiente. O dicho de otro modo, en un determinado




144 gf&d ¢

Figura 5.11: Direccién de méxima variaciéon en una funciéon. Gradiante y tangente de una funcién.

punto M de las superficie ¢ (x,y) = z el vector V¢ apunta en la direccién de la.mdxima tasa de cambio, tal
y como podemos apreciar en la figura (5.11).

La segunda conclusion es dado que el gradiente es ortogonal a la.superficie, los vectores perpendiculares
a él conformaréan el plano tangente a la superficie en un determinado punto.

Gradiente y flujo de un campo vectorial

Podemos utilizar la idea de flujo de un campo vectorial y generalizar la definicién de gradiente para que
sea independiente de coordenadas.

1 o )
Vo= gmado = Jin o [[6(a..)a8 = tim & [[0(e.0.2) 5, as

Esto es, supongamos que construimos un campo vectorial de la forma siguiente

a(w,y,z) =C¢(a¢,y,z) con ¢ = cte

F://sc qzﬁ(x,y,z)-dS://sc o (z,y,2) -ng dS

Es claro que esta expresion vale para todos los sistemas de coordenadas. En particular, para un sistema de
coordenadas cartesianas construimos un cubo diferencial con aristas que coincidan con los ejes coordenados.
Entonces se tiene que las caras del cubo seran con

con lo cual

dS,+ = (dy dz)i; dS,_ =—(dy dz)i
dS,+ = (dz dz)j; dS,— =—(dz dz)j
dS,y = (dze dy)k; dS.,_ =-(dzdy)k



con lo cual, el flujo por las seis caras sera

dFf = ¢ ¢($,y,Z)‘dSz++C ¢(xay,z) dSI— +c ¢(:c,y,z)dSy+
+ c¢(x,y,2) dSy— +c ¢ (2,y,2) - dS.4 + ¢ ¢ (z,y,2) - dS,—

por lo tanto

dF =cl¢(z+dx,y,2)dy dz — ¢ (z,y,2)dy dz + ¢ (z,y + dy, z) dz dz — ¢ (z,y, z) dz dz
+¢ (z,y,z +dz)de dy — ¢ (z,y, 2) de dy]
dF =c[{¢ (z+dw,y,2) = ¢ (z,y,2)}dy dz +{¢ (z,y + dy, 2) — ¢ (2, y,2)} dw dz+
+{¢(z,y,2+dz) — ¢ (2,y,2)} du dy]

Desarrollando por Taylor hasta primer orden porque estamos considerando un “cubo diferencial” tendremos
que

a¢ (x’ y? Z)
ox

9¢ (,y:2)
dy

0¢ (x,y,2)
0z

¢ (x+dx,y,2) = ¢ (2, y,2) + dx

¢ (x,y+dy,2) = ¢ (x,y,2) + dy

¢ (v, y,2 +dz) = ¢ (z,y,2) + dz

Con lo cual

0z

09 (,y, 2)
ox

dF = dz dy dz—i—agﬂ%z—)dy do dz +

ox dy 0z

CdAF RB=R 1 1 A
Vo= G = dim g =Jim s [[ oG as = g 5 [ @) aas

Nétese que hemos supuesto que AV = Vo =V y que Fp = ffs ¢ (z,y,2)dS. Que quiere decir que tanto
V1 ~ 0 con lo cual el flujo a través de un punto se anula, F; ~ 0.

Gradiente y coordenadas curvilineas

La generalizacién de la expresion del gradiente en coordenadas curvilineas es inmediata a partir de
diferencial total de una funcién ¢ (ql7 72, q3) . Esto es

¢ (¢*, 4%, ¢%)

o ("% ) =0¢(7) = do= d¢/ = ¢ (¢",¢%,¢%) - dr

dgl
CO
’ Vo (d',d* ¢*) = L0 {e1] + L 99 <6|+71 % (es]
o ‘am gt ! ‘am a2\’ ‘m g\ ®
dqt 0q2 dq3




or or or alr) alr) alr)
dr = ( =—d¢' + z—d¢® + =—=d dg' + || == d¢? dg®
r <8q1q+8q2q+8q3q> :Hé)ql le1) q+H8q2 lea) + o les) dg
ya que
1 9r) o) = 1 9r) 1 9r)
8(]17 2) — 6(]37

9q?

BEl ] " T

Es decir, la forma general del gradiente para un sistema de coordenadas curvilineas es

00 e+ 2 e+ D ey
hy Oz hy 022 "2 T g 978

V¢ =grad¢ =

e1) +

= /g el factor de escala que acompana a la base |e;).

5.10.2. Divergencia y flujo en campos vectoriales

Viendo con un poco mas de cuidado la expresién para el gradiente tenemos

o) 2 lea) 0\ 0 ) 8 Y o) 0
hi 031 hy 022 'Y T hy 92° (h), O

v<¢>=grad¢=< b

Donde hemos indicado por (h), al factor de escala y no implica suma. La suma estd indicada entre las

componentes % = 0; y los elementos de la base {|e;)}. Con esta inspiracién podemos construir un operador
vectorial

(e 9 (ea] 9 (es| 9
= ATl =
H(hl,hg,hg) 8I1 f(hl,hg,h3) 8I2 g(hl,hg,hg) 89&3
con lo cual, si cuidamos el orden de operacién, podremos realizar un “producto escalar entre dos vectores”
(e1] 0 (es] 0 (es] 0
Via=(——1211 - A\l = 4 VS
@ <’H(h1,h2,h3) 0L T F(h, hoy i) 02+ G, s, Ii3) O

VvV =

) (a1 ler) + a® lea) + a? |€3>)

v.ae_ tal  9(aller) +ales) hafes) (2] 9(aller) +a?ea) +a? |es))
= H (I, hos g 971 F (b1 hay og) 072
{es] 9 (a'|er) +a?|ez) + a?|es))
G (h1, ha, h3) 013

y hay que tener cuidado con/la posible variacién de los vectores base. Consideremos en caso de coordenadas

cartesianas, (z',2%,2%) = (#,y, z), donde la base {|e;)} = {|i),|j),|k)} es constante. Entonces tendremos

de forma inmediata que

aa’ ( )_aa ( <)Eaaz(x,y,z)+5ay(x,y,z)+8az(ﬂc,y,z)

V-oas o oz dy B

Divergencia como medida de flujo

El significado fisico de la divergencia puede comprenderse si consideramos la siguiente definicién, inde-
pendiente del sistema de coordenadas

dlvaEV-a—W V_> V//a dS_hm—//a nSdS—hm—//andS



Es decir, el flujo por unidad de volumen. Otra vez, para un sistema de coordenadas cartesianas construi-
mos un cubo diferencial con aristas que coincidan con los ejes coordenados. Entonces se tiene que las caras
del cubo seran con

dS,+ =(dy dz)i; dS,- =—(dy dz)i
dSy;+ = (dz dz)j; dS,— =—(dzx dz)]
dS.. =(dx dy)k; dS,_=-—(dzdy)k

El flujo por las seis caras serd
dFF =a-dS,+ +a-dS,_ +a-dS,; +a-dS,_ +a-dS.,; +a-dS,_
con lo cual

dF

ag (x +dz,y,z)dy dz — ay (z,y,2) dy dz + ay (x,y + dy, 2) dz dz — ay (2,y, 2) dz dz

+

a, (xaya zZ+ dZ) dx dy —a; (xaya Z) dx dy

[ax (Jj + dl‘,y, Z) — Qg (Jja y: Z)] dde + [ay (x7y + dy7 Z) - ay (l',y, Z)] dJIdZ
+ ez (29,2 +dz) — az (2,9, 2)] dedy

Desarrollando por Taylor otra vez, tendremos

day (zyy, 2)
dx

Oay (2,9, 2)
dy

Oa, (r,y,2)
0z

az (z+dz,y,2) ® ag (z,y,2) + da

ay (v,y +dy, z) = ay (z,y,2) + dy

a, (x,y,z+dz) = a, (z,y,2) + dz

y obtendremos

ap = 20@9.2) 4 g Q@ Y2) g g, 90 @82 g,
Oz Jy 0z
Ca.dS— Oay (z,y, 2) n day (z,y, 2) N da, (z,y, 2) v
ox oy 0z

Consecuentemente

F://Sa~dS:///v (aam(;’cy’z)+aay((j;”g;y’z)+aa“(gz’y’z)>dv///V(V.a)dv

La primera conclusién es que podemos convertir una integral de superficie cerrada de un campo vectorial,
en una. integral de volumen encerrada por esa misma superficie. Lo hemos demostrado para el caso de
coordenadas cartesianas, pero como el flujo F' = [, g @-dS es un escalar, esta afirmacién vale para cualquier
sistema de coordenadas. Esto se conoce como el Teorema de la Divergencia el cual veremos més adelante
(ver seccion 5.12.1 en la pdgina 263). A partir de este teorema tenemos que si la divergencia de un campo
vectorial en positiva lo interpretaremos como flujo hacia afuera (saliente) del volumen V' encerrado por la
superficie, S, y si la divergencia del campo es negativa tendremos flujo entrante. Como ilustraciéon puede ver
el ejemplo de la pagina 245.




Divergencia y coordenadas curvilineas

Para encontrar la expresién para la divergencia en coordenadas curvilineas generalizadas partimos de la
definicién invariante de sistema de coordenadas

diva=V- a_hm—//a dS_hm—//a ngdS—hm—//andS

Al igual que procedimos en coordenadas cartesianas, ahora consideraremos un “paralelepipedo curvilineo”
con tres de sus aristas alineadas con el sistema ortogonal curvilineo. Las caras de este “paralelepipedo
curvilineo podran ser representadas como

dS,iy = (ds_)qz d$_>qs)dq1 le1) ; dSy_ = — (ds_wz ds_>q3) le1)
dSp2y = (dsﬁqs dsﬁql)dq2 les) ; dS,2 = — (ds%qa ds%ql) lea)
dSq3+ = (dsﬁq1 dsﬁqz)dq3 |€3>; dSqS, = — (dsﬁql dsﬁq2) |€3>

donde denotamos ds_,4 el arco de curva a lo largo de la coordenadas curvilineas generalizada q'. Los
paréntesis (-)4 g indican que esta superficie es evaluada en ¢* 4+ d¢* Adicionalmente, es de hacer notar que

(d8_>qi) = /gadq' = hydg®, aqui los indices repetidos NO indican suma
Ahora bien, dado que |a) = a = a’ |e;), el flujo por las seis caras serd
dFF=a-dSp.+a-dSp_ +a-dSpy +a-dSp2_ +a:dSpsy +a-dSgs_

Para comenzar vemos que es el flujo del campo vectorial lo que esta siendo evaluado en dos puntos distintos.
A lo largo de ¢' vemos que

a-dS,_ = (al (ql,qz,q?’) hzhg) dg?dg®

a-dSp_ = (a2 (ql,qQ,q?’) hghl) dg®dgt

a-dS;_ = (a3 (ql,q2,q3) hlhg) dgtdg?
con lo cual es el flujo lo que debemos desarrollar por Taylor.

9 (a* (¢', 4%, ¢*) hohs)

a' (¢* +dq', 4%, ¢°) hahg = a' (¢', 4%, ¢°) hahs + 7 dg'
2 1 .2 .3 hah
a®(q',¢* +dg* ¢*) hshi = a® (¢', 4%, ¢°) hah1 + O(a* (@4, ) ha 1)dq2
0q>?
3 1,2 .3 h-h
a® (¢"+dq',q%, ¢*) hiha = 0® (¢", 4%, ¢°) haha + O (" &) In 2)dq?’
oq3

Noétese que el caso cartesiano no se hizo explicito este hecho por cuanto hg = ho = h; = 1. Entonces el
flujo por el caso de coordenadas curvilineas sera

0 (a' (¢*, 4% ¢®) hahs
Ogt

2(,1 2 3 hah
a (q »q 7Q) 3 1)dq2dq3dq1+
0q>
0 (a® (¢, 4% ¢%) hihs
+ o

dF = )dqldq2dq3 + o

)dq3dq1dq2



Si recordamos que

AV = (ds_q1) (dsoq2) (dsogs) = V/g11 dg' /922 dg*\/gss dg® = hihohs dg'dg®dg®

donde denotamos ds_,4: el arco de curva a lo largo de la coordenadas curvilineas generalizada ¢*.
Tendremos que

aF 1 (5(a1 (¢', 4% ¢°) hahs) N 9 (a® (¢*, ¢, ¢*) hshy) N 9 (a® (¢*,¢*, ¢%) h1h2)>

W N h1h2h3 3(]1 8q2 8(]3
con lo cual identificamos la forma genérica de la divergencia en coordenadas curvilineas

L 1 0 (a* (¢, ¢ ¢®) haehs) 0 (a® (¢*, 4% ¢*) hsh1) 0 (a® (¢*. ¢ ¢*) haihg)
diva=V.a= Teihalts ( ag1 + o + BYE .

Un par de ejemplos

= La ecuacion de continuidad

El primero de los ejemplos que consideraremos es la ecuacién de continuidad. Consideremos una su-
perficie cerrada S que encierra un volumen V. Esta superficie estd inmersa enun fluido, de densidad
p(r,t) que fluye con un campo de velocidades v (r,t). Supondremos ademds que el volumen V' que
encierra la superficie S no cambia de posicién, con lo cual, la variacién de masa del fluido contenido

en este volumen es o ( / / / dV) / / / ap L)

Entonces, la variacién de la cantidad de fluidoencerrada por la superﬁ01e S serd igual a la cantidad de
fluido que escapa (o ingresa) a través de esa superficie. Esto es

I 2ty == [[oen v we as =~ [[[ v viwnpmnar

con lo cual
/// (ap il '(V(r,t)p(r,t))> dVv=0 < WJrV.(V(r,t)p(r,t)):o

y esta ultima representa la ecuacion de continuidad en dindmica de fluidos.

= Fuentes y sumideros

El segundo ejemplo es un célculo explicito que ilustra la interpretacion de la divergencia como medida
de flujo de un campo vectorial. Consideremos un campo vectorial de la forma
r q .
a(r) = ¢3= 3

r2

B 1 0(ay (r,0,9) hohy) 0 (a(r,0,¢9)hohy)  0(ayp (r,0,¢9) hehg)
VA= ( or + 0 * B
1 9 (%r?sen(d))

T2 sen(0) or =0




ya que en coordenadas esféricas, h, =1, hg =71, h, =rsend.

Noétese que el origen del sistema coordenado (el punto r = 0) no estd definido porque no lo estaba en el
campo vectorial original a (r) = ;%1,. Con lo cual, se tiene que si la superficie S no encierra a r = 0,
entonces el flujo a través de esa superficie sera nulo

://Sa-dS:///V(V-a)deo.

Es decir, todo lo que entra sale. Sin embargo, si el volumen contiene al origen de coordenadas no
b) )
podemos decir nada por cuanto hay una indeterminaciéon en la expresion de la divergencia.

Consideremos con més cuidado este caso de la aplicacion del Teorema de la Divergencia, en el cual la
superficie S contenga el origen de coordenadas. Es claro que el volumen contenido entre dos esferas
de distintos radio 7 < 7, centradas en el origen y con superficies S y S respectivamente no contiene al
origen y por lo tanto el flujo serd nulo

o= v =on [fanass [fanos

Pero el campo vectorial sobre la superficie S de la esfera de radio 7 es

a:f%ﬁ,, y nz = —u,, con lo cual //ga.ﬁgdgz/Lf%ﬁr.(—ﬁr) dgz—//gf%dsﬁg ds_,

es decir,

e 27
//a n, ds = // ds_p ds—p = / —7‘ sen(6)dd dp = q/ sen(9)d9/ dyp = 4mq
0 0

ya que: dS = hydf heydy = 7df 7sen(f)dp. Con lo cual, tenemos que el flujo de un campo singular en
un punto (el origen de coordenadas), a (r) = %1,, a través de una superficie que encierra ese punto
singular, no es nulo y es igual a 47q. El campo vectorial a (r), se denominard campo de una particula
fuente si ¢ > 0 y campo de un sumidero si ¢ < 0.

5.10.3. Rotores, Lineas de torbellino y Circulacion

Del mismo modo como hemos venido.procediendo, haremos otra operacién vectorial con el operador
nabla V. Tendremos entonces el rotor o rotacional actuando u operando sobre un campo vectorial V x a.
En coordenadas cartesianas podremos expresar esta operacién como

ik 8ak

ijk _
V xa=¢e""0ja3 |e;) = gt e le;) =

(agag - 830,2) |61> + (83(11 - Blag) |62> + (alag - Bgal) |€3>

i 5k
V xa=(0ya,— 0.ay)i+ (0.ay — 0za.)j+ (Opay — Oyay) k=| 0, 0y O.

Gz Gy G

El rotor de un campo vectorial genera otro campo (pseudo) vectorial llamado campo rotor del campo
vectorial. Por razones que serdn evidentes enseguida, las curvas integrales de este campo rotor se denominan
lineas de torbellino.



Lineas de torbellino
Consideremos el siguiente campo vectorial en coordenadas cilindricas para z > 0

R . . -2y . YA .
a=zu,=z[—sen(p) i+ cos(yp) j] = 1+ J
Vai+yr 2+ y?

con lo cual el campo rotor del campo vectorial a sera

i j k
b:an(m,y,z):Vx (_\/’Zy 2i+\/zx 2j>: 8xy ay 82
e+ e+ -z zZx 0
y Y \/x2+y2 \/12+y2
x y z

- - - + k
\/x2+y21 Va2 vy Va2 +y?

Es claro que el campo vectorial y su campo rotor son ortogonales

zy . L zx o, x ) Y oy z K 0
/22 + 12 /22 + 12 NZETe N o
Tal y como se detallé en la Seccién 5.8 de la pagina 234 las lineas de flujo se construyen a partir de un
vector diferencial paralelo a campo vectorial en cada punto. Esto es, si

ik
b=V xa(z,y,2)=| 0, 0y 0. |=(0ya.— 0.ay)i+ (0.a; —0za.)j+ (0zay — Oyaz)k

Gz Gy G
tendremos que
dx dy dz

draab=V xa(zx,y,z) = = = =dA
( ) by (x,y,2) by (x,y.2) b.(x,9.2)

o lo que es igual a

=AY N7 W&
B (ayaz - azay) - (0202 — 0ra) a (away - 8ya90)

donde hemos parametrizado la curva con A.

Por lo tanto
N s e I
—y P

—x

Las dos primeras ecuaciones proveen

d
Ii:% = y(z)=2C; =
d _ ~ ~
K= = v =G
con ) .
CIZCte; 01:—72656; 62:—7120101:(3te

1+ (Cy)? 1+ (Cy)?



Figura 5.12: Rotores de un campo vectorial, lineas de torbellino

finalmente
L”yzdz:(ﬂ;&%: L z N_Y-* _
z VEEY e 14(@)) A1+ ()’

d _
dx

>

con lo cual

z
A
Lineas de campo ortogonales a superficies

Hemos visto como la condicién dr oc b = V X a(z,y, z) encuentra lineas (de torbellino) perpendiculares
al campo a(z,y, z). Uno también puede plantearse encontrar el conjunto de superficies para las cuales las
lineas de flujo del campo vectorial, a (z]y, z), sean perpendiculares. Para ello suponemos que existen estas
superficies y que se representan, matemdticamente, como un funcién ¢ = ¢ (z,y, z). Por lo tanto:

Voaoal(r,yz) = Vx[y(zyz)aley,z2)]=Vy(ryz) xa(ryz2)+v(y2) Vxa(r,yz) =0

es decir, V¢ es proporcional al campo a(x,y, z) y al aplicar el rotor a ambos miembros se anula. Mds ain,
al proyectar sobre el mismo vector a la ecuacién de la derecha nos queda

a(.’E,y,Z) : [V'y(x,y,z) X a(m,y,z)] —‘r&(iC,y,Z) : [W(x,y7z)V X a(x7y,z)] =0
ambos sumandos-se anula por definicién de producto vectorial, pero el segundo sumando
3(177%2’) ' [V X a(z7yvz)] =0

impone una condicién sobre el campo independiente de la funcién de proporcionalidad.
Por lo tanto, la condicién necesaria y suficiente para que las lineas de flujo de un campo vectorial a (x, y, z)
sean perpendiculares a un conjunto de superficies ¢ = ¢ (z,y, 2) es

a(z,y,2) [V xa(zx,y,2)]=0.
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Figura 5.13: Idea sobre el significado fisico del rotor

Circulacién de un campo vectorial

La idea (y el nombre de rotor) surge de la idea de rotacidn (jcirculacién?) que este operador descubre
al ser “aplicado” a un campo vectorial. Como se muestra en la Figura 5.13, la idea intuitiva es colocar un
“detector” de rotacién inmerso en el campo. En este caso es un par de aspas e imaginamos que el campo
vectorial representa un campo de velocidades de un fluido: Si el fluido hace girar las aspas en sentido horario
(tirabuzén o sacacorchos derecho hacia arriba) diremos que el campo tiene una “circulacién” positiva y el
rotor del campo siempre serd positivo en esa region. Si es a la inversa, diremos que el campo tiene una
“circulacién” negativa y el rotor también lo serd en esa region. Finalmente, si el par de aspas no rota, el
campo tendra una circulacién nula o no tendra circulacién y su rotor serda también nulo en esa region.

Para concretar esta intuicién de forma matemdtica, procedemos de la siguiente forma. Suponga una
circunferencia con radio r = 2, la cual viene descrita paramétricamente por el radio vector

r(p) =2cos(p)i+ 2sin(p)j = dr = 2[—sen(p)i+ cos(p)j] dp

y nos planteamos “hacer circular el campo” a lo largo de la esa trayectoria. Esto es realizar la siguiente
integral

I'= %a -dr = /0 ’ z (—sen(p)i+ cos(p)j) - 2 (—sen(p)i + cos(p)j) dp = 4nz

El campo vectorial a =z (—sen(p)i+ cos(p)j) estd representado en la Figura 5.12. Hemos utilizado el
simbolo. ¢ para denotar la integral de linea en un circuito cerrado. Es la primera idea de integrales de
campos vectoriales que veremos con mas detalles en las seccion 5.11.1. Uno hace el producto escalar a-dr y
luego integra.

Es interesante comparar este resultado con el flujo del campo de rotores a través de la superficie que



delimita la circunferencia de radio r = 2. Vale decir

an~ﬁ5dS:// oY 54— % k|.kdzd
//( ) <\/m2+y2 \/9172—1-312J Va2 +y? /

2 2m
:Z// drdy :z//d”’dazz/ dr [ d0=der
Va2 +y? r 0 0

Esta “coincidencia” no es tal, corresponde a otro Teorema Integral para campos vectoriales, el Teorema
de Stokes (ver seccién 5.12.2 en la pagina 269) mediante el cual se convierte una integral cerrada delinea de
un campo vectorial en el flujo del campo de rotores. Este teorema lo estudiaremos con detalle en la seccién
5.12.2

La idea de circulacion se puede generalizar a un campo vectorial genérico,

a=ag (,y,2)i+ay (v,y,2)j+a: (z,y,2) k
con lo cual, la integral de linea cerrada, a lo largo de una circunferencia de radio; r; en el plano xy sera
2m
I'= %a ~dr = {a'w (l‘, Y, Z) i"’ay (3"’ Y, Z)j+az (a:7 Y, Z) k} ' (—T‘ Sen(@)i + TCOS((p)j) d(p
0

y suponiendo r < 1 podemos desarrollar por Taylor las componentes del campo vectorial en al plano xy
alrededor del origen de coordenadas r, , ~ 0. Esto es

a, (:E,y,O) _ a$|r:0 +z %L; - +y 651; . 4= a’l‘|r:O + rcos(@) Baa; |r:0 + TSGH(QO) 651; r=0
da, da, da, day,
Cly ($7y’ O) — ay|r:0 +x aa; Y + Yy aiyJ o 4+ .= a?/‘r:o —+ ’I"COS(()O) % 0 + TSGH(‘P) (‘:)LyJ r—0

Por lo tanto, la integral de linea nos queda como

27
Oay
= .dr = —agl_
fa r /; |:a |T‘—O+TCOS(80) 8.’1: —0

27
Oay
+/0 {ayb_o + rcos(ip) B
B da,

da
X cdr = 223 9% 3
F—j{a dr ﬂr{ax L 3y }—FO(?“)

Finalmente vemos que la componente del rotor en el origen del plano x,y es igual al limite de la circulacién
a lo largo de una curva cerrada, dividida entre el drea de la superficie que encierra la curva cerrada.

<z

+ rsen(yp) ] rsen(p)de+

r=0 ay

Oay
+ rsen —
() oy

e

r=0 r=0

con los cual

r=0

T

Oay
—_— 1m
r—0 7712

ox

B Oay
dy

r=0

r=0



Rotores y velocidades angulares

Considere un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje con velocidad angular w. Entonces la velocidad
tangencial de un punto P, con una posicién r medida a un origen O situado en ese eje, siempre es

V=wXr=1i(wyz—wy) +Jj(w:x —wyz) + k(wyy — wyx)
y su rotor sera
i j k
V x v = (0yv; — 0,0y) i+ (0:vg — 0g0.)j + (Oxvy — Oyvz ) k=| O 0y 0.
Vp Uy Uy

es decir, por ser un cuerpo rigido la velocidad angular w es independiente de r; o lo que es lo mismo, todo
el cuerpo rigido tiene la misma velocidad angular. Con ello tendremos que

V x v =9 ure; = €70 e mw'r™e; = (5f5fn — 5%5{) 9; (w'r™) e

= (5?5?,1 — 6&6{) wl5;-"ez- = (Swi — wi) e, = 2w'e; = 2w
sin indices hubiera sido

(V xv), = (0yv: — 0:vy) = 0y (way — wyx) —
(V xv), = (0:05 — 0y0:) = 0 (wyz — w:y)— 0s (wgy — wyx) = 2wy
(V xv), = (0,vy — Oyvy) = O —

O (w8 — Wy 2) = 2w,

b (W T = Wy 2) — Oy (wyz — w,y) = 2w,

Otra vez, el rotor de un campo de velocidades de un cuerpo (que rota) “detecta” su velocidad angular.

Rotores y coordenadas curvilineas

Una vez més recurrimos a una definicién para el rotor independiente del sistemas de coordenada

V x a=rota = lim l//dea: h'ml//ﬁsxadS
v—oV vosoV

y del mismo modo que calculamos el flujo a través de las distintas capas de un volumen podremos (no lo
haremos y se lo dejaremos al lector) demostrar que

h1e1 h2e2 h3e3

0 (h;: 1
AL Vi lgwk (ak;lk) i]:hhh o 37 7
Ik 4 VR hiar hoas  haag

donde 1os indices repetidos 4, j, k indican suma; j y k no indican suma sino que replican los valores de los
indices j, k.
Explicitamente

el a(h?)ag)a(hzfm)}+ e {3(h1a1)8(h3a3)]+ es [8(h2a2)8(h1a1)

ta—
oA o hs | 0g2 g hihs | OF aqt hihy | Oq" 3¢



5.10.4. Formulario del Operador nabla, V

El operador nabla, V, en las férmulas anteriores actia como un operador lineal. Esto es, dadas ¢ (r) , x (r) , ¥ (r)
funciones escalares de variable vectorial y a y b dos campos vectoriales cuales quiera, se puede generar el
siguiente formulario, el cual debera ser demostrado por el lector

Vi(p+xy)=Ve+V(x)=Veo+pVyx+xVi
V-(a+¢b)=V.-a+¢9V-b+Vp- b
Vx(at+teb)=Vxa+Vx(pb)=Vxa+Vexb+eVxb
y también, si consideramos las cantidades a-b y a x b tendremos

V(a-b) = [0 (a’b;)]e; = (V-a)b+(V-b)a
V- -(axb)=20" (5ijk ajbk) = (aijkaiaj) b+ (Eijk(“)ibk) @’ =(Vxa)-b—a-(Vxb)

Vx(axb)=(b-V)a—b(V-a)+a(V-b)—(a-V)b

es claro que
a(V-b)#(b-V)a < d (9'b;) #b;0"d
por cuanto en las partes izquierdas las derivadas actian sobre las componentes de b, mientras que en las
partes derechas es sobre las componentes de a.
Otros casos importantes se presentan cuando los campos escalares.y/o vectoriales son a su vez funciones
de un campo escalar. Es decir, funciones compuestas. Esto es

v=1¢(x(r) y a=a(x(r).
En este caso, tendremos
dyp da da
Vi (x(r))=—Vyx; V-.a(x(r))=Vx:-—; Vxa(x(r))=(Vyx)x—
(x (r)) dy (x (r)) Iy (x (r)) = (Vx) N
Para demostrar, por ejemplo, V -a(x (r))= V- g—;, utilizamos la estrategia de Taylor y expandimos el
campo vectorial alrededor de un determinado punto, digamos r = rq arbitrario. Esto es

da 1 d%a
a=al(rg) + — x(r)—=x(ro)) += —5 x (r) — x(r +
(10) + e (VL= x )+ 5 35 O (e) = x ()
aplicando la divergencia a ambos miembros queda como
da 1 d%a 9
Veas Vel £ () - x| + 5V S| x| +

con lo cual

da d?a d3a

Vea= —| -Vx(r)+(x(r)—x(r)) ——| - VxE) +z(x(E)—x(ro) 5= X (r) +

dX ro dX ro d ro

esta relacion vale para todo r, en particular para r = rg. Con lo cual
da da
V. =—| -V = V.a=—"V
al,, axl.. x (1) a= g Vx (r)

ya que rg es arbitrario, con lo cual queda demostrado.



5.10.5. Nabla dos veces y el Laplaciano
Formulario de Nabla dos veces

Considerando a Nabla, V, como un operador surge la pregunta de su aplicacion repetida sobre distintos
objetos. Consideremos primero las siguientes expresiones en coordenadas cartesianas. Esto es

V. V¢=V¢=Ap=00¢
V x Vo =c"%0;0r0 e, =0
V(V-a)=09"(da;)e;=0"0a; e
Vx(V-a)=V-:(Vxa)=0

V x (V X a) = eijkﬁjeklmalam €e; = ((5;(55,1 — 6%6{) 8j81am e; = 6i8jaj e; — 8j8jai €e;
Vx(Vxa)=V(V-a)—Aa

Laplaciano y campos escalares

Maés alld de la gimnasia de indices para determinar la expresion de la relaciéon vectorial, quizd la mas
. . . . 2 .
importante de las aplicaciones es el Laplaciano, V? = A, el cual en %i? y en coordenadas cartesianas puede
expresarse Como:

La importancia el Laplaciano reside en que la mayor parte (casi todas) las ecuaciones de la fisica matemdtica
son ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales) de segundo orden y el Laplaciano las genera en el espacio.
Adicionalmente la solucién a la ecuacién arménica

Ad = 0'0ip = Opud + Oyyd + 0226 =0

es de importancias en varias areas de la fisica.
Se puede demostrar facilmente que el Laplaciano cumple con

A(p+CY) =L+ CAY;  A(PY) = ¢AY + PAG+2VY - Vo
considerando las expresionespara el gradiente y la divergencia en coordenadas curvilineas

106, 106, 106,
VO o T o o g™

V-.a

1 9 (a' (¢*, 4% ¢®) hahs) +8(a2 (¢". 4% ¢*) hsh1) +8(a3 (4", 4% ¢*) hih2)
 hihahs gt oq? oq®

respectivamente, es facil llegar a la expresién para el Laplaciano en coordenadas curvilineas

o mg L [0 (M99 9 (mhso) . 0 (hahi oo
v¢_A¢_h1h2hg Ogt \ hy O¢* +8q2 hy 0Oq? +6(]3 hs O¢3 ’




Laplaciano y campos vectoriales

Inspirado en la forma que toma un campo vectorial en coordenadas cartesianas, definiremos el Laplaciano
de un campo vectorial como la relaciéon

Aa=V(V-.a)—Vx(Vxa)
Desarrollando esta expresiéon en coordenadas cartesianas tendremos que
Aa= [81 (8jaj) — (aiajaj — 8j8jai)] e, — Aa = (6j8jai) e; = (Aaz) €e;

Es decir, que el Laplaciano de un campo vectorial, expresado en coordenadas cartesianas, es igual
al vector cuyas componentes son los Laplacianos de las componentes del campo original. Es importante
resaltar que la expresiéon Aa = (Aai) e; se cumple Unicamente en coordenadas cartesianas pero la definicién
que hemos propuesto, Aa =V (V -a) — Vx (Vxa), es una ecuacién vectorial y es, por lo-tanto, vdlida en
cualquier sistema de coordenadas.

El Laplaciano de campos vectoriales no lleva construir un formulario de relaciones facilmente demostrables

A(Ve) =V (A¢); V-(Aa)=A(V-a); Vx(Aa)=A(Vxa).

5.10.6. Derivadas Direccionales de Campos Vectoriales
El concepto

Formalmente y como siempre la misma idea de derivada como cociente incremental. Dados dos puntos
Py y Py y un vector u que los une (va de P, — P»), entonces por definicién

Dy | >_%— im 20 —al?) £ (?)i:(iai>— i @ (P2) —d' (Py)

du Py— Py P2 — P1

= 1
Py—Py P, — P

por consiguiente, si a, tiene por componentes cartesianas (en general cualquier sistema de coordenadas

da, day da.
du ? du’ du

en la derivada direccional de un campo escalar que presentamos en la seccién 5.10.1, podemos construir la
expresion para la derivada direccional de cada una de las componentes del vector %. Esto es

ortogonales) (ay, ay,a,) las componentes del vector derivado serdn ( ) De modo que inspirados

de da’ da

T =D|w¢=Vo-u=u'dip = ™ =u-Va' =u'0;a" = Dy la) = i (u-V)a
Otra vez, en coordenadas cartesianas se tiene que
in g d (o) i
Dya=(u:V)a=(v'da’)e; = Dy (o) = = =(u-V)(e) =u'di(o) .

Un ejemplo: el campo de aceleraciones de un fluido

El ejemplo més estdndar es la descripcion del campo de aceleraciones de un fluido en movimiento. El

campo de aceleraciones de un fluido, como de costumbre, es la variacién del campo de velocidades respecto
al tiempo. Esto es, a = ‘i—‘t’. Para escribir la expresion de este campo de aceleraciones, supongamos que un

fluido se mueve y registra un campo de velocidades v = v (r,t) el cual, en general, serd inhomogéneo y no
estacionario. Identificamos una porcién del fluido (particula) cualquiera y observamos que en un intervalo



Figura 5.14: Contribuciones a la variacién de la velocidad en un fluido

de tiempo dt esa porciéon identificada se mueve de P, — P, y registra un incremento en su velocidad de v
en Ppav+dvenPs:

v(P) =v(rt) y v(P)=v(r+dr,t+dit) .

Tal y como ejemplificamos en la Figura 5.14, este incremento proviene de dos contribuciones. Una, llamada
local, debido a el cambio en la variable temporal y otra, por la comparacion del vector velocidad, v, en dos
posiciones (traslacién espacial o contribucién convectiva).
ov dv
dvy = —dt dvy = —du
Y Y T du
Visto de otro modo un poco més informal, dado que el ‘campo es funcién de dos variables y una de ellas

vectorial
v=v(rt) = a:dl:a—era—v
’ dt  or ot
De la discusién anterior es claro que 3—;’ es la derivada direccional del campo de velocidades a lo largo del
vector unitario u que apunta de P, — P, Ahora bien, para este caso tenemos que:

\%

du=lidreffy  du=v[[dt vy = u=—
v

con lo cual la derivada direccional queda como

dv 1

—=-—(v-V)v
du vl

y finalmente la aceleracién como
_dv 1

ov , 1 .
a=—=—(v-V)v+ — = ad' =-— (Vv -V)u'+
dt v ot gl

vt
ot

donde hemos representado las componentes cartesianas de los vectores velocidad y aceleracién como v* v a,
respectivamente.

Es importante hacer una reflexién un poco mas fisica de las contribuciones. La contribucién local proviene
de la variacién del vector (por la dependencia temporal) alrededor del punto, sin importar la direccién que
sigue al particula y la contribucién convectiva proviene de la inhomogeneidad del campo de velocidades. Esto
es de la variacién del campo de velocidades segtn la direccién que siga la particula.



5.10.7. La Derivada Covariante

En un sistema de coordenadas generalizadas {q'}, las bases locales {e;} son funciones de las coordenadas,
de decir _ _
ei=ei(d',¢*,¢°), e =e'(d",¢’ ¢
por lo que el diferencial de cualquier campo vectorial A = A(r) viene a ser:

dA =d (4;e') = e'dA; + A;de’, dA =d(A'e;) = e;dA" + A'de;

por lo tanto, las bases de las coordenadas generalizadas también cambian punto a punto. Entonces resulta
que

0A .
dA == 7(1 J - — N T~ - — A~ € T
¢’ T = ogl ol © oy ¢’ et ol

Las componentes covariantes o contravariantes del vector % vienen a ser las componentes-de un tensor de

segundo orden llamado la derivada covariante del vector dado. De esta manera, la derivada covariante de un
vector covariante tiene como componentes:

0A

L= — . e;
i35 aq] i

mientras que la derivada covariante de un vector contravariante tiene componentes
i 0A
=€
3 aq]

%

Notemos que si el campo vectorial es homogéneo, es decir, tiene magnitud y direccién constante, entonces
podemos ver lo siguiente:

A= Ale; = (A" +dAY)(e; + de;) = e;dA"+ A'de; +dA'de; =0
si nos quedamos sé6lo con los términos a primer orden:
dA = e;dA" 4+ A'de; = 0

esto significa que:
OA . o ,
——dd? = A*.do? = L—
8qjdq Aldg? =0 = A" =0
La derivada covariante de un campo vectorial homogénero es cero.

Desde un punto de vista geométrico, un campo vectorial homogéno se puede interpretar como el resultado
de desplazar al vector A paralelo a si mismo por todos los puntos del espacio, esto significa que la condicién
Afj = 0 podria ser considerara como la condicién del desplazamiento paralelo.

Por otra parte, notemos que segtin lo visto anteriormente

" 0A . OA’ de; 0A 0A; oe!
?':‘.'62:7, Ali.'el Azfe: 1+Aie
37 an aq] 8q] Y “J 8q] v aq] L 8q] v
donde hemos usado el hecho de que e; - €/ = 65 .
Se puede apreciar que % se puede escribir como una combinacién lineal de los vectores base

oe; e\’ ; Oej i
ot = (o) o= (e 5t ) o= e



donde hemos introducido la siguiente notacién:
Oe; oe’
0q ol
Estas cantidades se denominan Simbolos de Christoffel del sequndo tipo y en realidad viene representado por

27 componentes.
Por lo tanto, podemos escribir ahora

i i : . Jo_
k=€ y de manera equivalente: IV, =e; -

i 9A! i Ak i i Ak 04; k k
A;j = g’ + ijA =0;A" + Fjch y A= dqi - FjiAk =0;A; — FjiAk
el signo menos en la segunda ecuacion es debido a que
d(e; - e’) . 0e; e’
—— =0 = & = —€; " —
Oqk € OqFk © OqFk

Ademas, se tiene el hecho de que los Simbolos de Christoffel son simétricos bajo el cambio de los dos indices
inferiores

i i
gk = Lig-
En conclusién: 9A N
0 A;]el 0 o0 Aje

Tenemos entonces que la derivada covariante de un campo vectorial toma en cuenta no sélo el cambio
en el campo mismo, a medida que nos movemos a lo largo de las curvas coordenadas, sino que también da
cuenta de como cambian las bases. Por lo tanto, si las bases no varfan al pasar de un punto a otro (bases
rectangulares cartesianas) los Simbolos de Christoffel'se-anulan y la derivada covariante no es més que la
derivada normal.

Los Simbolos de Christoffel pueden calcularse a partir del tensor métrico y de su propiedad de simetria.

i piyo L 0en o 0ei\ _Lfa o Oek a0
(Tj +Thy) = 5 (e a7 ¢ 3q’“> "2 <(g o) g T Gy
9 9 Ve nde o Oe| 1\ 0w 99y o Oej - Oex
{aqj(el ek)"’aqk(el ej)—ex aq €j aqk:| 29 [aqg‘ gk €k dq! €j aq'
il {3911@ Ogi; O(e; 'ek):| _ Lo {391k O0gi; agjk]

%
ik

gl gk dq

2

gl 9k og

Hemos llegado entonces a la siguiente e importante relacién:

i 1oy [aglk 0915 agj}c:|

Jk T 9

9¢9 ' 9¢F  aq

Es importante tener en cuenta que la derivada covariante es un tensor, a pesar de que la derivada parcial
y los Simbolos de Christoffel que conforman la suma no lo son, es decir, la combinacién de estos dos objetos
que no-son tensores forman un tensor. Es también importante definir los Simbolos de Christoffel de primer
tipo

aqj aqk aan

1
Dijre = gl = S9ug g0 ok agm

Im {aqu O9mj 59;’1@} _ 15?” [3gmk 0gmj  Ogjk
2 2"

esto es

Fijk:gilrék_2|: gk-i— 9ij _ g]k}—e- —

O¢?  Oqk gt L Ok



A estas alturas, debe quedar claro que en el caso de utilizar coordenadas cartesianas todos los Simbolos
de Christoffel son iguales a cero ya que todas las componentes del tensor métrico son constantes, ademas
se puede apreciar que en estas coordenadas las componentes covariantes y contravariantes de un vector son
iguales. Y al hacer la siguiente contraccién

Al =0 A"+ I A" = Al = 9;A" = Z 0;4; = un escalar
i
Revisemos ahora como transforman los Simbolos de Christoffel del primer tipo bajo un cambio de coorde-

nadas. Recordemos que un tensor debe trasformar de la siguiente manera (usaremos una notacién ligeramente
diferente a la usada anteriormente)

g
l l
Ty i = ai,a;’?aZ,Tlmn, con aj = W
Por lo tanto:
e, 0 aq™
_ 7 1 n
Fi/jlk/ = €y - 8qk' - ai/el . aqm (aj/en)aqk/
Oe oo™,
I m_mn n I m J
= 00 05€e  —— + Qi (€ ~ey)——
[t e aqm [t ( 71) aqm
oo,

= aﬁ,aﬁa;’,ﬂnm + aé,anglnaqﬁ

es decir, no transforma como un tensor.

Ejercicios

1. Demuestre que
n

J
oq™

y y ) y
U = ap ofiap Ty, + ag oy

2. Demuestre que
-/ -/
AT =af ot AL,
3. Demuestre que
Ai/;j/ = aﬁ,a??Al;m
Como una extensién de todo lo anterior, podemos escribir las derivadas covariantes de tensores de rango
mayor, por ejemplo: °

oT

TV, = S r},TY +T},T" =T +T},T9 + T4,T"
0T,
Tije = 6(],5 ~ 4Ty — DT = Tijoe — T Thj — DT
7 — 8T; % l l 7 7 7 l l T
Tip = + U T5 =TT =T, + T 15 =TT

9"

4 . . . - ’L] .. ;s
5Las derivadas parciales las indicaremos con una coma: 061; = =0TY = T”k



Es claro que si calculamos la derivada covariante de “una componente contravariante” ponemos un signo mas
y si lo que estamos es calculando la derivada covariante de una “componente covariante” podemos poner un
signo menos.

Para el caso de un tensor de orden cero, es decir, un escalar, la derivada covariante se reduce a la derivada
parcial con respecto a las coordenadas 96

oq*
esto significa que la derivada covariante de un escalar es un vector covariante que tiene como componentes

las componentes covariantes del gradiente de ¢.
Podemos averiguar ahora sobre la accién de la derivada covariante sobre el tensor métrico:

(b;i =

gijk = Gijk — Lipgiy — Toegit = gijk — Ujir — Dign
Giip — 1 (0gjk | 9950  Ogir| 1|09k  09i;  Ogjk
Wk oq* ogk  O¢i 2| 0¢  0OgF oq*
1
Gigk — 5 [9jk,i + Gjik = Gikj + Gikg + ik — Gjk] =0

De este ultimo resultado de obtiene la siguiente igualdad
9ij e = Ljik + Liji

Se dice que el tensor métrico es transparente a la derivada covariante, lo que se conoce como el Teorema de
Ricci. Esto significa que el tensor métrico es constante para la derivada covariante, por ejemplo:

(9a4") ;= A
w1 Aot T,

gilAl i

Volviendo a tema del operador diferencial en coordenadas generalizadas tenemos entonces, y a modo de
repaso lo siguiente:

» Si tenemos un campo escalar ¢ = ¢(q*, ¢%,¢%), por gradiente entendemos a un vector cuyas componentes
covariantes son
9¢ o¢

En el caso particular de la la derivada direccional de ¢ en la direccion del vector s se tiene

9¢

Os

=s-grad ¢, cons=s'e;

» Si tenemos un campo vectorial A = A(ql,q?, ¢%), para la divergencia de A tendremos que es la
contraccién de la derivada covariante de A, esto es:

div A=A", = 0;A" +T; A
Para el caso de las componentes covariantes de A, tenemos

div A=A’ = (97 4;)., = g7 Ay



El céalculo de los diferentes Simbolos de Christoffel suele ser un trabajo laborioso, pero se pueden buscar
otros caminos como veremos a continuacién. Podemos ver que:
i L L i
Lip = 59 [0ig1k + Orgii — Digix) = 59 Ok it

donde hemos intercambiado los indices mudos ¢ y [ para que se cancelen el primer y el tercer término entre
los corchetes.
Recurriendo a la reprentaciéon matricial del tensor métrico, podemos ver que:

%] == 0 = o

donde G = det[¢g"] y G;; la matriz cofactor de los elementos de [¢*/].
De la definicién del determinante se tiene
G = ¢;;Gij, (no hay suma sobre %)

Como Gj; es independiente de g;; se tiene que

oG
dg; Y
y
iy _ Gy _10G
G Gagij

por lo tanto:

1 G dga _ 1 G 1 9VG _ 9VG

_ 1,
i iy g — — 9= a) 4
ik = 99 ORI = 50 99 02k~ 2G 9k G O7F VG
Con esto podemos ver que podemos obtener una expresién bien general para la divergencia:
3i\/§Ai 0; (V@m)
VG VG
Se define el Laplaciano de un campo escalar.¢ = ¢(r) como la divergencia del gradiente
o [VGlarad @)’ 0, [VGgilgrad 0);] 0 [VGg10,9]

A¢ =div - grad ¢ = e = e = e

Para finalizar, recordemos que podemos construir a partir de un tensor de segundo rango un tensor
antisimétrico, por ejemplo, de A;.; tenemos el tensor A;,; — A;,;. Ahora bien, de:

Ai;j = @Az — F?jAk y Aj;i = 8114] — F?zAk

div A = Ai;i =0, A" +

resulta

Aij — Aji = 05 Ai — 0iA;
por la simetria de los simbolos de Christoffel. Aunque las derivadas parciales de un vector no son tensores,
por eso fue que definimos la derivada covariante, la diferencia antisimétrica si que es un tensor. Los tensores
antisimétricos tienen tinicamente tres componentes independientes (en todos los sistemas de coordenadas) y
en _este caso, pueden verse como las componentes de un vector relacionado con el rotor del vector A.

1 (31 (D) €3 1 B
(ajAk — (9kAj) = 1ot A= ——=det| 01 Oy O3 | = ﬁe”kAjek

1
(rot A)" =
VG A 4 A

VG

con 1, j, k una permutacion ciclica de 1,2, 3.



5.11. Integrales y Campos Vectoriales

5.11.1. Integrales de Campos

Después de haber diferenciado campos escalares y vectoriales, el siguiente paso es integrarlos. El primer
caso de este tipo integrales es el trivial que siempre hemos utilizado:

/V(u) du:i/mu) du—i—j/Vy(u) du+k/Vz(u) du = {/Vi(u)du} e

Asi integramos la aceleracién de un movimiento parabdlico

dv

E:a:fgk = /adﬁ:k/*gdt:*k9t+V0:7kgt + ivgy + juoy + kvoz

Ahora bien, existen sutilezas en este caso que debemos tener en cuenta. Por ejemplo considere la integral

/dt ax@ */dt i ax@ —d—axd—a */dtg ax% —axda+c
de2 ) dt dt dt ©odt ) dt de.) dt

Pero en general los casos quedan resueltos integrando componente a componente con la ayuda de la notacién

de indices
/dt (axb)= {/ dt (Eijkajbk)} €;

Quiza uno de los problemas que ilustra mejor esta situacién es el movimiento bajo fuerzas centrales. La
Ley de Gravitacién de Newton nos dice que

d M d M
ZF:ma:mf:mGTuTéf:GTuT
dt ToA dt oM

Es costumbre definir la velocidad aerolar, v 4, como el drea barrida por el radio vector posicién, r (t) que
describe la trayectoria de la particula

5 " dr " d(r u,) " dr n du, " du, "
VA=T X — =T Up X ———— =T U S U T T =ru, Xr =7ru,
A dt dt dt dt t

Notese que si ¢ es un vector constante

d du, du, 9 du,
— u, X =0"= u, x =c = 2vy, =r°“u, X — = const
dt dt

dt dt
con lo cual
G r
dt(VXVA)_thVA:Gr?nMuTXVA:2{ur><<urx ;)}
g(vxv)—MG u du, u (u u)% MG du,
dt AT Tar ) VT T A [T T2 e
integrando
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Figura 5.15: Trayectorias de integraciéon y campos vectoriales

donde p es un vector arbitrario de constante de integracién. Finalmente nos damos cuenta que

Gr + rpcos(0)

MG
r~(v><v,4)rur~<2ur+p> =

r-(vxvy) = Eijkrivijk =vya-(rXvV)=vy-vy= vi

y entonces
2
MG v? o
r+rpcos(d) = r= A = MG
2 pcos(6) ME §peos(f) 1+ 12 cos(9)

que constituye la ecuacién de una coénica.

v =

5.11.2. Integrales de linea

Ahora nos detendremos con més cuidado en integrales que también ya hemos utilizado, pero muy répi-
damente. Asi tendremos por delante algunos objetos del siguiente tenor:

/qﬁdr, /V-dr y /der
c c c

Este tipo de objetos se conoce como integrales de linea y requieren la especificacién de la curva C, la
trayectoria, a lo largo de la cual se lleva la integracién. Es clara la importancia de esa trayectoria para la
integracién de los campos por cuanto encontrardn expresiones del campo vectorial que puebla la regién a
través de la cual se integra. Esas trayectorias seran abiertas o cerradas dependiendo de la curva que se siga
en el proceso de integracién.

Asi para integrar un campo escalar ¢ = ¢ (r) en coordenadas cartesianas, tendremos que

/ 6 (2,9, 2) dr = / 6 (2,9, ) (dai + dyj+dzk)
C C
:i/¢<x,y<m>,z<x>>dx+j/¢<x<y>,y,z<y>>dy+k/¢<x<z>,y<z>7z>dz
C C C



tal y como indicamos arriba, las tres integrales se podran realizar si conocemos, en cada caso, la expresién
del integrando en término de la variable de integracién. Esa es la razén por la cual hay que especificar la
curva C' que define la trayectoria de integracion.

5.11.3. Integrales de Superficie

Otros objetos que ya nos hemos encontrado son las integrales de superficie cuando evaluamos el flujo de
un campo vectorial y lo relacionamos con la divergencia. Asi interpretamos que objetos

//sa'dsz//sa'ﬁs dS://saﬁ ds

representaban el flujo de las lineas de campo a través del diferencial de superficie dS. Es costumbre que
se separen el mddulo, dS, de la direccién y el sentido, ns el cual es el vector normal (sentido positivo) a
la superficie. Otra vez, las superficies podran ser abiertas (cuando disponen de una curva que limita sus
fronteras) y cerradas cuando no. Un circulo serd una superficie abierta y una esfera cerrada. Por convencién
supondremos que el vector normal a una superficie cerrada tendré sentido positivo saliendo.

La utilizacién de integrales de superficie nos ha permitido definir, de manera-invariante (independiente
del sistema de coordenadas) las expresiones para los operadores diferenciales. Asi hemos podido definir:

1 o1 .
V¢=grad¢>=‘}lglov//sw%y,Z)dS—élglov//scb(x,y,Z) i, dS
A\v4 =di =1Ii 1// dS= 1l 1// n, ds = If 1// ds
a=dva= iy sa =NV sa & R sa“

V xa=rota= lim l//dea: lim i//ﬁsxadS
v—oV vooV
5.12. Campos Vectoriales y Teoremas integrales

En esta seccién presentaremos un conjunto de teoremas que relacionan las variaciones de un campo
vectorial con las fuentes que lo producen. En términos técnicos (mateméaticos) resultan fundamentales cuando
queremos convertir un tipo de integral (linea, superficie o volumen) en otra.

El primer teorema, el Teorema de Gauss permite expresar el valor de una integral de volumen, V| en-
cerrado por una determinada superficie, S, (cerrada) en términos de una integral sobre esa superficie, S.
El otro teorema importante ‘es ‘el Teorema de Stokes, el cual permite relacionar el valor de una integral de
superficie con la integral de linea sobre la curva que delimita esa superficie.

5.12.1. Teorema de Gauss

Presentacién y demostracién

La primera relacién que presentaremos entre una integral de superficie de un campo vectorial, a,y una
de superficie de su derivada es el Teorema de Gauss el cual se expresa de forma vectorial como

//a~dSE//a-ﬁst:/V-adV
s s |4



Figura 5.16: Teoremas de Gauss

donde a = a (z,y, 2) es el campo vectorial, dS = ndS es el diferencial de drea y dV el diferencial de volumen.

Tal y como vimos en su oportunidad el término 'V - a es interpretado como el flujo del campo a por
unidad de volumen, por lo tanto, el lado derecho de la ecuacién esla tasa de flujo neto que sale del volumen
sobre el cual estamos integrando.

La demostracién del Teorema de Gauss es como sigue. Supongamos un volumen encerrado por una
superficie convexa, S, como se muestra en la Figura 5.16.en los cuadrantes I, IT y III. Supongamos ademés
que orientamos el sistema de coordenada de tal forma que una linea paralela a uno de los ejes toca la superficie
en dos puntos (Figura 5.16, cuadrante I). De este modo podemos trazar una superficie (perpendicular a esa
linea) tal que divida la superficie,.S, en dos superficies, S y S2 cada una de las cuales estd bordeada por la
curva C, (Figura 5.16, cuadrante IT).

Al evaluar la integral

/ami~dS:/ azi‘dS—k/ azi-dS:// las (2,y, 2) — az (71,vy, 2)] dS’
S Sl Sz s’

ya que las componentes x de los vectores normales a las dos superficies que contribuyen (Figura 5.16,
cuadrante IIT) tienen signos opuestos

dSs, =i-dSy; = —i-dS; = —dS;, = dydz = dS’
Ahora bien, dado que
*2 da,,

= Qg (3327%2’)—% (xlyyvz): dx

aaz — lm Az (172ay72) — Qg (‘TlayVZ)
ox

ox Ta—T1 To — I

/ ayi-dS = // [ da, dx} dydz = das dv
S s’ 1 &T 1% ax

Z1

con lo cual




y equivalentemente al hacerlo en las direcciones j y k, obtendremos

da Oa
aj~dS:/—de y /azk-dS:/ 2dv.
/sy v Oy S v 0z

Finalmente hemos demostrado el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss

= f = ag  Oay | Oa. _ i _
//Sa~dS//Sa~nst/v<8x + 3y + aZ>dV/‘/(5'l(z)dV/V(V a)dV

Expresiones equivalentes para el Teorema de Gauss

Si bien la expresion estandar es la que hemos presentado, existen algunas variantes que se derivan de ella.
Por ejemplo si consideramos un campo escalar, ¢ (x,y, z), el teorema de Gauss nos conduce a

//S¢(x,y,z)d8:///‘/Vqﬁ(x,y,z)dv y //SdsXB(x’y’Z)://VVXB(x,y,z)dV

donde B (z,y, z) es un campo vectorial.
Para comprobar la primera de estas dos relaciones consideramos un vector ¢ constante y construimos un
campo vectorial

a(r,y,z) =co(v,y,2)

//Sa.dS:///VV.adV N c~//s¢(:c,y,z)ds:c.//vvqs(m,yvz)dv
O=c- [//Séﬁ(xay,z)ds*//VVQS(x,y,z)dV]

es decir, para todo vector ¢ siempre se cumple que

//Sqﬁ(x,y,z) dS://VVqS(x,y,z) dVv

Esa misma metodologia se puede aplicar para demostrar la segunda relacién si consideramos un campo
vectorial a (z,y,2) = ¢ x B (x,y, ), con ¢ vector constante y se procede de una manera similar.
Ley de Gauss y Campo Eléctrico

La aplicacién més emblemética del Teorema de Gauss lo constituyen el calculo de la divergencia del
campo eléctrico E y su relacién con las distribuciones de cargas existentes. Desde siempre sabemos que el
campo eléctrico producido por una carga ; viene dado por

1 ; )
Ei(r): %um;:}// Ezd81:&<:>VE:p(r)
€7y S;

47 €0 €0

En definitiva la “deduccién” de una de las ecuaciones de Maxwell. Si calculamos el flujo del campo eléctrico
en una regién sin cargas todas las lineas del campo E (r) atraviesan el volumen: todas entran y todas salen.
Sin embargo si tenemos un conjunto de cargas discretas distribuidas dentro de la region encerrada por la



superficie S, (ver Figura 5.16, cuadrante IVa) podemos encerrar cada una de las cargas con superficies
esféricas S;. Por lo tanto

//SE.dS+Z//S‘E-dSiZ/VV.EdV:O = //SE'dS:_Z//S,E'dSi

Con lo cual hemos definido una superficie con “huecos” alrededor de cada una de las cargas y llegamos
a la conclusion que lo que entra sale. Por su parte, el campo eléctrico medido para cada superficie esférica
interior S; seré
1 QL

47re 7’

Si TL + E/

donde E’ es el campo de todas las otras cargas presentes en e volumen encerrado por S. Es claro que este
campo E’ tiene flujo cero neto sobre cada esfera de superficie S;. Por lo tanto

1 Qz 1 @ _Q
E- = — E - ) = i
//S ds zz://& (47’[’60 7’ Ur, o+ ) ns; d5; = 47T60 7’ / dsi = 60

donde hemos utilizado que

/(V~E’)dV;:0:Z// E -n,, dS;;  u,, -n, =-1; .y // ds; = S; = 4nr?
Vi B Si Si

Finalmente encontramos una de las leyes de Maxwell si reescribimos la integral de superficie utilizando la
Ley de Gauss

//SE.dS—g—;/‘/p(r)dV = //SE.dS:/V(V.E)dV:% Vp(r)dV

con lo cual
/ (V-E—p(r)>dV L v.p-’W
\% €0 €0

Discontinuidades y densidades superficiales de carga

Normalmente, siempre consideramos que los campos vectoriales a = a(z,y,2) son campos continuos
(y, més atn, con todas sus derivadas continuas). Sin embargo, encontramos en la naturaleza situaciones en
la cuales el campo varfa mucho en una distancia muy corta (infinitesimal). En estas situaciones podemos
simular esta rapida variacion como una discontinuidad en el campo. Existe formas de aplicar el Teorema de
Gauss para algunas situaciones en las cuales tratamos con campos discontinuos. La manera apropiada de
tratar (derivadas e integrales de)funciones discontinuas es considerdndolas no funciones sino distribuciones.
Este tipo de tratamiento estd fuera del alcance de este formulario y sera considerado en otros cursos.

Supongamos el caso que ilustra la Figura 5.16, cuadrante IVb. Una region R delimitada por una superficie
S, dentro de la cual, una superficie de discontinuidad, S, separa dos subregiones R, y Ro a través de la
cual un campo vectorial, a = a(z,y, z), es discontinuo. Ahora bien, el campo vectorial es continuo en las
subregiones; por lo-cual el flujo del campo atraviesa las superficies S; y S que delimitan el volumen V; de la
regién R. Entonces el Teorema de Gauss para cada region queda expresado como

/Vl(V.a)dV://SladS—k//saJr-ﬁsdS y /\/Q(V'a)dvz//SQa'dS_//sa'ﬁst
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Figura 5.17: Discontinuidad del Vector Desplazamiento

donde fiz es el vector normal a la superficie S, de separacién de las dos regiones. Adicionalmente hemos
denotado, a; y a_ el campo a evaluado del lado de R; y Ro, respectivamente. Si-ahora consideramos el
teorema de Gauss en toda la regién

/ (V-a)dV = (V~a)dV+/ (V-a)dV
Vi+Va Vi

Va

Claramente si el campo es continuo dentro de la regiénR entonces nos queda la formulaciéon estandar

del Teorema de Gauss
/ (V-a)dV://a-dS
Vi+Va S

por el contrario si el campo es discontinuo, entonces debe tomarse en cuenta la discontinuidad del campo y
la relacién que surge de sumar el flujo a través de las dos regiones es

/Vl_H/z(V~a)dV=//Sa~dS—//S(aQ_al),ﬁsdS

con iy el vector unitario, normal a la superficie S y que apunta de Ry — Rs. Es claro que la discontinuidad
que cuenta es la de la componente del campo perpendicular a la superficie (ver Figura 5.17).

Este tipo de discontinuidad en campos irrotacionales es generado por la presencia de fuentes, las cuales,
en este caso son densidades superficiales de carga.

Quiza el ejemplo tipico para la aplicacién de las anteriores consideraciones es la aplicacion de las ecuacio-
nes de Maxwell en el caso del vector desplazamiento eléctrico D, a través de una superficie S, que separa dos
medios. Este caso se ilustra en la Figura 5.16, cuadrante IVc y en la Figura 5.17, sélo que en este tltimo caso
el vector normal estd definido a la inversa: la regién 2 corresponde a la region 1 de la Figura 5.16, cuadrante
IVe. La ecuacién de Maxwell correspondiente sera

p(r)
€0

V-E=

= V-D=p(r) = (Dg—D;) -n5=0, conD=¢E

donde nj; es el vector normal a la superficie (ver Figura 5.16, cuadrante IVc) y o es la densidad superficial de
carga en la superficie S. Para comprobar esta relaciéon construimos un volumen cilindrico infinitesimal que



encierra la superficie de discontinuidad, de tal forma que ASs corresponde con la “tapa” del cilindro y AS;
con su “base” (Figura 5.16 cuadrante IVc). Adicionalmente, como Al ~ 0, no sélo podremos trabajar sin las
integrales, el flujo a través de las “paredes” del cilindro sera despreciable y AS; =~ ASj, sino que ademas, al
encerrar la discontinuidad no tomamos en cuenta la contribucién de la superficie AS3 (o S, en el cuadrante
IVb de la Figura 5.16). Asi

(V . D) dV = D2 . ASQ - D1 . ASl = p (I‘) (ASQAZ) = (DQ - Dl) . ﬁ82A52
con lo cual

p(r)Al=0 = (D3 —Dy)-ng, .

Teoremas de Green

Cuando consideramos campos vectoriales muy particulares el Teorema de Gauss nos llevaa un par de
identidades vectoriales conocidas como las Identidades o Teoremas de Green

Supongamos que tenemos dos campos escalares: ( (x,y,z) y & (x,y, z) entonces y con ellos construimos
un campo vectorial

a(z,y,2) = C(2,y,2) VE(2,9,2) = //Sa~dS:///V(V~a)dV

//S(C(x’y’z)vg(w’yvz))'ds:///VV‘(C(fﬂ,y,Z)VS(x,y,z))dV

con lo cual arribamos a la primera identidad de Green, Primer Teorema de Green o,Teorema escalar de
Green:

J[€@uave@pa-as = [[[ @i (9 Vel )+ Ve @) Ve @l av

es decir

Si ahora, consideramos los siguientes campos vectoriales

V. (C(m,y,z) V§ (x’yaz)) = VC(Q?,y,Z) ' Vf (x,y,z) +C(x,y,z)V ' V§ (x,y,z)

\'E (g(w,y,z) VC (LL‘,y,Z)) N Vf(x,y,z) ! VC (CL’,y,Z) +€($,y,Z)V : VC (l‘,y,Z)

Restando ambas expresiones tendremos que

\'E {C(x,ywz) Vé- (m,y,z) _g(xvyvz) VC (fE,y,Z)} =
C(I,y,Z)VVg(l’,y,Z)*g(‘T,’!hZ)VVC(I,y,Z)

y al integrar sobre un volumen V' obtendremos la formulacién del Teorema de simétrico de Green, la sequnda
identidad.

///V{c<:c7y,z>V-V£<x,y,z>—5<x7y,z>vvc<w,y,z)}dv:
//{C($7y,2) V§ (w,y,z) —f(m,y,z) VC(&?,y,Z)} -dS

La utilidad de estas relaciones las veremos en el desarrollo de la Teoria del Potencial en la seccién 5.13.1
en la pagina 272.
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Figura 5.18: Teorema de Stokes

5.12.2. Teorema de Stokes

Presentacién y demostracién

El teorema de Stokes relaciona una integral de linea escalar de un campo vectorial, a = a(z,y,2), a
lo largo de una curva cerrada C', con una integral del rotor del campo sobre la superficie encerrada por la

misma curva C. Es decir
fa-dr://(an)~dSE//(V><a)-ﬁsdS.
s s

Tal y como hemos mencionado antes la superficie la define su vector normal, y éste lo define el “sentido”
de circulacién de la curva que bordea la superficie (ver Figura 5.18 cuadrantes I y III).

No haremos una demostraciéon formal del Teorema de Stokes como lo hicimos para el Gauss. Nos con-
venceremos de que es correcta la relacién a partir de algunas situaciones sencillas. Cualquier superficie la
podremos dividir en pequenas cuadriculas diferenciales, las cuales sumadas constituyen la superficie (ver
Figura 5.18 cuadrante IT). Es fcil convencerse que la circulacién® por le borde de una cuadricula diferencial
(por ejemplo en el plano zy) nos lleva a

Fiass = 7{234a-dr ~ [ @wdes [o,@pay+ / o () (~d2) + [ 0, (2.9) (=)

1 2

donde hemos denotado la trayectoria a lo largo del perimetro de la cuadricula por 1234. De la Figura 5.19
podemos intuir

Tio3q = /a:r (xo,yo)dx—i—/ay (x0+dx7y0)dy+/am (%0, yo + dy) (—d$)+/ay (x0,y0) (—dy)

6Pueden consultar otro ejemplo de circulacién en la seccién 5.10.3.



y
1 (%0, 90 + dy) 3 (zo + dz, yo + dy)
4 2
(z0, Yo) 1 (xo + dx, yo)
>x

Figura 5.19: Circulacién en una cuadricula del plano z,y

y de alli el desarrollo por Taylor que nos conduce a

[ da Oa,
o = [ s Geogo) ot [ fay o) + 52| dx] ay | lax (. 90) +

dy] dz
Yo

JF/% (w0,%0) dy

/[8% dxdy://an|ZdSZE//(V><a)'dS.
ox v s s

Esto vale para todos los puntos (zg,y0) v se puede aplicar para las otras superficies, con lo cual es ficil
convercerse que esta técnica se puede utilizar para cada cuadricula en las que hemos dividido la superficie
(ver Figura 5.18 cuadrante II). Mds ain,las circulaciones a lo largo de los perimetros de las cuadriculas
interiores se anulan (ver Figura 5.18 cuadrante III) y sélo sobrevive la circulacién a lo largo del perfmetro
exterior de la superficie. Con ello

Y a-dr=) (Vxa)-dS = fa-drz//S(an)-ds.

cuadricula

B Oay
Jy

Zo

Expresiones equivalentes para el Teorema de Stokes

Del mismo modo que hicimos en la secciéon 5.12.1 con el Teorema de Gauss, podemos hacerlo para el
Teorema de Stokesy tendremos

j{mx,y,z)dr://sds><V¢(x,y,z) v 7{dpr(m,y,z)://S(deV)xB(a:,y,z)

donde ¢ (z,y,2) es un campo escalar y B (z,y, 2) un campo vectorial.

Otra vez, la metodologia para proceder a la demostracién se fundamenta en considerar un par de campos
vectoriales de la forma: a (z,y,2) = ¢ (x,y,2)cy b(z,y,2) = ¢xB(x,y, z) y desarrollar un algebra vectorial
minima.



Teorema de Stokes y Fuerzas Conservativas

El teorema de Stokes nos permite identificas que campos vectoriales irrotacionales generan integrales de
linea las cuales son independientes de la trayectoria. Esto es

V xF(z,y,2) =0 = -//S(an)~dS:j{a~dr:0

con lo cual, lo que se estd implicando es que toda trayectoria cerrada se puede fraccionar en dos trayectorias
abiertas que se unen en los extremos, entonces

P2 PZ
?{a-dr:():/ a~dr—|—/ a-dr = a-dr = / a-dr
C, Cy Py Py

curva Cq curva Cs

y lo que nos dice es que vamos de un punto (de corte de la curva cerrada) P; a otro punto P, por dos
trayectorias distintas y la integral de linea es la misma. Mas adelante veremos que a los campos vectoriales
irrotacionales les estd asociado un potencial tal que

Teorema de Stokes y discontinuidades del campo vectorial

Al igual que el Teorema de Gauss puede ser considerado para manejar funciones discontinuas, el Teorema
de Stokes también tiene una expresién cuando se consideran campos discontinuos (continuo a trozos o
continuos por segmentos)

Consideremos el caso més simple el de un campo vectorial a (z, y, z) que es discontinuo sobre una superficie
S, que divide R en dos subregiones R; y Ry (ver otra vez 5.16, cuadrante IVb). En este caso la superficie
S, serd abierta y estard delimitada por una curva Cy. La interseccién de las superficies S y S serd una curva
C, la cual dividird a S en dos superficies S; y Ss (ver Figura 5.18 cuadrante IV). Entonces, aplicando el

Teorema de Stokes:
P Py
?{a~dr: / aodr+/ aodr:// (V xa)-dSs
Py Py S1

ci1+C curva Cy curva C'
P1 P2
]{a-drz / a-dr+ / a~dr:// (V xa)-dS
_ Py Py So
Cy+C curva Cs curva C

Ahora bien si las sumamos obtendremos

P1 P2
// (an)~dS+// (an)-dS:%a-dr+ / a-dr+ / a-dr
S1 Sz C Pg Pl

curva C en Sq curva C en S

la cual puede ser reescrito como

f;a-dr://S(an)-dS— /1:2 (a\SQ—a|Sl)-dr

curva C

donde hemos denotado a| s, como el campo vectorial evaluado sobre la curva C “del lado” de las superficie
Ss. Es importante senalar que el término que incorpora la contribucién de la discontinuidad del campo sélo
encierra componentes tangenciales a la superficie. Esto es claro del producto escalar con el vector dr tangente
a la curva C (y también a la superficie S).



5.13. Teoria de Potencial

5.13.1. Potenciales escalares

Si un campo vectorial F' (z,y, z) en una determinada regién R puede asociarse con un gradiente de un
potencial tendremos que

F(z,y,2) = -Vo(r,y,2) & VXF(r,y,2)=0 & %F(m,y,z)-dr:().

La ventaja que un campo derive de un potencial es, por un la lado la simplicidad y la cantidad de-infor-
macién que sobre el campo teneos: describimos la interaccién por una funcién y no con tres (las componentes
del campo) y sabremos que el campo es irrotacional y conservativo. Pero ademds la funcién que-describe el
campo es escalar, con lo cual es independiente del sistema de coordenadas.

Cualquiera de las afirmaciones implica las otras dos, con o cual podremos elegir cualquier de ellas para
demostrar las otras dos. Veamos:

= un campo que derive de un potencial es conservativo e irrotacional
-V x (V¢ (I,y,Z)) =0

F: —V¢($,y72) =
7§V¢(‘Iay7z)'dr:7fd¢:¢(x07y0720)7¢(x07y0720):O

donde hemos utilizado la definicién de diferencial total

_90@yz) g, 90@yz2) | 09(7y:2)

dé ox dy 0z

dz=V¢(x,y,z) -dr

= un campo conservativo es irrotacional y deriva de un potencial.

Un campo conservativo implica que el trabajo (| 152 F(x,y,z) - dr) es independiente de la trayectoria
entre P; y P». Por eso llamamos a la fuerza conservativa por cuanto se conserva la energia y por lo
tanto, ésta depende Uinicamente de la posicién

P
%F(l’,:%Z) “dr=0 = F(x,y,z) ~dr = ¢($2,y2722) - ¢((E17y1>zl)
Py
4
F(x7y7z) ~dr = d(;b: _V¢(xay7z) dr = F(.’II,y,Z) = _V(b(xayaz) )
con lo cual hemos demostrado que el campo vectorial deriva de un potencial. El signo menos (—)

es una convencién tradicional del oficio del Fisico y proviene de nuestra intuicién de flujo de los
acontecimientos: “El agua siempre fluye hacia abajo”.

Ahora bien; utilizando el Teorema de Stokes tendremos:
F (z,y,2) = -V (z,y,2) = %F~dr:// (VxF)-dS=0 = VxF(z,y,2)=0.
Sa

Es facil'demostrar que el campo también es irrotacional.

= un campo de fuerzas irrotacional implica que el campo deriva de un potencial y que el campo es
conservativo.



Otra vez, por el Teorema de Stokes si el campo es irrotacional es conservativo
VxF(2,9,2) =0 = // (VxF)~dS:}1{F~dr:O
Sa

y si es conservativo deriva de un potencial
F(xvyvz) ~dr = d¢ = 7V¢(I7yvz) ~dr = F(.Z‘,y72’) = 7V¢(I7y7z)

En definitiva, si cualquiera de las condiciones se cumple: conservativo, irrotacional o potencial, las otras
también se cumpliran.

5.13.2. Potenciales vectoriales y calibres

Al igual que derivamos un campo vectorial F a partir de un potencial escalar ¢ (x,y, z) 'y asociamos
su existencia a su condicién de irrotacionalidad, V x F (x,y,z) = 0, podemos pensar que un campo sin
divergencia (solenoidal o transverso) conlleva a la existencia de un potencial vectorial. Esto es

V. F(z,y,2) =0 = F(2,y,2) =V xa(z,y,z2)
Claramente _ N
V -F(z,y,2) = 0;F" = 0; (£7%0; A;,) = 0.

El campo vectorial a = a(z,y, z) se conoce con el nombre de potencial vectorial del campo F. Ahora bien,
el campo solenoidal, F, no queda univocamente determinado a partir . de su potencial vectorial. Existe una
arbitrariedad de un campo escalar, llamado de calibre x = x (x,y, 2). (gauge en inglés) de forma tal que

a=a+Vx(z,y,2) = F=Vxa =Vx((a+Vy)=Vxa+Vx(Vy)=Vxa

de forma que varios potenciales vectoriales a’ y a generan el mismo campo vectorial F. Esta arbitrariedad
nos permite particularizar el calibre segiin nos convenga. Existen varios calibres en el mercado, los cuales
son utilizados segun el problema fisico al cual tratemos. Entre ellos podemos mencionar un par de ellos:

= El calibre de Lorentz:

Esta seleccién proviene de requerir que el campo de calibre satisfaga la ecuacién de onda
X (z,y, 2,t)
ot?
donde a es una constante. Notese que-hemos supuesto que el campo de calibre puede depender del

tiempo. El calibre del Lorentz se escoje porque (entre otras cosas) permite que la solucién a la ecuacién
de onda para el potencial vectorial

V2X(Iay7zat)_a’ =0

82a ('r’ y) Z’ t)

o2 =0

V3a(z,y,z,t) —a
quede univocamente determinada.

= El calibre de Coulomb, de radiacién o transverso:

La seleccién de este calibre impone que el potencial vectorial a (z,y, z,t) satisfaga la ecuacién
Via=0 =V 'a/ (Ivyvzvt) =V (a(xaywzat) + VX(Ivyazvt)) =0 = VQX(%Z/,ZJ) =0

El nombre de calibre de Coulomb, de radiacién o transverso proviene de las consecuencias de su
utilizacién en las ecuaciones de Maxwell.

Noétese que si el campo (y el calibre) es independiente del tiempo a = a (x,y, z) ambos calibres coinciden.



5.13.3. Teorema de Green y Potenciales

Si el rotor y la divergencia de un campo vectorial F, decente (continuo y continuamente diferenciable)
estan especificados en una region del espacio delimitada por una superficie cerrada S, y las componentes del
campo normales a esa superficie ng - F', también se conocen, entonces el Teorema de Green nos garantiza que
ese campo F que cumple con esas condiciones es tnico.

Esa demostracion procede asi. Supongamos que existe otro campo vectorial que cumple con las mismas
condiciones que el campo F. Esto es

V- F=V.G V-H=0
VxF=VxG = H=F-G = VxH=0
n,-F=n,-G ng-H=0
como H es irrotacional entonces
VxH=0 = H=V¢(z,y,2) = V-H=V -V¢(z,y,2) =0

y el Teorema de Green nos garantiza que

fovo-as= [[ o(vo-ng as = [[[ 0(v.ve)« vovoiav

//Sfﬁ(Vqﬁ.ﬁg) dgz//s(b(H-ﬁg) dgz///v[H.H]dV ~ H=0

de donde se deduce que F = G es decir, que el campo F es tnico.

con lo cual

5.13.4. Teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz afirma que todo/'campo vectorial F, continuo, y continuamente diferenciable
(al menos a trozos) y, regular en infinito se puede expresar como una suma de dos “componentes”, una
longitudinal o irrotacional ¥y, y otra transversa o-solenoidal F;. Esto es

VXF[Z()
F=F,+F;, con
V- -F,=0

En general dado que el campo F puede ser discontinuo, tendremos que suponer que

V- -F=p() V-F=V.(F+F)=V -F, =p(r)
ycomo F=F +F;, =
V xF=J() VXF=Vx(F,+F)=VxF,=J(r)

dado que V - (0).y V X (o) son lineales. Esta separacién del campo vectorial F = F; + F; es completamente
general y'siempre puede hacerse para cualquier campo vectorial.
Supondremos ademés, que la solucién a la ecuacién de Poisson V2¢ (z, v, z) = —p(x,y,z) existe y es

Unica’.

"Esta suposicién es indispensable. Las condiciones sobre el potencial ¢ (z,y,2) que la implican serdn consideradas en otros
cursos de Métodos Matematicos. En este curso, supondremos que existe y es tnica.



Tendremos que
VxF =0 = Fj=-Vé(r,y,2) > V-F=V.-F = -V (z,y,2) = p(r)

y la solucién existe y es unica. Es decir, podemos expresar de manera univoca al campo vectorial F (a través
de su “componente” longitudinal F;) en términos de un campo escalar (a funcién potencial) ¢ (z,y, z). Por
otra parte

V-F,=0 = F,=Vxa=> VXxF=VxF,=Vx(Vxa)=V(V-.a)—-V?a=1J(r)
La cual al seleccionar el calibre de Coulomb V - a = 0 se convierte en
Via, = —J, (r)
Vx(Vxa)=V?a=90a=-J() = 900,d"=-J"(r) & Via, = —Jy(r)
Viaz= —J, (r)

Una vez mas nos topamos con la solucién a la ecuacion de Poisson, esta vez para cada componente. Esto
se cumple siempre, porque hemos supuesto que la solucién para la ecuacion de Poisson existe y es tnica.

Un corolario del Teorema de Helmholtz que un campo vectorial queda univocamente determinado si
conocemos su rotor y su divergencia.



5.14. Algunos ejemplos resueltos
1. Hallar las componentes cartesianas del vector que, en coordenadas cilindricas, tiene las siguiente com-
ponentes (1,—1,3)
Solucién: Ese vector en coordenadas cilindricas se puede escribir como: V = i1, — G, + 311.

En general, las componentes de los vectores transforman como

~1 m
0z (™)
a = T -1 1
Bx xr = r =r
> 65’ ™ ai.2 " B
al:#aké 62:7( )a’f con { =y y 2=
3:E 6xk
=3 3
_ 8553 ((Em) xr~ =z xr~ =z
a3 _ ak
- k
Jr

y la ley de transformacién entre coordenadas cartesianas y coordenadas cilindricas es

r=ux(r,p)=rcos(p); y=y(r,e) =rsen(p) y z2=2

con lo cual es ficil identificar

(T ox(r, _ ol
w = cos(yp) % = —rsen(yp) w —0
aygr,w) = sen(yp) %Z;w) = rcos(yp) W -0

Oz __ P b _
o =0 a5 =0 9z

por lo tanto

- ozt (x™) ozt (™) ozt (x™) ozt (™)
1_ kE_ 1 2 3
“ = oxk @ = ozl N 0x? @t ox3

G PR

= o5 (—1) = cos(p) + rsen(p) = cos (—1) + 1sen (—1) = —0,30117

del mismo modo

g2 - 9u(re) (1) + Ay (r, )

=—>, 90 (—1) =sen(p) — rcos(p) =sen(—1) — (1) cos (1) = —1,3818

al=3

con'lo cual V = i, — i, + 3, = —0,30117 i — 1,3818 j + 3 k.
2. Dados Tji, a’y bl € &3 con

_ 10 3 5 —2
Ti=|341]; a= 2 y b= 5
31 4 -5 4



a) Suponga que T}, a y b estin expresados en coordenadas cartesianas, calcule: Aj;a’t’, Sija’a’ y
A;;b*b. Donde S;; y Ay son, respectivamente, las partes simétrica y antisimétrica del tensor T;.

Solucién: La métrica en coordenadas cartesianas viene dada por

1 00
0 0 1
Tendremos que:
1 1 1 0 3 1 3 3 2 3 6
Sijza(Ti'—i—Tj»):E 34 1 ]|+ 0 41 =| 3 8 2
3 1 4 3 1 4 6 2 8

Noétese que la expresiéon matricial para T;; = gika es la misma que para T; debido a la forma de
la métrica en este espacio. Del mismo modo

1 1 1 0 3 1 3 3 0 =3 0
Aij:§(Tij—Tji):§ 3 4 1 -1 0 4 1 =13 0 O
3 1 4 3 1 4 0 0 0
por lo tanto
0 -3 0 —2
) 1 87
azAijba:§(5 2 =5)| 3.0 0 5 =-5
0 0 0 4
‘ o 2 3 6 )
a’SijaJ = 5 ( 5 2 =5 ) 3 8 2 2 =1
6 2 8 -5
biAijbj =0

b) Suponga ahora que esos mismos T’ 7, ay b estdn expresados en coordenadas cilindricas.

1) Encuentre la expresién para b en coordenadas esféricas.

Solucién: Al expresar b en cilindricas tendremos que b = -2 @, + 5 6, + 4 1, con lo cual
para expresar b en esféricas podemos proceder de dos formas.

La primera forma es transformando las componentes al conocer como transforman las coor-
denadas. Es decir conociendo z* = z (&™) y #/ = #7 (¢™) expresar b = 3757; b*. Dado que

p = rsen(f)
v (5, @) = peos(?) = 2 (r.p.0) = reos(@)sen(8) = { y 2 =rcos(6)
p=¢

equivalentemente,

14

r=/p®+2% Gzarctan(§>; v



por lo tanto

ozt ozt oaz! 9 or  Oor  Or 9
i ozl  9z2 a2 - op Op Oz -
o0 e | o 8 g2 5 | = 92 28 oo 5
Oxk ozl  9z2  Ox3 dp Oy 0z
9z 9z* 938 4 26 06 96 4
ozl Oz2 oz3 op B Oz
04/ p2+22 0 \/p2+22 04/ p2+22 P 0 z
% 7 7 P P R N
b = Er) B o 5 = 0 1 0 5
é)arctan(g) aarctan(g) aarctan(g) 4 _z 0 _—P _ 4
ap 6(10 G P2+Z2 p2+22
por lo tanto en esféricas
—2sen(f) + 4 cos(0
() ©) . . 2cos(f) 4dsen(f)\ .
b= 5 = (—2sen(d) + 4 cos(d)) 4, +5 G, — + 10
—2cos(f)  4sen(§) T
T T

La otra forma es expresar la base ortonormal cilindrica en términos de la base ortonormal
esférica. Otra vez, utilizamos la base cartesiana como intermediaria. Esto es:

i1, = cos() i + sen(@) j i = cos(@) G, — sen(@) 1z
iy = —sen(@) i+cos(@) § § & 4 1% senlg) ag cos(d) g
a, =k k=1,
y parecido en esféricas, donde
0, = cos(p)sen() i+ sen(p)sen(d) j+ cos(d) k
u, = —sen(p)i+cos(p)]j
wp = cos(p)cos(B) i+ sen(p)cos(d) j—sen(d) k
y
i = cos(p)sen(d) G, + cos(p) cos(f) g — sen(p) 0,
j = /sen(yp)sen(d) G, + sen(p)cos(#) g + cos(yp) G,
k = cos(f) u,—sen(d) ay
con lo cual
u, = cos(p) (cos(y¢)sen(d) a, + cos(y) cos(f) — sen(yp) w,)
+ sen(yp) (sen(p)sen(f) a, + sen(yp) cos(f) g + cos(y) Gy)
a, = sen(d) 4, + cos(f) g
a, = 1u,
a, = cos(f) a,—sen(f) Gy

entonces
b=-210,+50,+4 0, =-2(sen(fd) @, + cos(#) Gg) + 5 (,) + 4 (cos(f) t,.—sen(d) ty)
Finalmente

b = (—2sen(#) + 4 cos(8)) t, + 5, — (2cos(f) + 4sen(h)) ag .



2) Encuentre la expresién para A;;a'b’ en coordenadas esféricas.

Solucién: La expresion para a'A;;b7 = —% serd la misma que el caso anterior porque a’A;;b’

es un escalar bajo transformaciones de coordenadas, lo que significa que es invariante y valdra
lo mismo en todos los sistemas de coordenadas.
Recuerde que

z =2 (p, ) = peos(y) 2 =2 (r, 0,0) = rcos(ip) sen(0)
Cilindricas : ¢ y =y (p, ) = psen(y) Esféricas : { y =1y (r,p,0) = rsen(y) sen(d)

z=2z z(r, ¢, 0) = rcos(d)
El tensor métrico en coordenadas cilindricas es
911 =0pp =1 g22=0pp =p% g33=g:- =1

mientras que en coordenadas esféricas es

911 = Grr =15 go2 = gpp = rsen®(0) ; g3z = goo =17

3. Dado el sistema de coordenadas parabdlicas

z=¢Eneos(p);  y=E&nsen(p); 2= (P-¢)

| —

Exprese el diferencial de volumen dv = dzdydz en estas coordenadas.

Solucién: Hay varias maneras de resolver este problema. La mads intuitiva es que, dado que las coor-
denadas parabdlicas son un sistema de coordenadas ortogonales entonces multiplicar largo, por ancho,
por alto con las longitudes de arco en cada una de las direcciones ortogonales. Esto es

ds?,; = gn (dq1)2
ds® = gnudq™dg" = g11 (dq1)2 + 922 (dq2)2 + 933 (dq3)2 = { ds?, =g (dqQ)2
d52_>3 = 033 (dq3)2
por consiguiente

dv = (ds_1) (ds52) (dso3) = Va11dq' Vg22dq®\/g33dg® = hihohsdg'dgdg®

con
= (% =\/97=\/ 356(61;7(;{2,(13) 2+<8y(q;,qci?,q3)>2+ az(q;ﬁﬁ) ’
) - 6871; _ 922\/<ax(q;7qc§,q3))2+ (8y(q;,qf,q3)>2+ <8z(q;,qf§2,q3)>2
hs = % = /g1 = \/<59€ (q;£27q3)>2+ <8y(q;,qf,q3)>2+ (az (q;;%27q3)>2




por lo cual, dado que r =z (0, &, 0)i+y (0, &, 0)j+ 2z (n, &) k, entonces

hy = 597 — Va1 =/ (neos())? + (nsen())? + (&) = VP + &)
ho = 57 = V2 = \(€cos 9)? + (gsen())* + (-0)* = VO + )
hy = 5% = o = \/(—577 sen(¢))” + (Encos(p))? + (0)* = &n

y finalmente
dv = hihohgdédnde = &n (n° + €2) dédnde .

La otra forma de resolverlo, también intuitiva es hacer el producto mixto de los tres vectores ortogonales

base sin normalizar. Esto es
or or or or or or
dv = || d¢' = d® = x d¢® = ||| = d¢*'d¢?dg® || == o [ == X —=
v H<q0q1>.<q8q2x qaqs ¢ dq 49 5q1. 8q2X5‘q3
dz(q"q*¢*)  ay(d'.a*.a®) . 92(qa%.a°)

entonces, en general

?qIQ 3 ?qIQ 3 ?q12 3
dv = dg'dg*dg® | det Bf(qa;g ) 8@/(4!8;12 %) az@a,; )
oz(qq%¢%)  oy(q'.q*.¢%)  0z(q".4%.4°)

g3 ag? aq3

=dq'dg’dg® det|J (z (¢',d% ¢*) .y (¢ d®. %) 2 (d*. . %))

donde J (z (¢', 4%, ¢*) ,y (¢*, 4% ¢*) . 2 (¢". 4%, ¢*)) es la matriz Jacobiana de la transformacién.

Entonces
ncos(p)  msen(p) ¢
dv = dédndy [ det| Ecos(p) Esen(p) —n | | =&n(n* + &%) dédndy
~&nsen(p) Encos(p) 0

En general, el diferencial del volumen viene expresado como un producto mixto de la base ortonormal
{la1) s laz) , las)}

dv = [|(dg" |a1)) e (dg® az) x dg¢® |qs))|| = dg"dg*dg® [[|a1) e (|az2) x |as))]|

dv = dg,, (q"] (¢**dgedgs [a1)) = gnudg“g20dgg33dg®(q™ |a1) = g11dg go2dg®gssdg®
———
o7

4. Dado un sistema genérico de coordenadas oblicuas

&) = ali) +bl);  |é2) = cli) +dlj)



a) Encuentre la expresién para la métrica g;; en estas coordenadas.

Solucién: Para una base genérica, {|z;)} la métrica viene definida por
9ij = 951 = g llzi) , [25)] = (@i |25) = (5 |2i)
(gis) = (x1 |z1) (@1 |z2) \ [ a®>+b® ac+bd
9ij) = (o |21) (w2 |23) )~ \ ac+bd 2+ d?
b) Encuentre la expresién para un vector genérico |v) = v, |i) + vy |j) en estas coordenadas.

Solucion: } . . . ) } }
|e1) = ali) +blj) li) = x (d]é1) —bleéz))

|E2) = cli) +d|j) 7)) = % (clér) —aléz))
con A = bc — ad por lo cual

o) = v i) + vy i) = = (d]é1) = bJea)) + 2 (elér) — aléa))

() 0 42

¢) Suponga ahora una base y un tensor concreto

_ . _ V2 .0 V2 : 4
@)=l =S Rl T = (]
Encuentre la expresién matricial para el tensor f}js

Solucion: En general,
- ozt ox"

Tij:gikazgikaxim " 577
Identificando
o —1’}1:8.:2.1] 87"%1 _,_87‘%11,2_ iv + ﬁv
A Oxd ozl 0x? \A//m &y
L, 0% j_ai"Ql 85722_76) —a
Uy —@v —%U @U —\K//vw—&—g/vy
como

1 2 i -1 -1
. 2 o
Jik = ( \25 1 ) v P < 0 1 )

~1
o zny —1 -1 -1 -1 -1
gfcﬂ' - (%zﬂ) = < 0 1 > - < 0 1 >

QU O o
il
Ssefe <
\

D B
AD—-BC AD-BC
C A .

. L. ; A B . .
8 Ayuda: dada una mantriz genérica A;. = ( ¢ p ) suinversaserd
~ AD-BC AD—-BC




Finalmente:

. 1 L2
Tij: V2 i <
2

-1

-1
0 1

—3V2 —1+3V2
2V2-1 —3v2+3

-1 -1
0 1

4 2
1 4

JD ) )

5. Definimos una transformacién ortogonal (una transformacién de un sistema de coordenadas ortogonales

a otro ortogonal también) si se cumple

0%’
T Qaxk

“i_

=¥+ at:

con

= 8;’“ zF + a'; donde det (83:)

i k

oz

oz

ozt ozt — ozt ozt !

a) Muestre que las transformaciones de Galileo en 2 dimensiones

ST

(

2)-

son transformaciones ortogonales. Note que

Vit

cos(6) s
Vet

sen(6)

—sen(0)
cos(0)

) () ()

VL, v VZ son las velocidades en la direccién 1y 2,

06"

respectivamente, del observador O con coordenadas &* respecto al observador O con coordenadas
', mientras t es el tiempo medido por ambos observadores.

Solucién: Una vez mas, identificando

9t ] 71 axt  ox' 2! al
i = af+d = < o A= (4923 02 +
ok 72 oz 9z x? a?
ozt Ox?
con lo cual

oz' _ 9z _ 1_y1
6;3 = cos(6) 8% = —sen(0) a2 - V025t dot cos(f) —sen(d) | _ cos? 0+ s 6% — 1
gzl = sen(f) 3”;2 = cos(6) a® =Vt sen(f)  cos(6)

6. Las transformaciones de Galileo nos permiten relacionar las posiciones de una particula respecto a
dos observadores los cuales se encuentran en movimiento, uno respecto al otro. Considere entonces el
movimiento de una particula visto desde el sistema de coordenadas z* tal que

x = Vout;

t2
y = Voyt — 95

Exprese el vector velocidad 'V de esta particula visto del sistema de coordenadas *.

Solucién: Tendremos que

1

=z = Vot

m2:y:%yt—

por lo cual
f/l
‘72

(v )=(

V= Ve = ar — Vox
, =
2
9% V2=V, =94 =V, —gt
cos(f) —sen(f) Vi n Vit
sen(d)  cos(0) V2 Vit



Finalmente

~ ) V!=V1lcos(d) — VZsen(f) + Vit
V=V%4N+V?% con
V2 =Vlsen(d) + V' cos(h) + Vit

. Consideremos el siguiente par de tensores provenientes de la teoria de elasticidad

1 1 /0u; Ouy N PR U
uz‘k=§(3k u; +0; uk)52<8xk+ 8931'); (ut) = U~ gl O
y construyamos el tensor de esfuerzos como
p; =2\ (ué) + Kuf 5;»

Calcule la energia libre para el medio eléstico, definida como F' = %péui .

Solucién: Tenemos que

i i\0 i i Lo i i i 2
Py =2A (uj) + Kuf 87 =2 <uj ~ 3Um 5j> + Kuf 0% = 22 + ufdj <K — 3)

donde: vl = % (O™ Upy, + O u™) = O™ Uy, con lo cual

1,5 1 ; ; 2\ . o o1 A
F= Sl =5 <2Au; + s (K - 3)) ul = (Au;ug +hdgud (21(— 3))

A (ud gl + ) + (3K - 3) (o)’
3 3 1 A

= A ((uiug + uful + wiud) + (ujnd +wdul + uju3) + (uhud + udud +wiud)) + (2]{ — 3> (Ul)2

1
@@%4@f+ﬂ@ﬁ+@@+ﬁ@ﬁ+(K;A)Mf

2
=2 ((h)*+ K-35
1 2
= (2K + ;) (uf)2 +2X (u%u% + ujud + ufué)
1 2A 2
= §K + 3 (Optiz + Oytiy + 02u.)" + 2X (OruyOyty + Oyu.0,uy + O uz0zus) .

. Considere ahora la siguiente transformacién de coordenadas

i =L3a° +a% con y=——; «,f=01,23; ijk=123

0 ) 0 ) ) . . (v —1)
L =7, 6:L7, :’y’l}z, L}:Lg:(;;-‘i‘vlvjivkvk
las L se denominan impulso (topboost) de Lorentz y donde las v* son las componentes tridimensionales

de la velocidad relativa entre los observadores O y O con coordenadas  y 2, respectivamente. La
coordenada z° representa el tiempo medido por el observador O mientras que las z7 representan las



coordenadas espaciales x, y, z para el mismo observador O con ¢, j = 1, 2, 3 respectivamente. Nétese que
0 < vFu, < 1. Suponga, por facilidad, que el movimiento es en una dimensién: o, 3 = 0,1y i,j = 1.

1 v ~0 1 v 0
o 1—v2 V1—v2 = T _ 1—v2 1—v2 T
B — v 1 jl - v 1 xl
1—v2 1—wv 1—v2 1—v2

1 v 0 1 —v ~0
Eg — 1—v2 \/1;1}2 = ( xl > — V1—v2 \/1;1}2 ( T >
v v -
1—v2 1—v z 1—v2 1—v2

a) Muestre que los tiempos se alargan cuando son medidos por observadores en movimiento.

Esto implica

[N

]

¥

Solucién: Tenemos que At =ty —t; = 2§ — 2§ medido por el observador en reposo.y equivalen-
temente At =ty —t; = &9 — &) medido por el observador en movimiento.

Afzfg—flzi“g—i:?:(L% xg—i-a())—(L% xf—l—ao) ZL% xg—L% x?zL%(mg—xf)

29 — 2% At
L0 (2 af) + 10 (} — b = (jl_v;) - e

Claramente
Iim At = oo
v—1

Noétese que hemos supuesto que el reloj que-marca el At y que estd en reposo respecto al sistema

7" se encuentra en la misma posicién espacial 79 = 9.

b) Muestre como las distancias se acortan cuando son medidas por observadores en movimiento.
Solucién: Igualmente la distancia entre dos puntos espaciales sera
[ =ab — ol = (i;; i§+a1) ~ (i; ng+a1) ~ L} (535 _ngf) = I} (89— &%) + L} (a1 — #Y)

Si suponemos ahora que la distancia en el sistema en movimiento #? la medimos en el mismo

tiempo, entonces 79 = 9 con lo cual

N - ! - .
=L (Zy=a1) = (\/211;12):\/11;2 = I=V1-v = limV1-2=0

9. La fuerza de Lorentz F = ¢ (E + v x B) para una particula con carga ¢ que se mueve con una velocidad
v en un campo electrico E, y una inducién magnética B. Muestre que

F=¢g(E+vxB)

dA

VxA=B



10.

Solucion:

F:q(E+va):q<—V¢—68?—|—v><(VXA))

Veamos

v X (V x A) = v e 0 Anel = €juie™" 050, Anel = (5765 — 5767 ) v* 0 Ael

= (v*0; Ay, — v 0, A;)

con lo cual

Fl=q (—6’¢ - % + 0k Ay - UkakAJ> =q <—5]¢ - 867 — v O AT + &7 (vF Ag) — Ag (8Jvk))

Fl=gq (—3j¢— 86—? — RO AT + O (vak>> =q [—Vqﬁ— %‘? +V(A-v)
ya que
dA7  9AIdzt  9AT . AT , ok
— = — =0'0;AT + — ik — — k_ ok
dt or dt | ot v81A+8t, o Ozi 0y =vib) .

Las fuerzas de mareas corresponden a la atraccién de la luna-sobre las particulas (el agua) en la
superficie de la tierra ;Cudl es el potencial que corresponde a las fuerzas de marea? Recuerde que la
fuerza gravitacional que produce las mareas es

Mm

3
"Mm

F=d

r

donde 7z, es la distancia (fija) entre los centros Luna y Tierra, y r es el radio vector del centro de la
Luna a la particula que se ve afectada.

Solucién: Colocando la Tierra en el centro de coordenadas y la Luna en el eje z tendremos:

M M
F = Gotr — G (—ai — yj + 22k) = —V¢
TMm T'Mm
donde: u 3 v 5 v 5
_oMm, 0o GMm, 00 G Mm, _ 00
Vo ox ™V Jy ™V 0z
integrando nos queda
Mm 2? 0¢ 0G (y,2) Mm Mm y?
(b_Gr%/Im?—‘rg(y’Z) = _@__ Ay __Gr?wmy: g(y7Z)_GT§’VIm7+’C(Z)
Mm z? Mm y? M M
b= MM MMy ey o (Q0_RE) o Mmy )= oMM
™ m 2 TN 2 0z 0z TV "V

Por lo tanto:




11. La Ley de Ampere se puede derivar de la ecuacién de Maxwell V x H = J donde H es el campo
magnético y J la densidad de corriente. Si el campo eléctrico es nulo (E = 0) muestre que

fH-dr:I

con [ la corriente neta que atraviesa la circulacién del campo magnético.

fH-dr://S(vxH)-dS://SJ-dS:I

12. Considere el siguiente campo de fuerza:

Solucion:

F=(22+y*+2%)" (vi+yj + 2k) .

a) Calcule en trabajo [F -dr a lo largo de un arco de circunferencia unitaria, colocado en el plano
xy: primero girando en sentido antihorario de 0 — 7 y luego en sentido horario 0 — —7m ;Qué
puede concluir delcampo de fuerzas?

Solucién: Se puede resolver de varias maneras.

= La forma elegante es expresando el campo de fuerza F en coordenadas esféricas. Esto es
F=(2>+¢y"+ zg)n (zi + yj +2k) = r¥"r = 2" a,

luego recordamos que dr es siempre es tangente a la trayectoria, y en este caso la trayectoria
es una circunferencia unitaria ubicada en el plano zy, entonces

drocty = F-dr=0 en todo punto
con lo cual esta fuerza es conservativa porque
F-dr=0V (z,y) = 7{F-dr:0.
= La otra forma es con la fuerza bruta, cartesiana
/F.dr:/(x2+y2+z2)"(xi+yj+zk) - (dai + dyj + dzk)
como la trayectoria es una circunferencia unitaria ubicada en el plano zy, entonces y =

V1 — a2, z= 0, con z variando entre 1 y —1, tanto en el caso de circular en sentido antihorario
de 0 — 7 o en sentido horario 0 — —m.

-1 0
/F.dr:/ (2 + )"z dx+/ (22 +y*) "y dy
1—1 ’ 1
:/ (a:2+(1—x2))nxda::/ rzdxr=0
1 1

No es suficiente, pero podemos sospechar que la fuerza es conservativa, por cuanto dos circu-
laciones distintas nos dieron el mismo valor de la integral.



b) iEse campo vectorial tendrd un potencial ¢ (z,y, z) asociado, tal que F = —Vy (x,y, 2)? Justifi-
que su respuesta.
Si existe el potencial, encuéntrelo y determine el valor del exponente n de tal forma que la funcién
potencial diverge simultdneamente en el origen y en infinito.

Solucidén: Otra vez, planteamos la ecuacién F = -V (z,y, z) en esféricas. Esto es
. dp(r,0,9) . 10p(r,0,9) . 1 0p(r,0,9).
F = 2n+1 = sV , - 'Y s Vs
no ( ar * r a0 ¢ * rsen(f) 0p e

con lo cual tienen que cumplirse las siguientes ecuaciones

T2n+1 _ 890 (7’,0,¢). 0 _ 890 (T707¢). 0 _ 8@ (T,0,¢)
ar a0 96

Las dos ultimas ecuaciones, validas para r # 0, implican que ¢ no depende ni de 6, ni de ¢. La
primera puede ser integrada y nos queda como

de (r) VN

2n+1 2n+1

" dr /T r=e) w(r) 2n+ 2 *

resultado que claramente diverge para n = —1, tanto cuando r — 0 como cuando r — oc.

Obviamente, valida también al hacerlo en cartesianas

ox Jy 0z
con lo cual

' 0 (x,y, 2 ,
(932+y2+22)n1' _ @(a;cya ), (x2+y2+22)ny:7
oo (x,y, z
(a:2+y2+z2)nz _ _<P( Y, 2)
0z
Integrando la primera de esas ecuaciones

n 1 x2+ 2+22 et
go(:c,y,z):~/($2+y2+22) xdx:fi( i—&—l ) +C(y,2)

Donde C (y, z) es una funcién que tendremos que ir descubriendo poco a poco. Ahora bien, susti-
tuyendo esa forma de ¢ (z,y, z) en la segunda ecuacién, tendremos que

n 0 1 (.132 + y2 + 22)n+1 n ocC (y Z)
2 2 .2 _ 1 _ (2 2 2 B )
(2 +y*+2%) y= 8y< 5 v +C(y,2) (P +y*+2%)y oy
con lo cual concluimos que C es independiente de y.
aC 1 (22 92 +22)""!
027( . 2)) = C=C(z) = cp(x,y,z):—f(x v+ ) +C(2)

dy 2 n+1



y ahora se sustituye esta nueva forma de la funcién ¢ (x,y, z) en la tercera ecuacién

a < 1 (w2+y2+22)n+1

(2 +y?+22) 2= ——| -3 +C(z)> :(x2+y2+z2)nz—ac(z)

0z

2 n+1

entonces C también es independiente de z. Finalmente se determina que

( )_ 1(x2+y2+22)7l+1
P\T,Y, %) = 2 n—+1

Obviamente es el mismo resultado cuando recordamos que: 2 = z? + y2 + 22 y tiene el mismo

comportamiento para n = —1.
13. Dado el siguiente campo vectorial

_ 2Acos(0) . n Asen(0) .

F u, Uy

73 3
con A = constante y {i1,,p} vectores unitarios base en coordenadas esféricas.

a) Calcule el rotor V x F

Solucion: El rotor en coordenadas esféricas viene dado por

a, r Uy rsen(d) Gy
Asen(6) 2A cos(0)
VxF-——~ | 2 i 2 ) o|rmsa] o[l =0
~ r2sen() or a0 o9 or or a0 B
2AC72,S(9) r Asig(é) 0

b) Calcule en trabajo ¢ F-dr a lo largo de una circunferencia unitaria en el plano 6 = % ;Qué puede
concluir del campo de fuerzas?

Solucién: Por el teorema de Stokes el trabajo en un circuito cerrado se anula

?{F~dr:/ VxF-dS=0

Se pueda ademaés concluir que la fuerza es conservativa.

¢) ¢Ese campo vectorial tendrd un potencial asociado tal que F = —V? Justifique su respuesta y
de ser posible, encuentre la expresion para ese potencial.

Solucién: Una vez mas

2Acos(9)ﬁ N Asen(0) = — (&p (r,0,)
" B or

g +

Hr 00 rsen(0) Op

N %8@ (r,0,0) 1 9p(r,0,0) ﬁ¢>

3 3

con lo cual, también una vez mas

2Acos(f) _ Op(r,0,9) Asen(d)  10p(r,0,9) 0=
o or ’ B r 00 T

¢ (r,0,9)
¢




La tdltima ecuacién indica que ¢ no depende de ¢. Ahora bien, integrando la primera de estas
ecuaciones, tendremos

2Acos(f) _830 (r,0,¢) = o(r0) = _/2‘40708(9)(17« +C(0) = ACOS(Q) +C(0)

73 or r3 72

al sustituir la forma del potencial en la segunda ecuacién tendremos

Asen(d) 0 (ACOjga) +C(0)> N 6%;9) _0

72 00
De esta forma,
cos(6)

p(r,0)=A 5

r

14. SiF = T%ﬁr. Encuentre algin posible campo vectorial A tal que V x A =F

Solucién: Tenemos

a, r Uy rsen() ag
VxA= m = o A = 7%211,«
Ay (r,0,0) 1 Ag(r,0,¢) rsen(d) Ay (r,0,0)
con lo cual
1 1 <6(T sen(f) Ay (r,0,0)) O (r Ap (r,9,¢))>
r2  r2sen(d) 00 ¢

_ [O(rsen(0) Ay (r,0)) 0A,(1,0,0) _(O(r Ag(r,0,0)) O0A,(r,0,9)
0_( 8r¢ 99 > 0‘( or 00 )

Ahora hay que hacer algun tipo de suposicion para que podamos encontrar, facilmente algiin potencial
vectorial. Supongamos pues que

Ay (r,0, ) = cte sen(f) = 2rsen(®) Ag(r0.6))
Ag (130, 0) = { 0= 2alrt0)
Ay (r,0,6) =0 0= Ag (r, 0, §) + r2Aslr0:) _ 0Ax(r0.6)

Integrando la'primera obtendremos

d (rsen(9) Ay (r,0,9))
ol

cos(6)

en(9) = rsen(f)

+ Cl (Tv 9)

= A¢ (rvev(b) = -

de la segunda concluimos que A, = A, (r,0), es decir, A, es independiente de ¢. Finalmente, de la ter-
cera ecuacién concluimos que podemos hacer adicionalmente A, = A, (r) y C; (r,0) = 0. Resumiendo
0
~ cos(f) iy .
rsen(6)

1
F=-—0, A VxA=F = A=A ()1,
T



15. Para R
F = (:c2 i+y? i+ 22 k)

evalie las siguientes integrales:

a) $F-dr alo largo de una circunferencia unitaria.

Solucién: Por el Teorema de Stokes

iF-dF:/S(VXF)dS

J
9

5

con lo cual

V xF = :0:7{F-dr:0
C

ngj‘m =
Rofle =

B
Y
b) § §F-dS alo largo de una esfera unitaria.

Solucién: Por el Teorema de la divergencia

]{fF.dsz// (VF)dV.
por consiguiente

// (V-F) dV = /// -|-J —|—k2 (2®i+y? j+ 2% k) dz dy de
dy 0z
:/// (2x 4+ 2y +27) dz dy d=
1%

Si ahora transformamos a coordenadas esféricas tendremos que
x =rsen(f) cos(¢); y =rsen(f)sen(p); z=rcos(d); condV =r?sen(f)dr df dy

con lo cual

/ / /V (20 + 2y +22) dadyds — / / /V (2 sen(8) cos(p) + 2 sen(8) sen(p) + 2r cos(8)) 2 sen(8)drdddy

JI[ & ®av ==

16. En coordenadas cilindricas un vector tiene por componentes (0,sen(y), z). Calcular:
a) La divergencia en coordenadas esféricas.

Solucién: Una vez més (5:1,3?2,533) = (r,0,p)y (xl,acz,x?’) = (p,p,2)

_ ozt (z™) _ 072 (z™) _ 073 (z™)
1_ k. 2 _ k. 3 _ k
@ =—a a5 a ook 4 a vl



con
r=1/22+p%; 6 =arctan (g) i o=@ <= p=rsen(d); p=p; z=rcos(d)
con lo cual
~1(.m 2 2 2 2
al 6»"68(3;" ) o — 3\/12(9 to G (r cos(6)) reos? O
x o V(22 +p?) \/(r cos(0))? + (rsen(h))?
darctan (2 - —r?
g2 darc an (2) i pz2 _ r se:g(@)cos(@) ~ — —sen(8) cos(9)
0z z22+p (rcos(8))” + (rsen(h))
a* = sen(y)

de modo que el campo vectorial, en esféricas es
(r cos® 0, —sen(0) cos(0),sen(¢p))

—_—

(0,sen(p),z) =

0 (rsen(#) (—sen(d) cos(6))) . o (r (sen(g&))))
I

y la divergencia
9 (r?sen() r cos?(9)) N
(®) a0

1

VA=
r2 sen or

V.A- 3rsen(f) cos?(0) — 3sen(0) ((Z;))SQ(Q) + sen () + cos(y) .

El rotor en coordenadas cartesianas.

Solucién: Ahora (z',22,2%) = (z,y,2) y (2!, 2%, 2%) = (

con
x=pcos(p); y=psen(p); z=z < p=+a2+y?; go:arctan(g); 2=z
x

de alli se siguen para las componentes cilindricas A = (0, sen(y), z)

- _ O(pcos(y)) 2 2 y 22° + y?
Gy = ——————sen(p) = —p (1 + cos’(p)) = —v/a? + 1> [1 + cos (arctan <7>)} =
Oy T /2 + 42
ay = &)sae’:pl(cp) sen(p) = pcos(p) sen(p) = /x2 + y2 cos (arctan (%)) sen (arctan (%)) = \/%
T +y

a, = 2.



Y el rotor

oy 0z

VxA=i (aaz a“y)

4 dag  Oay Tk day  Oag
J 0z or or dy

a ( = ) a (_ 2x2+y2 ) 3
221442 22102
VxA=k ) Ver ) | 20K

Ox oy (\/m) 3

17. Muestre la relacién
Aa=(V:-V)a=V (V-a)—V x(Vxa)

y a partir de ella encuentre las componentes del Laplaciano Aa en coordenadas cilindricas.

Solucién: En coordenadas cartesianas tendremos que

(V-V)a=09"(a;) e; — " [0 (epimd'a™)] e; = [y (&a;) - (555% - 5{5%) 9; (alamﬂ €

= [81 (8jaj) — aj (c’)iaj) + 8]' (8%1’)] e; = [ajf)jai] e; .
Para encontrar la expresion del Laplaciano de un vector en coordenadas cilindricas tenemos que

Aa = Aagi+ Aayj+ Aa.k = Aa, (cos(p)é, —sen(p)e,) +Aay, (sen(p)é, + cos(p)e,) + Aa.€,
= (Aay cos(p) + Aay sen(y)) &, + (Aay cos(p) — Aag sen(yp)) &, + Aa.€,

ya que
i=cos(p)e, —sen(p)e,, j =sen(p)€p+ cos(p)€é,, k =€.; = =rcos(p), y=rsen(p), z==z
Nétese que

- 0%a, 0%a, 0O%ay -
Aay = 0;0%a, = 7.2 + D2 + 9.2 Aay = 0;0ay =

d%ay n 9?ay, . d%ay
Ox2 Oy? 022’

2 2 2
0%a, 0%a, 0%a,

Aa, = 0;0a. 92 + RIE + 5.2

son las componentes cartesianas.

18. Muestre que
V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax (V xb)+bx(V xa)

Solucién: El resultado es un gradiente porque (a-b) es una funcién escalar. El lado izquierdo de la

expresion sera ‘ ' 4 . . ' 4 ,
(V(a-b))' =0"(a-b)=0" (a;t’) = (9'a;) ¥ + (0'b;) o’



mientras que el lado derecho

(V(a-b))' = (b;07) ' + €'%a; (V x b), +e%b; (V x a),
(b 8]) at + g4k 0jEkmn0" 0" + s”kb Epmno T a”
(b 83) at + 4k Emnka;0 0" + gtk Emnkb; 0" a"
+ (b;07) a* + (83,87 — 67,5%) a;0™b"+
(5%5% — 8,0,) b0 a"

= a;0b" 4+ b;07a’ + 6.,00a;0™b" — 57 6La;0™b"+

+ 0% 69b;0ma™ — 63 51 b;0™a™
= a;0°b" +b;07a’ + a,0'b" — a0 + b, 0'a" — b, 0™
= ajajbi — O™ + b]@jai — b 0™at + a, 0™ + by dta™

=0 =0

= a, 0" + b,0'a" = 0" (a;b’) = 9" (a-b) .

b+
bl+
b+

19. Dado el siguiente campo vectorial a = 4xyi—y?j + z k.

a) Encuentre el flujo del campo a través de un cubo unitario:z =0, z =1,y =0,y=1, 2 =0, z = 1.

Solucion: Tenemos que el flujo del campo vectorial es

/Sa-dS:/(V~a)dV:/(2y+1)dV:/01 dz /01 dz /01 (29 + 1) dy = 2

b) Encuentre el flujo del rotor de ese campo a través de una semi esfera: 22 + 52 + 22 = 16 con z > 0.

Solucién: El flujo del rotor sera

/ (V><a)~dS:% a~dr:?{ (4xyi—y2j+zk)-(dxi+dyj):/4mydx—/y2dy
s

como el circuito serd una circunsferencia de radio r = 4 en el plano z = 0 entonces al pasar a
polares nos queda

x=4cos(f) = dor'=—-4sen(d)dfd; y=4sen(d) = dy=4cos(d)db.
con lo cual

27
?{ a-dr = —5/ 4% cos(f) sen?(0)df = 0
0

¢) Considere ahora un cilindro 22 + 3% =16 con -1 < 2 <1

= ‘'Encuentre el flujo del campo a través de esa superficie.

Solucién: Como siempre, para encontrar el flujo del campo podemos hacerlo directamente
Js a-dS, o a través de su divergencia, [ (V -a)dV
El flujo de este campo a través de la superficie que encierra el cilindro seria

/aodS:/ a~dS—|—/
s Sy S

a~dS—|—/ a-dS

e —



Con dS. las dos tapas del cilindro (z = 1 y = —1), mientras que dS. representa la
superfL(:ie del cilindro. Una forma de resolverlo serfa: se transforma el campo a cilindricas, ya
que dS =dS. a, +dS+ u,.

Esto es:

a = 4(4cos(0))(4 sen(8))(cos(0) @, — sen(f) Gg) + (4 sen())?(sen(f) @, + cos(f) 9g) + zk

y acomodando
a = 16sen(d) (cos(20) G, — sen(26) Gy) + zk

Entonces, el flujo en las “tapas” es
/ a-dS= a-dS = 16w
Sy 5_
mientras que en las superficie cilindrica sera:

1 2m
/SC a-dS= /Sd 4d6 dz (16sen(f) cos(20)) = 64[1dz /0 dé (sen(d) cos(20)) =0

Finalmente

/ a-dS =32«
S

Hubiera sido inmediato si hubiéramos utilizado el teorema de la divergencia y reutilizado los
resultados del volumen anterior. Asi

/(V-a)dV:/ (2y—|—1)dV:/ (2(psen(d)) + 1) pdd dp dz

con y = psen(f) y el diferencial de volumen dV = pdf dp dz.
Entonces, finalmente,

1 4 27 1 4 2
/(V~a)dV:/ dz/ dp2p2/ df sen() +/ dz/ dp2p2/ do
-1 0 0 -1 0 0

para que, otra vez
/ a-dS = 32n
S

porque el primer término de la suma se anula.
= Encuentre el flujo del rotor de ese campo para el caso z > 0.

Solucién: El flujo del rotor sera exactamente el mismo que en caso de las semiesfera. Esto es

/S(an)~dS:7{a~dr:0

d) Encuentre alguna de las componentes longitudinales y transversales del campo.

Solucién: Todo campo vectorial a se puede separar en una componente longitudinal a’, y otra
transversal a. Esto es:
V xal =0 V xal =0
a=a +a’ con =
V-al=0 V-al=V.a=2y+1



con lo cual tenemos

8yal —9.d, =0, azaé - 8$alz =0, 0.d

I _
. Y y—aya =0

x

Dpa, + ayaé +0.al =2y +1

Para empezar a acotar la solucién, supongamos que a' = ai(w, y,2) =0

L=
aza;:() y 0.ab =0 = d =d\(z,y) y a;:a;(x,y)
ama;—aya;:() y 8$a2+8yaé:2y+1

Otro par de suposiciones salvadoras son: a!, = al(z,y) = f(z) y a; = aé(:c,y) = g(z). Estas nos

garantizan que se cumple la ecuacion 8waé — 9yal, = 0. Es claro entonces que podemos encontrar
una solucién de la forma a!, = f(z) =z y a; = g(y) = y?, que satisfaga d,al, + ayaé =2y+1.
Con lo cual

al=zit+y’j = a'=a—a'=z(dy—1)i—2%j+zk

Claramente, las suposiciones

l l 1

ab =al(z,y,2) =0, d,=a\(x,y)=f(x) y a,=al(zy)=gx)

son arbitrarias y otras suposiciones pueden ser hechas y, tendremos resultados distintos.

Encuentre los potenciales escalar y vectorial asociados con este campo vectorial a, a través de las
componentes longitudinal a’ y transversal a‘.

Solucién: El potencial escalar, ¢ = ¢(z;y, 2), esté asociado a la componente longitudinal, a’, del
campo. Esto es

r == I(b(xayaz) = (b(x,y,z):—%-i-x(y,z)
Vxa =0 = a=-V¢ =
y? = —0y0(z,y,2) = y* = —0yx(y,2)
Con lo cual
oy =5+ L oo
»y7Z - 2 3 SOZ

El potencial vectorial para un campo vectorial, ¥ = ¥(x,y, z), estd asociado a la componente
transversa a® del campo. Esto es

z(dy—1) = 0,¥,—0.7,
V~at20éat:VX‘Pé —2y2 = 82\1130_81\1}2
z = 0.V, —0y¥,

Una vez mas, y de forma arbitraria, suponemos ¥, = (. Entoces las ecuaciones anteriores se
convierten en

z(dy — 1) = —0,¥y; 22 =0V, y z= 0¥y — 0y ¥,

con lo cual
r(dy—1)=-0.Y, = ¥, =—z(dy — 1)z + f(z,y)

22 =0V, = U, = -2¢°2+ g(x,9)



y con estos resultados debemos satisfacer
2=0,V, — 0¥, = z=—4y—1)z+ 0, f(z,y) + 4yz — dyg(x,y)

con lo cual es inmediato que una posible solucién surge de f(z,y) = g(z,y) = 0, para que
finalmente el potencial vectorial lo podamos expresar como

U= —z(dy —1)zi—2y°2j.
20. Muestre que

= Si un campo de velocidades es potencial, el campo de aceleraciones también lo sera.

Esto es: Si
v(r(t),t) = Vi entonces a(r(t),t) =V
con
a(e(e), 1) = D VDD o0y, 1) ) vieta)

Solucién: Adaptando la relacién vectorial del primer problema obtenemos
VEv-v)=v-V)v+(v-V)v+vx (Vxv)+vx(Vxv)=V(’)=2(v-V)v

con lo cual

0

B 1 2\ dp 1 2 _
a—atV<p+2V<(V<p))—V< 2(V<p)> = a=Vo

ot

= Encuentre la forma del potencial del campo de aceleracionesen términos del campo de velocidades
y su potencial.

Solucién: Arriba notamos claramente que



5.15. Ejercicios propuestos
1. Muestre que

a) Considerando: V = 3(0)4— d(O)—i-kd(o)
b) Six= rsen(@) cos(cZ)) , Y= rsen(@) sen(¢), = =rcos(f). Encuentre, en este nuevo sistema de
coordenadas (7,0, ¢), las expresiones para: Vf; A=V -VfyV xv

2. En coordenadas cilindricas un vector tiene por componentes (0,sen 8, z). Calcular:

a) La divergencia en coordenadas esféricas

b) El rotor en coordenadas cartesianas
3. Muestre que se cumple la siguiente la relacion
Aa=(V-V)a=V (V.a)-V x(Vxa)
y a partir de ella encuentre las componentes del laplaciano Aa en coordenadas cilindricas
4. Encuentre el vector normal a la superficie
2= Vet +y? o+ Va2 1y

en un punto cualquiera (z,y, z) # (0,0,0), luego encuentre la expresién para el dngulo que forma este
vector con el eje. Encuentre el limite al cual tiende este dngulo-cuando (z,y, z) — (0,0, 0).

5. La ecuacién de equilibrio hidrostatico en simetria esférica es
VP (r)+pr) Ve (r) =0

donde P (r) es la presidn, p (r) la densidad y ¢ (r) el potencial gravitacional. Muestre que las normales
a las superficies is6baras y las normales a las superficies equipotenciales, son paralelas.

6. Dador=xi+y j+ z k con |r|| = r =cte, f (r) un campo escalar bien comportado y a y ¢ vectores
constantes, muestre que

a) Vr=t, =% V(a-rf(r)=af(r)+(@r)f ()
b) V- (cf(r)) =3f(r)4rf(r); V-((a-r)r)=4(a-r)
V-((a-r)c)=V-((cir)a)=(a-c); V- -((rxa)xc)=-2(a-c)

¢) Encuentre los enterosn tales que V - (r"r) =0
d) Vxr=Vx(f(r)r)=0; Vx(cxr)=2c; Vx(c(a-r)=axc
Vx((cxr)a)=axc

e) (X V) - (£ x V) f (r) = r2Af (r) — 12840 90200 con Af (r) = (V- V) £ (r)

7. Encuentre la expresién para la divergencia y el rotor de la velocidad v y la aceleracién a de un cuerpo
rigido alrededor de un punto (z,y, 2)

V=wXr a=eXr+wx(wxr)

donde w es la velocidad angular y € es un vector constante.



10.

11.

12.

13.

14.

Pruebe que el campo de velocidades v (r) de un disco que rota alrededor de su centro con una velocidad
angular w cumple con la relacion V x v = 2w

Encuentre la circulacién alrededor de una circunferencia de radio unidad centrada en el origen para los
siguientes campos.

@) a=1(—yit+a})
b) a=(zy+1)i+ (322 +2x+2)j
Encuentre el rotor y el flujo para el campo vectorial
a= (m2+y—4)i+3a:yj—|— (2$z+22)k
a través del hemisferio 22 + 32 + 22 = 16 con z > 0.

Muestre la relacion
Aa=(V-V)a=V (V.-a)-V x(Vxa)

y a partir de ella encuentre las componentes del Laplaciano Aa en coordenadas cilindricas
Muesre que el vector a (r) es solucién a la ecuacién
Vx(Vxa)—ka=0 = (V+k’)a=0

con la condicion solenoidal V - a = 0. La ecuacién (V + k:2) a = 0 se conoce como la ecuacién de
Helmholtz.

Dado el campo de fuerzas F = r™ r. Verifique si existe una funcién escalar ¢ (z,y,2) tal que F =
—V¢(x,y,2). En el caso de que sea posible, encuentre esa funcién ¢ (z,y, z).

En mecénica clasica la cantidad de movimiento viene definida como L = r x p. Para pasar a mecénica
cuantica se asocia r y p con los operadores posicién y cantidad de movimiento los cuales, al operar
sobre la funcién de onda nos proveen

GIX0) =l ) =6 ) o G121 = (ih ) 1o = it 5w )
CIY I =t by dm ) R = (<in o) ) = —in 5 )
12 1) = =y 2 90 011w = (=ih 5 )t o) = =it S0 0)

En definitiva, en coordenadas cartesianas en la representacién de coordenadas {|r)} tendremos que

(rlRlY)=x () v (r|Pld)=—ih V ¢(r)

a) Muestre que en Mecénica cudntica las componentes cartesianas del operador cantidad de movi-
miento angular son

GLalo) ==in (g =g )o@ 1L, 10 =—in (35 —a i oo



b) Utilizando las definiciones anteriores muestre que el conmutador de las componentes cartesianas
de la cantidad de movimiento angular cumple con

[Ly, L) =ihL, y en general e;;,L'L7 = ihL; = L x L =iL

con L' =Li =Ly LP=Ly=Ly; LP=L3=L,yL=Lii+ L,j+ L.k

¢) Dados dos Operadores Vectoriales A y B que conmtan entre ellos y con L tales que
[A,B] = [A,L] = [L,B] =0

demuestre entonces que
[A-L,B-L]=i(AxB)-L

15. El campo magnético generado por una corriente I es

pol -y . T,
B=—
2 <$2+y21+x2+y2‘]>

Encuentre un vector potencial magnético, A, tal que V x A = B.

16. Si un campo vectorial tiene la forma B = V¢ x V¢, entonces B es solenoidal y su potencial vectorial
es: A =1 (¢Vyp— Vo).

17. Dados el potencial vectorial A (r) del momento magnético dipolar m y la fuerza F = V x (B x m)
que registra un momento magnético dipolar m, sometido a un campo- magnético externo, B. Muestre
que la fuerza ejercida por un dipolo magnético sobre otro viene dada por:

Ho
A, ()= (—)mxr
473 o
= F,,5m,=—V (
47

2m17‘ Mar — Mip M2p — M1z M2y
r3
Fm(r) =V x (B xm)
con m = m, 0, + myl, +m.a,.

18. Desarrolle el Teorema de Gauss para el caso bidimensional. Esto es, suponga una linea de carga orien-
tada en la direccién del eje z genera un potencial

1
@(p)z—qin(p); E=-Vp conp=/22+y>

2meg

19. Pruebe la generalizacion del Teorema de Green

// {<<r>u<r>—5<r>u<r>}dv:p<r>//{c<r>Vf<r>—s<r>v<<r>}-ds
Vv s

donde L es el operador autoadjunto definido por L = V - (p(r) V) + ¢ (r).
20.” Considere una esfera de radio r = a y carga ). Grafique su potencial electrostético para 0 < r < oco.
21. Considere una esfera de densidad uniforme pg, radio 7 = a y masa M.

a) ‘Muestre que la fuerza gravitacional por unidad de masa es F = — (4”3@) 1, para 0 <r < a.

b) Encuentre el potencial gravitacional asociado a esta fuerza



¢) Imagine un tunel que atravieza la esfera pasado por su centro. Encuentre la ecuacién de movi-
miento y la expresion del periédo para una particula de masa m, que se deja caer por ese tinel.

22. Dado un vector potencial magnético A tal que V x A = B. Muestre que

//B -dS = ]{A -dr es invariante de calibre: A (r) - A (r) + Vx (r)
23. La fuerza de Lorentz para una particula con carga ¢ que se mueve con una velocidad v en un campo
electrico E y magnético B es: F = ¢ (E + v x B). Muestre que
F=¢gE+vxB)

dA
B=-Vo- 22 4 5 F=|-Vo- D 4V(ay)

VxA=B
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