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3.1. Funcionales Lineales

Definiremos funcionales lineales aquella operacién que asocia un niimero complejo (o real) a un vector |v) €
V y cumple con la linealidad. Esto es

¥V [MeV = Flv]ecC
» Fla [vi)+8 |vo)l=a Fllvp)l+ B8 F[[v2)] ¥V [|v),[v1),[v2) €V

El conjunto de funcionales lineales {F1, Fa, F3, F4, - -+ , Fn, - } constituyen a su vez un espacio vectorial,
que se denomina espacio vectorial dual de V' y se denotara como V*. Este espacio lineal también se denomina
espacio de formas lineales y los funcionales son esas 1—forma. Esto es, dados Fi, Fa € V* se tiene

(F1+ F2) [[V)] = Fu [[v)] + F2 [[v)]
vV |[v)eV
(@ A)[IV)] = o Flv)]

En aquellos espacios lineales con producto interno definido (Espacios de Hilbert), el mismo producto interno
constituye la expresién natural del funcional. Asi para tendremos

(Fa)[IW)]=(alv) V |[vyeV A V (aleV”
Es claro comprobar que el producto interno garantiza que los {Fa, Fb, - - - } forman un espacio vectorial.
(Fa+ Fp)[IV)] = FallV)] + Fo [[v)] = (a|v) + (b |v)
vV |v)eV
(a Fa)[[v)] = (ea|v) = a" (a|v) = " Fal]v)]

Esta tltima propiedad se conoce como antilinealidad. Con lo cual se establece una correspondencia 1 — 1
entre kets y bras, entre vectores y formas diferenciales.

)\1 ‘V1> + )\2 ‘V2> = )\)1K <V1| + )\3 <V2|

Con lo cual podemos puntualizar esta correspondencia como

*

(alv) = (v la)
(a |/\1V1 + )\2V2> =\ (a |V1> + Ao (a |V2>
(Mart+Xqaz [v) = Af (a1 |[v) + A5 (a2 |v)

Més aun, dada una base ortonormal {|e1), |e2), |es) - |en)} para V siempre es posible asociar una base
para V* de tal manera que

V) =Xle) = (v[]=A7(e'| con XN =(e|v) A A =(v]e) coni=1,2,---,n

En un lenguaje arcaico (y muchos textos de Mecdnica todavia lo reproducen) denominan a la base del espacio
dual {(e’|} la base reciproca de {|e;)}

Notese estamos utilizando la notacién de Einstein en la cual indices repetidos indican suma y que las
bases del espacio dual de formas diferenciales <ék| llevan los indices arriba. Los indices arriba se llamaran
contravariantes y los indices abajo covariantes. Las componentes de las formas diferenciales en una base dada,
llevan indices abajo (a| = a; (&'| mientras que las componentes de los vectores los llevan abajo |a) = af |&;)
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3.2. Bases Discretas

Para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos desarrollado hasta aqui. Tal y
como vimos arriba, la representacién de un vector |F) en un espacio vectorial abstracto V puede darse en
término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita Bpr = {|u1), |u2), |us),---|u,)} o discreta
e infinita Bpyr = {|uy), |uz), |us)---|u,)---}) de la forma:

¢ u) = (0’| F) |u) < Bpr ={lw), [uz), |uz) - [un)}
|F) = ' 4 coni=1,2,---.n
cu) = <u" F) |u;) < Bpr ={lw), |ug), [uz)---|u,)---}

donde en ambos casos: . . ‘ ‘ o
d=W|F)=¢ (0 |ju)=¢ &5

Donde la delta de Kronecker ¥ lleva un fndice arriba y uno abajo y representa ¥ = 1 si i = k y es nula en
los otros casos. Supondremos, de ahora en adelante un espacio de dimension finita y en éste consideraremos
dos bases ortogonales, Bpr = {|e1), |e2), |es) - |en)} vy Bpr = {|€1), |€2), |€3)--|€s)}, de dimensién
finita. Como ambas son bases ortogonales todo vector de V puede expresarse en término de esas bases, en
particular cada vector base se puede expresar en términos de la otra base como

1) + ¢ [&) -+ " [&y) = i)

! &
81) + & [8a) -+ " [8,) =& [§;)

ler) =c |
lea) =¢" |

len) = ¢ [&1) + ¢ [82) -+ " [8n) =& [&))
Este sistema de ecuaciones se puede resumir aiin méas como
lei) = C7 &) =C7 |&;)

Los C son constantes que han renombrado las distintas formas de las constantes ¢/, & - - - & que expresamos
arriba. Igualmente, podemos expresar los vectores de la segunda base en términos de la primera como

&) = Al le;) = (&"[&;) =0F = A] (&"|e;) = AlCk
ya que _ ) .
lem) = Ch, 18;) = (8" lem) = C), (&" [&)) = €107 = Co,

Adicionalmente, hay varias costumbres a aclarar con la notacién de indices.

Al asociar los C¥ con elementos de matriz los indices contravariantes (arriba) indicaran filas y los cova-
riantes (abajo) las columnas. Esas matrices serdn no singulares para garantizar la independencia lineal de
los vectores base. De este modo para el caso i,k = 1,2, 3 tendremos

oF = AlCF = F=AlCY=CFA]

representa
L 00 A Gy G
0 1 0 |=| C2A] C2A] C2A4]
00 1 A C3A] CBA]
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ClAl + CYA2 + CL A3
CIAL + C3A3 + C3 A3

1 0 0

01 0 =
0 0 1 A3 A1 4 A3 42 4 1343
CiA; + C5A7 + C5 A7

ClAL + C3A3 + C3 A3
Cr A+ C3A3 + C3A3
CP A3+ C3A3 + C3 A3

Es claro que C~’; y flf son inversas una de la otra, por cuanto su multiplicacién nos da la matriz identidad.
Por lo tanto si |e;) = C7 |&;) se considera la transformacién directa, mientras que |&;) = A7 |e;) serd la
transformacién inversa. El caso mas emblematico lo constituyen las transformaciones entre la base ortonormal
cartesiana {[7),|7)} y la base ortonormal de vectores en coordenadas polares {|u,), |ug)} .

Siguiendo con el esquema propuesto expresamos los vectores cartesianos en la base de vectores polares

[7) = cosf|u,) — sen |uy)

= e =Cluy) = /= le)
|7) = sen @ |u,) + cos |ug)
con ) ‘ ‘
(2 B () (=
le2) = 1)/’ luz) = [up) (u* ) = &f
con lo cual
ol — (u'ler) (u'lex) \ _ ([ CF CF \ _ cos® send
P (u?ler) (uile) )\ ¢ CY )\ —senf cosd

Mas adelante veremos que esta es la matriz de rotaciones.

3.3. Paréntesis Tensorial

3.3.1. Tensores una definicion funcional

La extension natural al concepto de funcional lineal es el concepto de tensor. Definiremos como un tensor
a un funcional lineal que asocia un niimero complejo (o real) a un vector |v) € V, a una forma (u| € V* o
ambas y cumple con la linealidad. Esto es

v
» Tlulsa [vi) + 8 |vo)] = T [(u];|vi)] + 8 T [{u] ; [va)]
= TIC (| +& (uaf; (V)] =aC T [(w];[v)] +€ T [(uzf5|v)]

[v)eV A (ueV*— T[ul;|v)]eC

YV |vi),|ve) €V A (uleV*

VIv),eV A (uy],{uz| € V*

Es decir, un tensor es un funcional generalizado cuyos argumentos son vectores, formas o ambas. Esto es
T [e; e] una cantidad con dos “puestos” y una vez cubiertos se convierte en un escalar (complejo o real). Al
igual que las funciones de varias variables (f (z,y) = 3z + 4y?) la posicién es importante

[v) (ul
T é,i cC

Un tensor con dos argumentos correspondientes a formas y uno a un vector

[vi) |v2) (u]
+o4

Tlo,o; ]=T |0, c;e eC:;tensordetipo(

1 .
2 b
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y el caso contrario
[v) (ui] (uz]

Tlos -] =T é; i, s € C = tensor de tipo < ?)

En general
[vi) |va) [vn) (1] (uz] (|
Tlo; =T %)7237.”, é;ﬁ,ﬁ---, : :;tensordetipo(?})

En esta notacién el punto y coma ;separa las “entradas” para las formas de las de los vectores. Es importante
recalcar que el orden si importa, no sélo para las cantidades separadas por el punto y como sino el orden
de los puestos de los vectores y formas separados por coma. Ese tltimo orden repercutird en las propiedades
de los tensores. Serdn tensores simétricos si al permutar dos de los puestos de vectores (o formas) cambia de
signo el orden no importa; antisimétricos si el orden importa y un tensor genérico si el orden importa pero
no se comporta como los casos resenados anteriormente. De todos modos esto sera tratado con detalle mas
adelante.

Obviamente las formas pueden ser representadas por tensores ya que son funcionales lineales de vectores,

es decir,
) (al
un vector es tensor de tipo ( 0 ) =T 5 e C.
Por su parte, los vectores constituyen un caso especial de tensores
|a)
i

una forma es tensor de tipo ( (1) > =T |e| cC.

porque son funcionales lineales para las formas diferenciales

3.3.2. Producto Tensorial: Definicion y propiedades

Como serd evidente més adelante, unos tensores (simples) pueden provenir del producto tensorial (exterior
o directo) de espacios vectoriales. Esto es que, dados &£ y €5 dos espacios vectoriales con dimensiones Ny y No,
respectivamente y vectores genéricos, |¢(1)) y |x(2)) pertenecientes a estos espacios vectoriales, |p(1)) € &
y |x(2)) € &. Definiremos el producto tensorial (exterior o directo) de espacios vectoriales, &€ = &1 ® &y, si

0 )Si se cumple que

a cada par de vectores |¢(1)) € &1y |x(2)) € & le asociamos un tensor tipo ( 2

(C(1)] (£(2)]
(X)) = ) @ x@) =T | &, & | =€) ]e1) (€2) |x(2) € C

y cumplen con las siguientes propiedades:

1. La suma entre tensores de &£ viene definida como

p(D)x(2)) + IC(1)E(2)) = l(1)) @ [x(2)) + [¢(1)) @ [£(2))
= lp(1) +¢(1) @ [x(2) +£(2))
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2. El producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con ntimeros reales A y

[IAe(ID] @ [x(2)) = M) @ [x(2)) = Alp(1)) @ [X(2))] = Ap(1)x(2))
lp(1)) @ [lux(2)] = lp(1) @ [ Ix(2)] = plle(1)) @ [x(2))] = 1 lp(1)x(2))

3. El producto tensorial es distributivo respecto a la suma:
(1)) @ [Ix1(2)) + Ix2(2)] = le(1)) @ [x1(2)) + l(1)) @ [x2(2))
[lp1(1)) + l2(1)] @ [x(2)) = l1(1)) ® [x(2)) + |92(1)) @ [x(2))
Noétese que los indices (1) y (2) denotan la pertenencia al espacio respectivo.

Es facil convencerse que los tensores |p(1)x(2)) € € = £1®E&, forman un espacio vectorial La demostracién
se basa en comprobar los axiomas o propiedades de los espacios vectoriales. Es decir:

1. La operacién suma B es cerradaen V :V |v;),|v;) € V= |vi) = |vy) Blv;) € V
Esto se traduce en demostrar que sumados dos tensores |¢(1)x(2)), ¥ [€(1)£(2)) € & el tensor suma
también pertenece a £,con a y b pertenecientes al campo del espacio vectorial

ap(1)x(2)) +0[C(1)§(2)) = law(1) +¢(1)) @ [x(2) + b&(2))

y esto se cumple siempre ya que, el producto tensorial es lineal respecto a la multiplicacién con niimeros
reales y por ser & y & espacios vectoriales se cumple

lap(1) +¢(1)) = ale(1) +1¢(1) € &
£(2) +6¢(2)) = |9(2)) +b1C(2)) € &
2. La operacion suma H es conmutativa y asociativa

Conmutativa V |v;),|v;) € V =|v;) B |v;) = |v;) B |vy)
Esta primera es clara de la definicién de suma

p(1)x(2)) + [C(1)E(2)) = (1) +¢(1)) @ [x(2) +£(2))

} = le(1) +¢(1) @ [x(2) +£(2)) € &

[C(ER)) + lp(1)x(2)) = [C(1) + (1)) @ [€(2) + x(2))

por ser & y & dos espacios vectoriales
Vovi),lvi) v € Voo = (lvi) Bvy)) B lvi) = [v;) B (Jvi) B|vi))
una vez mas, esto se traduce en:

(lp(M)x(2)) +1C(1)E(2))) + [(1)5(2)) = le(1)x(2)) + (IC(1)E(2)) + |2(1)r(2)))

con lo cual, por la definicién de suma la expresién anterior queda como

(lp(1) +C(1) @ [£(2) + x(2)) + (1)5(2)) = [(1)x(2)) + (I¢(1) + (1)) @ [£(2) + £(2)))

[(p(1) +C(1)) + 2¢(1)) @ [(£(2) + x(2)) + £(2)) = lo(1) + (C(1) + (1)) @ [£(2) + (x(2) + £(2)))

3. Existe un unico elemento neutro: 3! [0) > |0)H|v;) =|v;)B|0) =|v;) V |v;) €V
Es decir,

[p(1)x(2)) +10(1)0(2)) = | (1) +0(1)) @ [x(2) +0(2)) = [¢(1)) @ [x(2)) = [(1)x(2))
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4. Existe un elemento simétrico para cada elemento de V :
Vivj)eV 3 |-v;) > |v;)B|-v;)=10) =

[p(Wx(2)) = le(1)x(2)) = [#(1) = o(1)) ® [x(2) — x(2)) = [0(1)) ©[0(2)) = [0(1)0(2))
a(Blvi)) = (af)|vi) =

a(Ble()x(2))) = a([6x(2)) @ [»(1))) = |abx(2)) @ (1))
= (@) [x(2)) @ |p(1)) = (aB) [p(1)x(2))

6. (a+B)[vi) =alvi) +B|vi) =

(a+8)le(Dx(2)) = lp(1)) @ [(a + 8) x(2)) = ¢(1)) © [ax(2) + Bx(2))
= (1)) @ [(a[x(2)) + Bx(2)))]
= alp(1)) @ [x(2)) + B le(1)) @ [x(2))

7. a(vi)Blvy) =alv) Balv) =

a(Je(D)x(2)) +1¢(1)E(2)) = a(lp(1) + (1)) @ [€(2) + x(2)))
= la(p() +¢(1)) @ [£(2) + x(2))
= [ap(1) + (1)) @ [£(2) + x(2))
= (lap(1)x(2)) )
= ale(1)x(2)

&
0

A/.\

+ la¢(1)£(2))
+ a[¢(1)§(2)

Equivalentemente, podemos construir un producto tensorial entre espacios de formas diferenciales. Si £ y
&5 son dos espacios vectoriales duales a £ y £;, con dimensiones Ny y Na, respectivamente. A estos espacios
pertenecen las formas diferenciales genéricas (¢(1)| € &5 y (£(2)] € &;. Definiremos el producto tensorial de
espacios vectoriales duales, £*= €] ® &5, si a cada par de formas diferenciales (((1)| € & y (£(2)] € &5 1e

. . 0
asoclamos un tensor tipo ( 9 ) . Esto es

(CMER) = (M) @ (£(2)]

3.3.3. La tentacion del producto interno

Uno puede verse tentado a definir un producto interno de la forma

(PMxX(2) lp(1)x(2)) = (2(1) [#(1)) - (x(2) [x(2))

A partir de las definiciones de productos internos en £ y £ mostraremos, sin embargo que NO es una
buena definicién de producto interno. Para ello supondremos que - representa la multiplicacién estandar
entre ntimeros reales. Para comprobar que

Debemos demostrar los axiomas o propiedades de los productos internos. Las propiedades que definen el
producto interno son:

1. x|x) eR A (x|x)>0 V |[x)eV si (x| x)=0=|x) =10)

Esto es:
(p(M)x(2) lp(1)x(2)) = (p(1) |¢(1)) - (x(2) [x(2))
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como (p(1) |p(1)) ¥ (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno tendremos que

(1) lp(1)) >0

} = (p(Dx(2) lp(1)x(2)) = 0
(x(2) [x(2)) = 0

Aqui vale la pena mencionar algunos puntos sutiles sobre la segunda parte de la propiedad a demostrar:
si (x| x) =0 = |x) =10) lo cual para este caso se traducen en

{p(D)x(2) [2(1)x(2)) = {p(1) 1(1)) - (x(2) X(2)) =
{p(1) [(1)) =0
= [¢(1)) = 0(1))

(x(2) [x(2)) # 0
{p(1) [@(1)) # 0

(p(1) [2(1)) - (x(2) [x(2)) = 0= = [x(1)) = [0(1))
(x(2) [x(2)) =0

(p(1) 1&(1)) =0 } { p(1)) = 10(1))
=
(x(2) [x(2)) =0 IX(1)) = [0(1))

definitivamente, habria que restringir los posibles vectores que intervienen en el producto tensorial, de
modo que no fuera posible vectores del tipo

lp(1)0(2)) = |¢(1)) ®10(2)) o [e(1)x(2)) =0(1)) ® |x(2))
sblo asi se cumple la propiedad mencionada.

2. (x|y)=(|x)" VIx),ly)eV
Esto puede ser demostrado facilmente como sigue

(P(Dx(2) [p(1)x(2)) =

3. X|y+z)=Xy)+(xlz) AN (x+zly)={ly)+(z[y) VI[x),ly),[z)eV
Partimos del lado derecho de la primera de las igualdades anteriores:

(WX le(M)x(2)) +[CMEN] = (PMx2) (1) + ¢(1)) @ [£(2) + x(2))]
= (1) lp(1) +¢(1)) - (x(2) [£(2) + x(2))

y otra vez, como (¢(1) |¢(1)) ¥ (x(2) |x(2)) son buenas definiciones de producto interno tendremos
que:

{2(1) 1¢(1))

(&(1) (1) + ¢(1)) = (@(1) | (1))
X X (x(2) [x(2))

_|_
(2) 1€(2) +x(2)) = (x(2) [£(2)) +
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y al multiplicar (x(2) |£(2) + x(2)) por (4(1) |¢(1) 4+ ¢(1)) surgirdn cuatro sumandos
(A1) le(1)) (x(2) [€2) +(2(1) [0 (1)) (X(2) [x(2)) +(A(1) [¢(1)) (x(2) [€(2)) + (2(1) [C(1)) (X(2) [x(2))

lo cual contrasta con el lado izquierdo al utilizar la definiciéon dos veces que tienen dos sumandos

(P(Dx(2) [p(Mx(2)) + (A(1)x(2) [C(1)E(2)) = (2(1) | (1)) - (X(2) [x(2)) + {2(1) [¢(1)) - (x(2) [£(2))

por lo cual NO se cumple esta propiedad y no hay forma de enmendarla. S6lo por razones de
completitud.

3.3.4. Bases para un producto tensorial

Si {Jui(1))} v {|vi(2))} son bases discretas para & y &a, respectivamente, entonces podremos construir
el tensor

|ui(1)v;(2)) = |ui(1)) @ [v;(2)) € €

el cual funcionard como una base para £ . Por lo tanto, un tensor genérico de &£, construido a partir

lo(1)x(2)) = l¢(1)) ® [x(2)) = ©'x7 [ui(1)v;(2))

donde ¢’ y x/ son las componentes de |¢(1)) ¥ |x(2)) en sus respectivas bases. En otras palabras las
componentes de un tensor en £ corresponden a la multiplicacién de las componentes de los vectores en &
y & Recuerde que estamos utilizando la convencion de Einstein de suma tacita en indices covariantes y
contravariantes, en la cual ¢* |vg) = S0 ¥ |ug) .

Es importante sefialar que si bien un tensor genérico |¥) € & siempre se puede expandir en la base
|ui(1)v;(2)) no es cierto que todo tensor de £ provenga del producto tensorial de & y &. Es decir, £ tiene
mas tensores que los que provienen el producto tensorial. Esta afirmacién puede verse del hecho que si
|¥) € & entonces

W) = e Jus (1) (2))

por ser {|u;(1)v;(2))} base para €. Es claro que dados dos nimeros ny y ng habra ¢/ que no provienen de
la multiplicacién de nins.

3.3.5. Tensores, sus componentes y sus contracciones
Componentes de un tensor

Denominaremos componentes de un tensor, aquellos nimeros que surgen de incorporar bases de formas
diferenciales y vectores. Asi si {|u;(1)),|v;(2)), |[tx(3))} v {(z™(1)], (¥™(2)|} son bases para los vectores y las

. 2 ,
formas, respectivamente. Las componentes de un tensor 3 seran

lui (1)) 1v(2)) [tx(3)) (=™ (1] (¥"(2)]
1 1 {

| {
mn __
ik =S o, o , o .

) y @
claramente, esta definicién de componente contiene a las componentes ¢ de aquellos espacios tensoriales
generados por el producto tensorial. Ya si consideramos un tensor como resultado de un producto tensorial
y consideramos que las base {|u;(1)), (™ (1)|} su componentes se pueden expresar {¢©™(1)x;(1)}, vale decir,

(1) lowi e @I= @) o) & (AD] ) = (" 0B0)
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Combinaciones lineales de Tensores

Es claro que podremos sumar (componentes) de tensores como lo hemos hecho con la suma de (compo-
nentes) de vectores

d+b=(ay+b.)i+ (ay +b) 7+ (a: +b) k= (a' +bY) i+ (a® + 1) j+ (a® + %) k= (a' + 1) |e;)
R} = (0@ + P}

Producto Tensorial de Tensores

Podemos extender atin més la idea del producto directo y ahora realizarla entre tensores. Asi dos tensores
(€M) (&2)]
1

. 2 2 .
tipo g )y 1 )sise cumple que
1
[ ]

[P(Dx(2)) = lp(1)) @ [x(2)) =T , ®

lui (1)) (e(D)] ((2)]
RDK2)O(L) = w1 @ K2y 2 © ) =P| & ; &,

lp(1)x(2)) @ [u(1)£(2)0(1)) = lp(1)) @ [x(2)) @ [u(1)) @ [£(2)) @ (O (1)]

[l (@) us (1) (D] (6(2)
7| s, s |aP| 5%, s

[us (1)) ()] (¢(2)] (C(3)] (£(4)]
4 4 4 4 4

=R O ; e, e e , e

Contraccion de un Tensor

Denominaremos una contraccién cuando sumamos las componentes covariantes y contravariantes, esto
es ¢'(1)x:(1) lo cual genera un escalar independiente de la base. Esta situacién serd mds evidente cuando
definamos métricas y contraccion de tensores. Por analogia y considerando un caso més general, dada una

. . 1 .
componente SZ’,? correspondiente a un tensor ( ) podremos construir un nuevo tensor < 9 | 2 partir

3

de una contraccién. Las componentes de este nuevo tensor seran S;;’k = 57} Del mismo modo, dadas las

- , lid ij ,
componentes de dos tensores, P'™ y QY generardn componentes de nuevos tensores R, = P'™Q7, . Asf

2\ ., pim

0 3 lij Im yij
2 ij :(1):Rkj:P Qrka
2 :>sz
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Es claro que si dos tensores derivan de productos tensoriales y si {|u; (1))}, {(u™(1)|} v {|vi(2))} son bases
ortonormales para & £y &2, entonces sus productos podran ser expresados como

Y(13(2)) = (+'(1)87(2)) [ui(1)) @ |v;(2))
P
|a(1)B(1) = (! (1)Bn(2)) [u(1)) @ (w™(1)]
Ql

(&' (1)Bm(2) (1)) @ (@™ (W)]] [(v'(1)07(2)) [ui(1)) @ [v;(2))] =

o' (1B (2) (v/(1)87 (2)) {(u™ (1) [ui(1))} [0;(2)) ® (1)) =
om
o' (1)B(2) (7" (1)87(2)) [0;(2)) @ (1)) = PYQ; |v; (2w (1)) = B [v;(2)ur (1))

Pero més aun si |u;(1)v;(2)) = |u:(1)) ® |v;(2)) € € es base de € entonces se puede demostrar lo anterior
sin circunscribirnos a tensores cuyas componentes provengan de multiplicacion de las componentes en cada
espacio vectorial.

Simetrizacion de Tensores

Un tensor (las componentes) serd simétrico respecto a dos de sus indices si su permutacién no cambia su
valor:

Sij = Sji; S = 87 Sijeklomn = Sijolk--mn S = S%
y serd antisimétrico si

Aij = _Aji7 AY = —AJ Az’j---lclmmn = _Aij---lk--~mn AY = —AY

Un tensor de rango 2, viene representado por una matriz. La matriz que representa un tensor de rango 2,
tendréd como maximo 6 componentes distintas sera

R Sy Sy S
Si=sl=| 57 85 sz |=| 8 53 s
st 3 S St S3 S

mientras que un tensor antisimétrico de segundo orden tendra, cuando méaximo, tres componentes con valor
absoluto distintos de cero

0 Al Al
Ail=-Al=| —4A2 0 A3
sl W B
—-A7 —-A3; 0
Siempre es posible construir tensores simétricos y antisimétricos a partir de un tensor genérico. Esto es:
1 1
Sij = 3 (Tiyj +Tj) =Tuj5y <= Sijoklomn = 5 (Tij-ktemn + Tijetbomn) = Tijooo (k1) omn
1 1
Aij = 3 (Tij —Ty) =Ty <= Aijoklomn = 3 (Tijekteomn — Tijetbormn) = Tijoo(kt)oomn
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M3és atin, es evidente que las componentes de un tensor genérico 755, pueden expresarse como una combinacion

de su parte simétrica y antisimétrica
Tij = Sig + Ayj

Obviamente que algo equivalente se puede realizar para componentes contravariantes de tensores.

3.3.6. Tensor Métrico, Indices y Componentes
Para una base genérica, {|x;)} , no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto interno,

podemos definir la expresién de un tensor simétrico < o | que hemos denominado tensor métrico como

[xi) [%5)7

{ _ _
gl°,0 |=9=9i = 9i=0=8lx),|x;)]

Noétese que las g;; = gj; son las componentes del tensor g $ , é, una vez que la base {|x;)} ha actuado.

Ixi) [x;)
. ., oy . . +d .
La denominacién de tensor métrico, no es gratuita, g [ o, o, | cumple con todas las propiedades de la
métrica definida para un espacio vectorial euclidiano. Vale decir
[xi) 1)

L . . .
1l.g| o, o :g[|xz>,|xj>]:g”Eg]220 V|Xj> y st g[|Xi>7|xj>]:0:>ZZ-7

2. gllxi) . 1x5)] = gllx;) . [xi)] = g5 = g5
3. gllxi), [x)] < gllxi), |zx)] + gllzk) , |x,)] La desigualdad Triangular

Si la base genérica, {|x;)}, es ortonormal entonces estas propiedades emergen de manera natural y es
claro que

lei) le;)

g| 5.8 | =gl =gy (|| =gl @] v glee=gYle)®le) =g le)) @ e

con lo cual sus componentes serén matrices simétricas g;; = g;; y igualmente g*/ = ¢’*. En general impon-
dremos que

(gij <ei’ 0 <ej‘) (gkm |ek> ® |em>) = gijgkm <ei \ek> <ej |em> = gijgkmfszz;(;% = gijgji = 5f =n

ya que 4,5 =1,2,3,--- ,n. Con lo cual g;; es la matriz inversa de ¢g*. Es decir, claramente, hemos definido
las componentes contravariantes del tensor de modo que cumplan con g;;g" = §7
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Adicionalmente, es también es claro que
(95 (e’ @ (') la) = 0 (gi; (e'| @ (&]) lex) = agi; (&’ |ex) (e'] = a"gi;0} (e'| = a"gir ('] = ai (€|

con lo cual a; = af gir- De esta manera, el tensor métrico nos permite asociar componentes covariantes a
componentes contravariantes. Dicho rapido y mal pero muy frecuente, el tensor métrico nos permite subir y
bajar indices. De la misma forma

(al (97 |ei) @ |e;)) = (al (9% |e;) @ |e;)) = g7 (a |e;) @ |ej) = arg” (€* |e;) |e;) = arg™ |e;) = a’ |e;)

otra vez a/ = apg"’ , y subimos el indice correspondiente. La importancia de esta
Otra forma de verlo es combinando las propiedades del producto directo de tensores y contraccién de
indices

g7 le:) @ lej) ® P &) @ lem) ® le,) @ (| =
g P |e;) @ P o)) ® |em) ® len) ® (ef| ;) =

gIP" Jej) @ ler) @ len) @ len) - ("] €;) = PTM [e;) @ ler) @ [em) @ [en)
——
o
gz]len — lemn
M =
Adicionalmente, el tensor métrico permite la contraccién de indices. Asi, dado un producto tensorial de
dos vectores que se pueden expresar en una base ortonormal
la,0) = |a) @ [b) = a"b™ [ex) @ [en)
\
(gij <ei| ® <ej’) (ak lex) ® b™ \em>) = akbmgij(%éfn = V" g = aFby, = (b |a) = (a |b)
Con lo cual, el producto interno de dos vectores involucra, de manera natural, la métrica del espacio. Esto

es
(bla) = (a|b) = a*by = arb® = V™ g = arbimg™

Obviamente la norma de un vector, también incluira al tensor métrico:
H|a>||2 = (ala) = a;a’ <ei lej) = aa = aia; gij =a'd Gij

El caso méas emblemético lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal. Para una base genérica,
{|€;)} no necesariamente ortogonal de un espacio vectorial con producto interno, el desplazamiento infinite-
simal puede expresarse como

(ds)? = (dr [dr) = (d 7 (&"]) (d 7™ [&n) = (&" [&m) d T d 3™ =d Ty d 7™ = Gp d &°d 3™

Sila base {|e;)} es ortogonal (cosa mas o menos comun pero no necesariamente cierta siempre) las matrices
gi; ¥ g* son diagonales cumplen con

gi= = (9" = (b dot) (b do)” 4 (ha o)’

donde h; = /g;; coni,j =1,2,3.
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3.4. Un par de tensores

3.4.1. El tensor de esfuerzos (stress)

Figura 3.1: Tensor de Esfuerzos (stress) en 2 dimensiones

El caso 2D

Supongamos un cuerpo que se encuentra en equilibrio y estd sometido a un conjunto de fuerzas externas.
Para facilitar las cosas consideremos el efecto de esas fuerzas sobre un plano que contiene a un determinado
punto P (ver figura 3.1 cuadrante Ia) Es decir, vamos a considerar los efectos de las componentes de todas
las fuerzas sobre ese plano y obviaremos efecto del resto de las componentes. Como observamos en la figura
3.1 Ib y Ic, si cortamos la superficie en dos lineas (AB y A’B’), observaremos que el efecto del conjunto de
fuerzas externas es distinto sobre P en la direcciéon perpendicular a cada una de esas lineas. De hecho al
“cortar” la superficie las fuerzas que aparecen sobre las lineas AB (y A’B’) antes eran fuerzas internas y
ahora los son externas al nuevo cuerpo “cortado”. Asi, estas fuerzas por unidad de longitud' sobre el punto
P existen un conjunto de fuerzas que generan esfuerzos (stress). Por lo tanto es claro que los esfuerzos sobre
un punto dependen del punto, de las fuerzas externas y de la direccién del efecto.

Para irnos aclarando consideremos un elemento de drea infinitesimal ds sobre la cual actiian un conjunto
de fuerzas externas, las cuales las podemos descomponer como normales y tangenciales a la linea sobre la
cual estdn aplicadas (ver figura 3.1 cuadrante IT). Es costumbre denotar los esfuerzos normales y tangenciales

Y, =00dr — Xo = mdx
dz
dy ds dy
dz
TY4 :O'4dl‘ *)X4 :T4dl‘

Y3 =mdyt
X3 =o03dy —

Y =7ndy

dA=dzdy = S Xy = oydy

1En el caso tridimensional, las fuerzas que generan los esfuerzos serdan definidas como fuerzas por unidad de 4rea. Ese caso
lo veremos en la préoxima secciéon.

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 113



Métodos de la Fisica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR

La segunda ley de Newton nos lleva a

= 71dy + oodax + 73dy + o4dx = 0= (09 + 04)dz + (11 + 73) dy
E Ff"'=dmada=0 =
o1dy 4+ modz + o3dy + 7ydx =0 = (12 + 74) dz + (01 + 03) dy

con lo cual
02 = —0y4; T = —T3

Ty = —T4 01 = —03

pero mas aun, como estd en equilibrio, también la sumatoria de torques se tendra que anular. Esto es

(r1dy) %‘r — (1odx) %y =0
= T1=T2=T3="T4
d

(ngy) d% — (T4d.’L') 7‘7! =0
con lo cual, nos damos cuenta que existen sélo tres cantidades independientes: dos esfuerzos normales o1 y
09; y un esfuerzo tangencial 77. Adicionalmente notamos que los esfuerzos tienen que ver, con la direcciéon
de la fuerza y la superficie sobre la cual va aplicada. Con ello podemos disenar la siguiente notacion para
los esfuerzos: 0;;. El primer indice indica la direccién de la fuerza y el segundo direccién de la normal de la
superficie donde estd aplicada. Asi, tal y como muestra la figura (ver figura 3.1 cuadrante II)

01 = Ogax; —04 = Oyy; T2 = Ozy = Oyx

El cambio de signo se debe a lo incémodo de la notacién o4 = oy, ya que la normal de lado 4 apunta en la
direccion —y. Es importante también senalar que los esfuerzos en cualquier punto contenido en el diferencial
de drea dA = daxdy deben ser considerado constantes. O, lo que es lo mismo, que podemos hacer tender a
cero el drea del diferencial y con ello asociar los esfuerzos o;; a un punto P contenido en dA sobre la cual
hemos calculado los esfuerzos.

En esta misma linea de razonamiento, nos podemos preguntar cual es la expresion de los esfuerzos cuando
se miden respecto a una superficie genérica, definida por un vector normal 7 (ver figura 3.1 cuadrante IIT).
Es decir, queremos conocer los esfuerzos medidos en el punto P en la direccién 72, es decir o,,. Tendremos
que en

T = Opedy + 0zydx = oppdscos g + ogpdssend;  y — oyydx + 0y, dy = oppdssen ¢ — og,dscos @
Ahora bien, dado que dy = dscos ¢ y dx = dssen ¢, entonces podemos expresar

Onn = Ogg COS> )+ Oy SEN P COS @ + Ty, SEN P COS P + Ty sen? ¢

Osn = Ozg SEN P COS P + gy sen? ¢ — Oyx cos® ¢ — Oyy Sen ¢ cos ¢
y si ahora nos damos cuenta que si construimos una matriz

A — A¥ =cos¢ AY =sen¢
77\ AY =sen¢ AY = —cos¢

entonces podemos expresar

Onn = Ay AT Opg + AT AV 0y + AV AT 0y + AY A¥ 0y  — opn = A, Aoy conid,j=n,s

— AT A% T AY Y AT Y AY — A Al g.s =
Osn = A5 AT Opg + ASAY 00y + AYAY 0y + AYAY 0y — 05 = A} Al oy, coni,j=n,s
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i F Fuerzatotalen dS)
d= i
> " Vector normal
iy
i

Figura 3.2: Tensor de Esfuerzos en 3 dimensiones

es decir oy, = AL Alo;; con 4,5, k,l =n,s. 4
Como veremos mds adelante, cualquier objeto que transforme como oy = A} A 0;; lo llamaremos tensor
de segundo orden.

El caso 3D

Analicemos ahora el caso tridimensional. En este caso también procedemos como en el caso anterior
estableciendo las condiciones de equilibrio

Zﬁzeztzo y Z,]—_;ea:tzo

con ello construimos un volumen (ctibico) diferencial y construimos los esfuerzos normales y tangenciales,
los cuales seran

Ozzdydz;  oyydadz;  o0..dvdy; o dxdy;  oy.dxdy;  ogydadz;

Siguiendo el mismo proceso que involucra imponer el equilibrio es facil demostrar que al igual que el caso
anterior, el tensor de esfuerzos ¢;; cumple con:

Ogxz = Ozzx; Oyz = Ozy; Ogy = Oyg

y por lo tanto tendremos 6 componentes (tres normales y tres tangenciales) independientes. Es decir, si bien
el tensor de esfuerzos o;; viene representado por una matriz 3 X 3 y por lo tanto tiene 9 elementos, sélo 6 son
independientes. Construyamos ahora el caso general para un tensor de esfuerzos en un medio eldstico. Para
ello construimos un tetraedro regular tal y como muestra la figura 3.2, y sobre su cara genérica asociada a
un vector normal 77 una fuerza

Fx = Uzndsn
F=|Fli,=FL=Fi+Fi+Fk —{ F =0,d5S, — F'=¢in?dS —F=0-dS
F, =0.,dS,
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se especifica como la fuerza que actiia sobre un determinado elemento de superficie. Es claro que la condicién
de equilibrio se traduce en

1 1 1
ZF“' =0 — o0.pdS, — iamdy dz — zoyydx dz — iamdx dy =0

2

1 1 1
Z Fyiy=0 —0y,dS, — Qaywdy dz — §oyydx dz — iayzdx dy =0

1 1 1
Y Fi=0 —0.,dS, - 50zdy dz — Souyde dz — Soweda dy =0

2

Si consideramos que la proyeccién de dS,, sobre cada uno de los planos del sistema cartesiano tendremos que
dS™ cos (I;1) = 3dy dz = dS™ A%
dS"™ cos (3;71) = %dw dz =dsS™ AY = Ogn = Opz AL + 04y AL + 04, A2
dS™ cos (K;ii) = fda dy = dS™ A7
y equivalentemente
Oyn = Oyz Ay +0yyAY + 0y AL,y Oun = 0:5A7 + 0.y AY + 0. A7

las cuales se conocen como las relaciones de Cauchy y representan los esfuerzos sobre la superficie con normal
71. Ahora bien, dado que F' = o - dS es una relacién vectorial podemos proyectar en la direccién i,

U F =y -0-dS  — F™ =0mdS" = (0" AL) dS™ = (0" A%) dS™

CmndS™ = (0iAL) AS™ = 0pdS™ = (04 A, AL) dS™  con i, j =z,y,2

Una vez més vemos que transforma como un tensor.

3.4.2. El Tensor de Inercia

Consideremos el caso de un sistema de n particulas. La cantidad de movimiento angular para este sistema
vendra dada por
L= Zmu) GOREIO)

donde hemos indicado que la i—ésima particula que estd en la posicién 77;) tiene una velocidad ;). Si
las distancias entre las particulas y entre las particulas y el origen de coordenadas es constante podremos
expresar la velocidad de cada una de ellas como

() = @ X 75

(; por qué 7). Donde & es la velocidad angular instantdnea del sistema. Entonces tendremos que

Zm@ & X 7)) ZW & (T - 7)) — 76 (@ 7))
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y para cada particula se cumple que, las componentes de la cantidad de movimiento angular seran
k k
= > me (@ (Eyram) = by (@ rom))
i
: kE _ skl
Si vemos que Wiy = 0, w(;) entonces

(Z mey (6! (riyram ) =16 (wmrmm))) =iy (Z mesy (0 (rhraom ) =y (Tmz)))

Iy

es decir

Lk = wéi)‘[lk donde I} = Z m(s) (51 ( THT () m) - Tégi) (T(i)l))

el objeto Ilk se conoce como el tensor de inercia y corresponde a 9 cantidades (a pesar que sélo 6 son
independientes porque es un tensor simétrico)

s = 32, m) (y?z-) + Z?@) Ly ==3,ma) (Toye) Lo == 2me) (20)26))
I = Lw=Y,mu (266) Iy = 3 ma) (m?i) + ziy) Iy = = 32ma (Y0 2)

Lo =3, my (26)2()) Ly =3, ma) (Ya)2a)) L=, ma (Zi-) + y?@)

nos contentaremos por ahora, suponer que esta construccién es un tensor y lo demostraremos mas adelante.

La ilustracién més sencilla de que la masa en rotacién se comporta como un tensor y no como un escalar
lo vemos en la rotacién de dos masas, mq,ms iguales (con lo cual m; = mo = m) unidas por una varilla
sin masa de longitud [. Si el sistema (masas + varillas) se encuentra girando alrededor su centro de masa y
ambas masas se encuentran sobre el plano z,y, vale decir que la barra sin masa forma un dngulo de o = 5
con el eje z. Entoces tendremos que

e Leosgiv Loenojo o= o 190 i L9 oo
F=gcosfitosentd j=>v=-p =—5 5 a7 °% ]
con lo cual
- . L . L 1\*db.
L=my (FL x01)+ma(Fa x ) =m (71 x 01) +m ((=71) X (=01)) =2m (7 x U1) = B Ek
ya que
my =mgz =m; Ty = —T1 Yy Up = —01

3.5. Repensando los vectores, otra vez

3.5.1. Vectores, Covectores y Leyes de Transformacién

Hemos visto que un determinado vector |a) € V puede expresarse en una base ortogonal {|e;)} como
a’ |e;) donde las a’ son las componentes del vector contravariantes en la base que se ha indicado. En general,
como es muy largo decir “componentes del vector contravariante” uno se refiere (y nos referiremos de ahora

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 117



Métodos de la Fisica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR

en adelante) al conjunto {aj} como un vector contravariante obviando la precisién de componente, pero
realmente las a’ son las componentes del vector.

Adicionalmente, en esta etapa pensaremos a las bases como distintos observadores o sistemas de refe-
rencias. Con ello tendremos (algo que ya sabfamos) que un vector se puede expresar en distintas bases y
tendra distintas componentes referidas a esa base

la) = d’ |e;) = a |&;)

Asi una misma cantidad fisica vectorial “se verd” distinta (tendra distintas componentes) desde diferentes
sistemas de coordenadas. Las distintas “visiones” estdn conectadas mediante un transformacién de sistema
de referencia

que veremos mas adelante.

Igualmente hemos dicho que una forma diferencial (b|] € V* es susceptible de expresarse en una base
{<ei}} del espacio dual V* como b; <ei| y, como el espacio esta equipado con un producto interno entonces

(a|b) = (bla) = (b; (') - (a’ ;) = biaj(5; = a'b;
Con lo cual avanzamos otra vez en la interpretacién de cantidades fisicas: una cantidad fisica escalar “se

vera” igual (serd invariante) desde distintos sistemas de referencia.
Ademaés sabemos que unas y otras componentes se relacionan como

(' |a) = a? (&' |e;) = ald} =l (&' |&;) a' = Aal

<é" la) = a’ <éi &) = djéji =al <éi le;) at = Aéaj
donde claramente

(e’ [&;) = Al; (&' |ej) = Al

Ly AAE =5 = A= (47

J

Diremos entonces que aquellos objetos cuyas componentes transforman como a' = A%a’ o equivalentemente
a* = A%a’? seran vectores o en un lenguaje un poco mas antiguo, vectores contravariantes. Tradicionalmente,
e inspirados en la ley de transformacién, la representacién matricial de las componentes contravariantes de

un vector, (e’ [a) = a’, para una base determinada {|e;)} se estructuran en una columna

al

a2

lay = (e'la) coni=1,2,3,---,n <

an

De la misma manera, en el espacio dual, V*, las formas diferenciales se podrdn expresar en término de
una base de ese espacio vectorial como (b| = b; <ei‘ =0 <éi’ Las {b;} serén las componentes de las formas
diferenciales o las componentes covariantes de un vector |b) o dicho rdpidamente un wvector covariante o
covector. Al igual que en el caso de las componentes contravariantes las componentes covariantes transforman
de un sistema de referencia a otro mediante la siguiente “ley de transformacion”:

Otra vez, objetos cuyas componentes transformen como b; = biAj- los denominaremos formas diferenciales o
vectores covariantes o covectores y seran representados matricialmente como un arreglo tipo fila

(bl = (bley) coni=1,2,3,---,n <= (b1 by - bn)
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3.5.2. Cartesianas y Polares, otra vez

El ejemplo mas simple, y por ello, cldsico y emblemético de lo anterior lo constituye las expresiones de
un mismo vector en dos sistemas de coordenadas en el plano: Cartesianas {|i),|j)} v {|u,),|ug)} . Esto es

la) = ag i) + a, [j) = a' ler) +a®[ea) vy |a) = a, [u.) + ag Jug) = @' &1) + a* [&2)
Al expresar una base en términos de la otra obtenemos
|u,) = cosf |i) +send |j) y |ug) = —senf |i) + cosf |j)

con lo cual

. e € 1 IR B G Al

(G lar)  (|ue) senf cosf
Yy

@lep=4 — A= (ol fel )= cxl el

J J

cumpliendo ademés
cos@ —senf cosf senf \ (1 0 i ik <
( senf cosd ) < —senf cosd ) - ( 0 1 ) = Ay =9
De este modo si
la) = a, |u,) + ag|ug) = a' |&;) + a?|82) = ay i) + a, |j) = a' |e1) + a? |es)
tendremos que
5 _ 76 cosf  senf az \ _ [ ar \ _ g cos 0 + a, sen §
a'=Aldd <~ ( —senf cosf ay ) \ag )]  \ —apsenf+ a,cosb

con lo cual
a, = a, cosf + a, sen 6 y ag = —agsent + a, cos 0

del mismo modo
g— Al cosf) —senf ar \ _ [ @z \ _ [ arcos 0 — agsent
J senfl  cosf ag y a,senf + ag cos
agy = a,cosf — agsenf y ay = a,sen 6 + ag cos 6

3.5.3. Repensando las componentes

En general podemos pensar que las componentes de los vectores pueden ser funciones de las otras.
Consideremos el ejemplo anterior con esta visién. Tendremos que un punto en el plano viene representado
en coordenadas cartesianas por dos nimeros (z,y) y en coordenadas polares por otros dos numeros (r,0).
Siguiendo el ejemplo anterior un punto P, en el plano lo describimos como

|P) =rp|u,) =xp i) +ypj)
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Veamos como estan relacionadas estas dos descripciones. Para este caso las ecuaciones de transformacién son

:xl(il,fﬁZ)} — {rpzrp(:c7y):§;1:331(x17x2)

rp=ap(r,0) =x!
:{E2 (i’l,{i2) ( 1

yP:yP(rve):‘T 9:913(%,:1/):5;2:.’%2 xaxz)

[ V)

y explicitamente
zt =2! cosi

rp =Tp COSQP
2=7%! seni

=

yp =7rp senfp ==
y
=

= /@) + @

2
2 — arctan (I—l)
€T

8

re = VAT 0B

0p = arctan (g—i) —

S

Es claro que ambas coordenadas estan relacionadas y que se puede invertir la relacion
Fl =3t (ml,x2) b =gt (il,fﬂ)
2 Aand 2 2 (71 22
¢ =z (9: , X )

si se piden cosas razonables:
= que las funciones z° = z* (z™) y &7 = 77 (™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)

. . . . . a (3,2
= que el determinante de la matriz Jacobiana sean finito y distinto de cero det (gja(i,)> #0.

Maés atn, si

Q
H&
(o5}
H\Q
(o5}
2
Bl
|
o5}
H\Q
o,
IS
=

mi:xi(ij(xm)) — — = =0 :>dmi—8®k

Q
HN
(o5l
S
>
(o5
&3&
|

con lo cual intuimos dos cosas:
1. que las componentes de un vector, deben transformar bajo un cambio de coordenadas como z* =

6 i ~1’~2 _
()

)

2. Las matrices Jacobianas g oy % son una la inversa de la otra.

Veamos si es cierto para el caso de vectores en el plano. Para ello calculamos la matriz Jacobiana (matriz

de derivadas) la cual serd

) (=1 ~2 (=1 ~2
oz (zt, %) B 9 Ia(zl’z ) 2 Ia(g;;m ) [ cosi? —i'senz?
9 7 | 023 o4(i'3%) | T\ sen#?  F!cosi?
2 &t 2 &7

y seguidamente, identificando
i (21 A2 - - - -
i 0z (50 y L ) -1 x! cos3? —'seni? T
= T = 2 | = =2 sl ~2
0 7t x sen T T cosx 0

Tgualmente, si calculamos la inversa de la matriz Jacobiana

=

2

. —1 1
0«2t (&1, 22 cosz? seni? - 2 ——
% = ( —send®  cosi? > = VErEET VETre

v & &t @@ @)
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tendremos
1 2
-1 z z 1 =i (el .2
( 9% ) = \/(1‘112-‘5(12)2 V(@) +(2)? ( z ) — i 0z a(x lvff )xz
EHEE G v v
Es decir

gt = (931)2—|—(x2)2 = r =22 +y? y 0=0

Supongamos ahora que tenemos el caso tridimensional en esos mismos dos sistemas de coordenadas:
uno cartesiano (xl =z, 2=y, 2= z) y otro esférico (:El =r, =0 = qb), tal y como hemos

supuesto anteriormente el punto P vendra descrito por

|P) =rp|u,) =zp i) +yplj) + zp|k)

otra vez
r=2xz(r,0,¢)=a! =2* (5:1,:%2,:53) r=r(z,y,z) =1 =7t (xl,IQ,:zz3)
y=y(r,0,¢) =2%=22 (5:1,532,5:3) = 0=0(z,y,z)=13%=72 (a:l,a:Q,a:B)
z2=2(r,0,¢) =123 =2a3 (551,152,5:3) ¢=¢(z,y,2)=73°=33 (xl,;vg,a:3)

Las ecuaciones de transformacién seran

Tp =7Tp senflp cosop = z! =7 seni? cos?
yp =7rp senfp sen¢p = 22 =7! sen#? seni®
zp=1rp cosfp = 23 =3! cosF?

TP =\/Th T yb+ 25 7t =/(a1)* + (22)® + (a3)°
2 = arctan (ﬁ)

_ yp
¢p = arctan IP) =

—r riﬁy?}’) = 2% = arctan <(r1)2+(m2)2>

[N

fp = arctan = g

con lo cual la matriz de las derivadas serd para esta transformacién en particular sera

sen (0) cos (¢) —rsen (6)sen(¢) rcos(0)cos (o)

.Z'i i‘l i‘Q 533
9t (#,2% ) _ sen (0) sen (¢)  rsen (6)cos(¢) 7 cos(0)sen (¢)

0 &t

cos (6) 0 —rsen (6)
es decir
o (551 72 53) sen (52) cos (553) —#1sen (iz) sen (:is) 1 cos (;%2) cos (53)
# = | sen(z?)sen (z®) Z'sen(z?)cos(2®) Z'cos(Z?)sen (z?)
v cos (5:2) 0 —&1sen (iz)
y su inversa
) 0 0 0
0 & (a,a%a%) sen _( Slf%z)(@ sen ()(S%r)l (¢) COSO( )
0 !t cos(0) cos(¢) cos(0) sen(¢) _ sen(6)
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T Yy -z
Py (a:l 22 1:3) Vaity?+z? Va2 +y? 422 V@2 ty?+22
’ ) _—Y T _
# = $2+y2 $2+y2 0
x zz yz —V/x2+y?

@) ot hy?  (eRhyat)farny? ()

dejaremos al lector comprobar que, efectivamente,

N Gt B

0 i

0 & (xl, CEQ,.’L'?’) .

0 !

~1

— T =

xi

3.6. Transformaciones, vectores y tensores

En general las afirmaciones anteriores se pueden generalizar considerando que las coordenadas que definen

un determinado punto, P, expresado en un sistema de coordenadas particular, son (.1‘1,.1‘2, e ,x") y las
coordenadas de ese mismo punto P, expresado en otro sistema de coordenadas es (531,502, e ,50") ambas
coordenadas estaran relacionadas por

=1 a1 (1 2 1 1 (51 52 -

T =2 (w,x,~~,x”) T =z (m,x,' ,m”)

52:532 (l‘l,IEQ,"' 7:Cn) 172:132 (571,‘%2’. 7gz,n)

<~ .

i.n:‘%n(xl7x2’_._7xn) l'n:(En({f?l,(fQ,"',ffn)

es decir & = & (xj) = gzt =g (53]) con i,j7 = 1,2,3,--- ,n. Otra vez, sélo exigiremos (y es bastante)

que:

1. las funciones z° = z* (Z™) y #/ = &7 (™) sean al menos C? (funcién y derivada continua)

. . . . . 9 z*(z',3?
2. que el determinante de la matriz Jacobiana sean finito y distinto de cero det (8(501)> # 0. Esto
es

oz 9l o &'

0zl 0 z2 9 ™

oz 9’ . oo e

922 9 a? #0= 2'=2'(@") <<= =7 (")

o™ 9a" a @"

o x! 0 x2 o xn

Ahora bien, una vez més, derivando y utilizando la regla de la cadena

i i m ozt dztazk ,  o0ua
d=d (@) = ga T gmaa =0 == g

y como hemos comprobado para dos casos particulares, de ahora en adelante tendremos que:

d i*

ReDefiniciéon Tal y como hemos visto, un conjunto de cantidades {(117(127 e ,a”} se denominaran componentes
contravariantes de un vector |a) € V en un punto P de coordenadas (xl, z2, .- ,sc") si

1. dada dos base ortonormales de vectores coordenados. {|e1),|e2), - |ex)} v {|€1),€2), - |€x)}
se cumple que

)

} = d'=d <éi le;)
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2. o equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas x* = z° (;EJ) coni,j=1,2,3,---,n.,
estas cantidades transforman como
0T , 0zt 0 xt ik i
=——a — ad'=—a con ——=
0 zk 0 1k 0 7k 0 x! !

y donde las cantidades g f; y g—;ﬂi deberan ser evaluadas en el punto P .

ReDefinicién Un conjunto de cantidades {b1,bo, -+ ,b,} se denominardn componentes covariantes de un vector
(b| € V* en un punto P de coordenadas (x1,$2, e ,x”) si

1. dada dos base de formas {({e'|,(e?|, - (e"|} y {(&'],(&?|, -~ (€"|} se cumple que

{
(b] = b; (&7| = b; (&'| :,,{ <b: efizg } = b=V (e; |&)

<b é’L — 7
2. o equivalentemente, bajo una transformacién de coordenadas z* = x? (i‘J) conit,j=1,23,---,n.,
estas cantidades transforman como
~ 0 0z - 0zt 0z~ .
bp=-——=b <= b= b; con ——— =0
P oEk P oLk ok gl

y donde las cantidades g fk y g—;; deberéan ser evaluadas en el punto P.

ReDefinicion Generalizamos los conceptos anteriores de la siguiente manera. Dado un conjunto bases para de formas
diferenciales {(z™(1)|, (y™(2)|} hemos definido las componentes contravariantes de un tensor

(z' ()] (v @)

T — T P 7 P €V {Tij} = {Tll,T12,~-~ T T2 T2 L e 7Tnn}

ahora, en esta vision, las componentes contravariantes en un punto P de coordenadas (3:1, 2, x") ,seran

aquella que bajo una transformacién de coordenadas ' = z* (#7) con 4,j = 1,2,3,--- ,n., estas canti-
dades transforman como
0% 0 ozt 027 - 0zt 0 " ’

" = TV = "™  con 5 aE g =0

7 = -
0 xk 9 zm 0 zkozm

7t i 7’ . .7 . .
y donde 22 y 2Z_ debersn ser evaluadas en el punto P . Esta generalizacién nos permite construir
] zk o zk
el caso més general.

ReDefinicién Si {|t;(1)), |u;(2)), -, lve(m))} v {(@¢(1)],{y/(2)|, -+, (29(n)|} son bases para los vectores y las
formas, respectivamente. Las componentes de un tensor seran

(1)) |us(2)) lor(m)) (2°(1)] (v (2] (=9 (n)|
4 + + $

+ +
mn __ .
ijk?_T O , O, ,rrry, c 5 e ® -y, L
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un conjunto de cantidades {Tllll,Tfll, ce Ty TR T TR ,T[;‘L’;L;L} se denomi-

nardn componentes contravariantes y covariantes, respectivamente, de un tensor mixto en un pun-
to P de coordenadas (ml,xQ, e ,33”) si bajo una transformacién de coordenadas z' = z’ (503) con
i,7=1,2,3,--- ,n., estas cantidades transforman como

~1 ~7 a d
ik _ 02z 0270w 0x TP e TE

_9F p_dat oo oal .
“0 " gar 910 E 9 v

9T 9ir 910 xe Qw9 e

SRS

9 i’
0 zk

- = 4! y donde las cantidades y g—g; deberan ser evaluadas en el punto P.

3.7. Teorema del Cociente

Al igual que existe el producto directo entre tenores, cabe preguntarse si es posible multiplicar una
componente de un tensor por otra de otro tensor y el producto ; serd un tensor ? Existe importantes
situaciones fisicas en las cuales es aplicable esta pregunta. Si T;; son las componentes de un tensor de rango
2y Vi el producto T;; Vi = Bj serdn componentes de un vector ? La respuesta no es siempre afirmativa, y
puede ser utilizado como un criterio de cuando una componente es un tensor. Este criterio que se denomina
el Teorema del Cociente.

La respuesta a esta pregunta surge de una respuesta a una pregunta distinta pero equivalente. Dados n?
ntmeros a;; y un (una componente de un) vector genérico V*, entonces la cantidad si a;; ViVJ es un escalar

o . 0 .
entonces la parte simétrica a(;;) = 3 (ai; + a;;) serd un (una componente de) tensor ( . La demostracién

2
involucra algunos de los conceptos antes expuesto y la haremos para fijar conceptos.
Dados dos sistemas de coordenadas z* = z* (Z™) y 7 = &7 (™) con 4,j = 1,2,3,--- ,n se cumple que

a;; v'r? =19 =1 =a;; T'T’ donde ¢ = ¢ constituye un escalar

y por lo tanto derivando y utilizando la regla de la cadena

i i r~im ort 0zt 0Fk ’
x:x(xj(ac )) 2@:785316783312(5[ =
P i _ozkoazty ;.
(aijx:zrj—aijzxj)z <aij — Qg MM)SCIJ—O

como hay una suma en ¢j no se puede afirmar la cantidad del paréntesis se anula. Como esta afirmacion vale
para cualquier sistema de coordenadas Seleccionaremos las componentes coordenadas en la base candnica.

z' =(1,0,0,---,0); 2*=(0,1,0,---,0);--- ---z" =(0,0,0,---,1)

con lo cual
W aﬁckafcl_o_ w2 agzkaa?l_o. o s a:&kajl_o
11 Mg g 0 02 Mg ag2 nn Moy

como siempre podemos hacer Gy = % (Qrr + k) y agey = % (ag; — aix) y separar el tensor

. . . _ 5 ok o7

Akl = a(kry T ARy = Q(hh) — (a(kl) + a[kl]) FRT e 0 =

ok 07!

Uhhy ~ Okl) 5T o

con lo cual se garantiza que la parte simétrica de un tensor transforma como un verdadero tensor una vez
que se contrae con un par de vectores.
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3.8. Vectores, Tensores y Espacios Pseudo-Euclideanos

Hasta este punto ha sido casi estética la descripcién de formas representadas por bra (a| = a <ek ‘, en las
cuales sus componentes tienen subindices, mientras que los vectores bases, <ek|, deben tener superindices.
Quizé el ejemplo mds emblemdtico y simple, donde se observa la diferencia entre formas (bras) y vectores
(kets) es el caso de los espacios Minkowskianos. Estos espacios, también llamados pseudoeuclideanos, presen-
tan una variante en la definicién de producto interno, de tal forma que: (x| x) no necesariamente es positivo
y que si (x| x) = 0 no necesariamente implica que |x) = |0).

La consecuencia inmediata es que la definicién de norma n (|v;)) = |||vi)||, que vimos en ??, otra vez,
no necesariamente es positiva. Vale decir que tendremos vectores con norma positiva, |||v;)|| > 0, pero
también vectores con norma negativa o cero: |||v;)|| < 0. Con lo cual la definicién de distancia, entendida

como la norma de la resta de vectores, d (|x),]y)) = |||x) — |y)|| . tampoco serd necesariamente es positiva.
Esto es: que las distancias serdn negativas, positivas o nulas, vale decir: d(|x),]y)) < 0, d(|x),|y)) =0y
d(|x),ly)) > 0.

Si extendemos la nocién de distancia para que albergue las posibilidades de distancias nula y negativas,
entonces la definicién del tensor métrico para espacios pseudo-euclideanos debe cambiar también.

[x:) |xj> <0
4
g| 0,0 | = g[|xi>7|xj>] = 9ij = Gji =0
>0
En resumen

<0 <0 le \’iﬂ <0
(x[x)=4¢ =0 =d([x),ly))={ =0 =g|o,0 | =g[x).x)]=7 =0
>0 >0 >0

Otra vez, este tipo de espacios, luce como un excentricidad més de los matematicos. Una curiosidad de
estudio de ver como organizar los conceptos que aprendimos de los espacios euclidianos y extenderlos a otros
espacios. Quiza se hubiera quedado asi, como una curiosidad matematica si la Fisica no hubiera sacado
partido de estas particularidades para describir el comportamiento de la naturaleza. En el proxima seccién
analizaremos el caso de M2,

3.8.1. Espacios Minkowskianos

Consideremos un espacio tetradimensional expandido por una base ortonormal {|eg), |e1), |e2),|es)}.
Los vectores {|e1), |e2),|es)} corresponden con la base canénica de R3. Este espacio vectorial M* tendr4 aso-
ciado un espacio dual {<eo| , <e1 , <e2 , <e3|} a través de una métrica

lea) leg)

\L (a3 _ (073 _ « _ (a3
n| 5.0, | = 0.0l =n.s % @ (| =nga(’| @ (| vy nle, 0] =1 les) @ les) =07 [es) @ |ea)

con o, =0,1,2,3 y donde oo = —1, m1 =1, 22 =1, 733 = 1, ¥ Nap = 0 para a # /3. con lo cual se dice
que 7 tiene signo +22

Tal y como presentamos en 3.3.6 podemos asociar componentes covariantes y contravariantes a través de
la métrica de la forma

(as (€2 @ (€”]) la) = a” (nag (%] @ (&”]) les) = aag (e leq) (%] = a”nasdy (€%] = a”Na (%] = aq (e

2Realmente el signo +2 es una convencién. Se puede también considerar n de signo —2, con nop = 1, n11 = —1, n22 = —1,
N33 = —1
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Lo intereante del caso es que
0 Noa =0 = a’=—ag, a'=a;, a®=uay, a*=as.

Es decir, en este caso, porque la métrica tiene signo +2, entonces bajar el indice 0 le cambia de signo a la
componente. Dicho con mas propiedad, la componente 0 contravariante tiene signo contrario a las componente
0 covariante.

De la misma manera que se expuso anteriormente en 3.3.6

(al (1% |ea) @ leg)) = (al (1% lea) @ les)) =17 (a |ea) ®e;) = ag™ (€7 |ea) les) = aq”” |eg) = a” |es)

y otra vez, a® = 1n“a,, y habria cambio de signo cuando se baja el indice 0 para la métrica con signo +2
que hemos considerado anteriormente. Del mismo modo se “suben” y se “bajan” indices para componentes

de tensores
naﬂpwe = pBroe
Voe =

Por su parte el producto interno de dos vectores en un espacio de Minkowsky involucra, de manera
natural, la métrica del espacio. Esto es

(z |y) = (z |y) = 2%Ya = 2oy = 2°Y 1ap = Taysn™”

Una vez mas, la norma de un vector, también incluird al tensor métrico:
21 = (@ @) = za2® (e eg) = waz® = zamg 1 = 22" Nag

El caso més emblemaético lo constituye la norma de un desplazamiento infinitesimal, en un espacio tetradi-
mensional. Para una base genérica, {|€3)} (no necesariamente ortogonal) de un espacio vectorial con producto
interno, el desplazamiento infinitesimal puede expresarse como

(ds)® = (dr |dr) = (d o (8]) (d 37 [85)) = (8* [85) d 7o d 7° =d Z5 d 7 = fjap d 7°d 3P

3.8.2. Un Toque de Relatividad Especial

La genialidad de Einstein fue haber entendido que tenia que incorporar el tiempo como otra coordenada
més. Vale decir, que los eventos que ocurren en la naturaleza estan etiquetados por cuatro ntmero, i.e.
(tiszi,yi,zi) = (29,2}, 22, 23,) La verdad el rdpido desarrollo de la comprensién de las ideas relativistas,
muestra que estaban en el ambiente de la época de comienzos de 1900. Una vez més la simplicidad como

prejuicio se impuso. Solo dos suposiciones estan en el corazén de la Relatividad Especial:

1. El principio de la Relatividad: Esto es que las leyes de la Fisica son idénticas en todos los sistemas de
referencias inerciales.

2. La universalidad de la velocidad de la luz en el vacio:

3.

3.9. Temas avanzados

3.9.1. Bases Discretas y Continuas

Haremos una disgresion para fijar conceptos y extender algunos de los razonamientos que hemos desa-
rrollado hasta aqui. Tal y como vimos arriba, la representacién de un vector |F) en un espacio vecto-
rial abstracto V puede darse en término de una base ortonormal de vectores (discreta y finita Bpp =
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{|u1), |ug), |us), - |u,)} o discreta e infinita Bp;y = {|u1), |ug), |us)--|u,)---}) de la forma:
- ¢ ) = (u'| F) |u,) < Bpr ={|w), |ug), [uz)---|u,)}
¢ vy =(u'|F) |w) = Bpr={|lw), |u), [us) - |u) -}

donde en ambos casos: 4 , _ ' o
d={|F)=c (u|u) =7 4
Ahora bien, si estamos tratando el espacio vectorial de funciones de cuadrado integrable £2,definidas en $3

tendremos que
oo

P = fud =B ) = Y ([ @ ut) 700 )
i=0 \Y
que se reescribe en términos de funciones como
o o]
rn =Y ([ e uw) 1) w
i=0 \Y T
Es claro que se pueden intercambiar los sfimbolos de [y 3=, por lo cual

flr)= / Ty (r') lz ug (r') u (r)]

> =0

g(r',r)
la funcién G(r',r) que depende de los argumentos, r’ y r, vive dentro de las integrales y convierte
o0
f(r) :/ &3 f(x') G(r',r)
—00

Este tipo de funciones que aparecié en el capitulo de transformadas integrales se conoce como la funcién
distribucién delta de Dirac

o= [ T @ f () 6 — )

— 00
Esto sugiere la generalizacién de bases discretas a continua |w,,) de tal forma que transformamos el indice
de la sumatoria en la variable de una integral

o) = / dov ¢(a) [wa)
donde
¢(8) = (w; |\P>=/dac<a> (ws |wa>=/dac<a> 5 B)

con en la cual § (& — ) es una Delta de Dirac. Asi, los dos conceptos expresados hasta ahora tienen una
expresion:

Propiedad\Base Discreta Continua
Ortogonalidad (v'|v) =6 (wg [wo) =0 (a— )
Cierre 1=272, [v;) (V] 1=[da |wa) (Wa
Expansién F)=>"",c" |u;) |¥) = [doc(a) |wa)
Componentes ¢ = (u'[F) c(B) = (wg |P)
Producto Interno | (G| F) =", ¢* f; | (G| F) = [da g* (a) f(a)
Norma (F|F) = >, Ifil° (F|F) = [da |f(a)”
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3.9.2. Bases de Ondas Planas

Como un ejemplo de lo anterior consideraremos la base de las ondas planas. En el capitulo de transfor-
madas integrales consideramos un caso particular de las transformada de Fourier compleja para una funcion,

vale decir
oo

F(s) = /OO dt e* st () = fi) = / ds e7* * F(s)

— 00 — 00

las cuales re-escribiremos en términos mas familiares a la comunidad de fisicos como

1 /oo ) B _ 1 0 .
e Gp) = )= = [ deet ()
V21h) -0 ( ») V2rh) oo (

Hemos tenido cuidado de incluir los factores de normalizacién adecuados para el caso de las descripciones
en mecanica Cudntica. Estas formulas pueden ser re-interpretadas en funcién de los conceptos anteriormente
expuestos y podemos definir una base continua de la forma

¥ (x) =

e a = e e ()
¥ (2) %/_wdp< ) G ) () \/ﬁ/_mdx e ) 4 (2)
vp () v (z)

por lo cual
v = [ du@ie) = ¢<p>=[ dz o (2) ¥ (2)

Diremos que la funcién v (x) estd expresada en la base de ondas planas v, (z) = \/ﬁei pa/h

Nétese
» El indice p de v, (z) varfa de forma continua entre —oo e co.

» Que v, (z) = \/2177167'. pe/h ¢ 2 es decir no pertenece al espacio vectorial de funciones de cuadrado

integrable ya que su norma diverge

o0 o0 1
2
wlv) = [ do @ = [ ey e

— 00 — 00
= Que las proyecciones de 1 (z) sobre la base de ondas planas es 1 (p) = (v,| ¥)
= La relacién de cierre para esta base se expresa como
o0 o0 1 X ,
1:/da Vo) (Val 2 / dp vy (z') vp (x) = / dp me’ p(e—=)/h _ 5 (2 — )
— 00 — 00
mientras que de la definicién de producto interno, uno obtiene

v = [ dwuy @) w0 = [y gt =5 p)

— 00 —0o0

En este mismo orden de ideas podemos construir otra base continua &, (r) a partir de la utilizacién de
las propiedades de la delta de Dirac. Esto es

v = [P f-n = e = [ @rem s

—o0 — —oo

&ro ()
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por lo cual la re-interpretacién es inmediata

o= [ T (o) G (1) con  (ro) = (&) ) = / T dr e, @) )

més aun la ortogonalidad queda garantizada por la relacién de cierre

) = [ @, () &)= [ drdle—r) 507 —r0) =60 ~1)

—00 —00

al igual que

<€r0|£r;,>=/oo &r &, (r) &y (r):/oo d®r 6 (r —ro) 6 (r—rp) =0(xfh—ro)

— 00 — 00

3.9.3. Las Representaciones |r) y |p)

A partir de las bases de ondas planas vy, (x).,y de distribuciones, &, (r), construimos las llamadas
representaciones |r) y |p) de la forma siguiente. Asociamos

e () = [ro)

Upo (‘T) = |p0>

De esta forma dada las bases {&, (r)} v {vp, (z)} para el espacio vectorial V definiremos dos “representa-
ciones”, la representacién de coordenadas, |rg), y la representacién de momentos |po) de V respectivamente.
De tal modo que

ol )= [ €, ) & 0) =6 mo
1= /dgro [ro) (rol
(ol pi) = [ @ a0 )= [P SLetomI 5 o) po)
1= [ & [po) (ool
Podemos, entonces expresar el producto interno para la representacién de coordenadas como
@ %)= (@l [ @ o) (ol ) 19) = [ o 6"y

1

y equivalentemente para la representacién de momentos

(@ @) = (2| ( [t oo <Po|> W) = [ @ o o))

1
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por lo cual hemos encontrado que

o) = / dro [ro) (o] T) = / &po [po) (po| T)
(1) = (ro [¥) y Y(po) = (po |¥)

que es la representacién de |¥) en coordenadas, 1(rg), y en momentos, ¥(pg). Adicionalmente cuando
|¥) = |p) tendremos que

(zo po) = (ro| ( / &rh |eh) <re|) Ipo) = (2h) /2 / aBr) 6 (7 — 7o) ek

1
(ro |po) = (21h) */? P T

con lo cual ¥(pg) puede considerarse la transformada de Fourier de ¥(rg), y denotaremos de ahora en ade-
lante las bases |rg) = |r) y |po) = |p). Estos indices continuos, ry y po,representan tres indices continuos
r=(z,y,2) y P = (Pz,Py,P-) . La proyeccién de un vector abstracto |¥) en la representacién |r) serd con-
siderada como su expresién en el espacio de coordenadas, igualmente su proyeccién (p |¥) serd su expresién
en el espacio de los momentos. Eso nos permitird hacer corresponder los elementos de espacios vectoria-
les abstractos con, con elementos de un espacio vectorial de funciones. Por lo tanto todas las férmulas de
proyecciéon quedan como

(r[®)=vx) vy (p[¥)=1v(p)
mientras que las relaciones de cierre y ortonormalizacion
Gy =)y 1= [ )
plp)=6(-p vy 1= /d?’p p) (p|

por su parte, la relaciéon de cierre haréd corresponder a la expresién del el producto interno de dos vectores,
tanto en la representacién de las coordenadas como en la representacion de momentos de la forma

@l ([ il 1) = [ @ o' v
§

(@)

)
@l ([ @ o) o1} 19 = [ @ 5 0) b0

donde ¢*(p) y 1 (p) son las transformadas de Fourier de ¢*(r) y ¥(r), respectivamente. La afirmacién anterior
queda evidentemente demostrada del cambio entre las bases |r) y |p). Esto es

(r|p) = (p [r)* = (2xh)~%/2 cipr

por lo cual

() = (e 1) = ol ([ % 1o} 1) 1) = [ @ ) (o1 ) = ot [ a8 3o o)
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e inversamente

0(0) = (o 19) = o1 ([ 1) 60) 19 = [ @ (o0 o] @) = Conn) " [ cFue)
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3.10. Algunos ejemplos resueltos

Ilustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial. Una vez
més consideremos dos bases de vectores coordenados {|e1),|es),|es)} v {|€1),|€2),|€3)} para el espacio
vectorial R3 La expresién de un determinado tensor en la base {|e1),|e2), |es)} serd

4 2 1 3
{ler),le2),les)} = {li),li) . k)} =T;=[2 3 4
1 2 2
Si consideramos una nueva base
[&1) = [i) (8" [&1) =1 (&'[&) =1 (&"[es) =1
{[€1),182),€3)} = ¢ [€2) = [i) +1j) — | (e =1 (&*[e) =2 (& es)=2
les) = [i) + [j) + [k) (@ e)=1 (&e) =2 (&es) =3

para ese mismo espacio R? encontraremos la expresién que toma Tj’ en esa base. Igualmente encontraremos las

expresiones para los siguientes tensores: T}, T}, T . Nétese que esta nueva base no es ortogonal ,<ék |&;) #
8%, con lo cual no se cumplen muchas cosas entre ellas |&) <é’“’ #1

Para encontrar la expresién T; lo haremos expresando los vectores base {|e1),|eq2),|es)} = {li),j),|k)}
en término de la base {|&),|€2),|€3)}

le1) = i) = [&1)

{ler),le2),les)} = le2) = i) = [&2) —[&1)

les) = |k) = [€3) — [€2)
recordamos que un vector genérico

la) = a |e;) =a’ &) =

la) = o le;) = @' [&1) + 2 [8s) + @ &) = @' Jes) + @ (Jer) + [e2)) + @ (Jer) + [ez) + [es))

con lo cual
a'ler) +a®lez) +a® les) = (@' +a” +a@®) |er) + (@° +a®) |e2) + @ |es)
y como
8 1 8 1 d 1
gar =L g =L Fgm=1
at =a'+a*+a’ 9 o
2 _~2 | ~3 i_ ~ 9 a? 8 x? _ 9 a? _
a®=a"+a :>a—a~ka - =0 §32==1 $==1
3 _ ~3 z
a’=a
8 3 8 3 6 3
aglzoa agzzoy 3%3:17

Es de hacer notar que dado que la base ortonormal {|e1),|e2),|es)} = {|i},[j),|k)} se tiene que

%
~k i |~ 0z

la) =d’ e;) =a'|&;) = (e'|a) =a (' |e;) =a'6} =a’' =d" (' |&x) = 95k = (e" [&x)
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El mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a) como combinacién lineal de los vectores
€5)

la) = @7 [8;) = o/ le;) = a’ [er) + a? leg) + a®[es) = a' [81) + o ([&2) — [&1)) + a® ([&s) — [&2)

ozt _ 4. oz _ .9E Q.
- L 8£1_1’ Bzz__l’ 6x3_0’
at=a' —a -
d2_a2_a3 :ak_aiamk 6i2_0 85:2_1 8 &> _ 1:
~3_ 3 o O 't ozl T 9 x2 T oz — T
a’=a
a &3 9 7 a7
8.7)1:07 6;2_0’ 613:1;
Nétese que, como era de esperarse,
o~ 1 1 1 1 1 0 1 0 0
0z 0Tk .
g =% = (01 1]lo 1 —1])={010
ror 00 1 0 0 1 001

Con las expresiones matriciales para las transformaciones ,estamos en capacidad de calcular, componente a
componente, las representacion del tensor en la nueva base con lo cual
ik ol

m Ty i 9 im

T, =

51 0&t o i 9& (oaxr 1 o x
Tl_ BxiailTj_ 6@1(6i1T1+0x1T2+6x1T3

il (8« 8 x> 8 a®
+8:E2 ozl T1+8x1T2+311T3
T

azt (o da* 3 913 3
+E)z3 65)T+89L’1T+011T3

es decir . o

T'= $585Ti= 1-(1T +0T3 +01T4)
-1-(1TE+0T%+01T%)
+0 (1 TP +0T5+0T5)

Ti= 2%%2 7i= T} -T2=2-2=0

del mismo modo

51 9&taat i 9at T1 o x

TQ_ Bxi3i2T;_ Bxl(d 1+3x2T2+8x2T3)
8 &t (8 at 8 x> 8 x® m2
+a e+ TB+ae T3
8 9 z! 3 9 z? 3 9 z2 3
towm o T+t Is+ 5= T3

es decir

~1 J i

T)= $585Ti= 1-(1T +1T3 +01T§)
-1-(1TE+1T3+01%)
01 TP +1T5+01Ty)

<.

|

Tl_ 9zt oz
5 =

S T = (TN+T)) - (TP +T13)=(2+1) - (2+3) = -

J
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se puede continuar término a término o realizar la multiplicacién de las matrices g ”Z , T; 3 ;,i provenientes
de la transformacién de componentes de tensores. Vale decir
- ; 1 -1 0 2 1 3 1 11 0 -2 -3
- ozF . ol
T,f;:axigaf”m@()lq 2 3 4 011 ]=1 2 4
. . 0 0 1 12 2 001 1 3 5

hay que resaltar un especial cuidado que se tuvo en la colocaciéon de la matrices para su multiplicacién. Si
bien en la expresién Tﬂfm = ‘g f: 38 gfn T; las cantidades g—ﬁ son ntimeros y no importa el orden con el cual
se multipliquen, cuando se colocan como matrices debe respetarse la “concatenacién interna de indices”.
Esto es cuando queramos expresar T,fl como una matriz, donde el indice contravariante k indica filas y el
indice covariante m las columnas, fijamos primero estos indices y luego respetamos la “concatenacién indices”
covariantes con los contravariantes. Esta es la convencién para expresar la multiplicacién de matrices en la

notacién de indices®. Esto es

~ ok ol ~ ok . 9al
k 7 k 7
o9zt ozm Y Yo 9at T ggm

L j o .
g =1y g =5 pueden ser sustituidos (en sus puestos correspondientes) por su represen-

Ahora los objetos
tacion matricial.
Con lo cual hemos encontrado la representacién matricial T,’fL de las componentes del tensor 7 en la base
{181),[82) , [83)} ) ] ]
Tt=0 T)=-2 T)=-3
TP=1 T3=2 1T37=4
TP=1 T3=3 1T§=5

Para encontrar la expresion para Tk, recordamos que Tk, = Grn1,, es decir, requerimos las componentes
covariantes y contravariantes del tensor métrico g, que genera esta base. Para ello recordamos que para una
base genérica, {|€;)}, no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto interno, podemos

definir la expresién de un tensor ) que denominaremos tensor métrico como

2

[1&a) 185)]
{0 ~ ~ ~
[e]

jo = &€a), [€))] = (8a [&)) = (&; [€a)

0
o
Il

<

Q

<
I

AN

Q

N}

Q

<
I

o o
: =g"=g" = §7=3g"=(3)

Es de hacer notar que la representacién matricial para la métrica covariante g;; de una base ortonormal
{le1),lez2),les)} = {|i), i), |k)} es siempre diagonal. Esto es

g11 = (e1 |er) = (i i) = 1; g12 = (e1 |e2) = (i

j) = 0;

) =0;  g13= (e |ez) = (i
g21 = (€2 |e1) = (j i) = 0; go2 = (ez |ea) = (j [j) = 17;  go3 = (e2 |es) = (j [k) = 0;

g31 = (e3 |e1) = (k [i) = 0; g32 = (ez lea) = (k [j) = 0; g33 = (e3 |e3) = (k |k) = 1;

3Quizé una forma de comprobar si los fndices estd bien concatenados se observa si se “bajan” los indices contravariantes
pero se colcan de antes que los covariantes. Esto es T; — Tij Asi la multiplicacién de matrices queda representada por

C]@ = A}C B;? — Cyj = A By, y aqui es claro que fnidices consecutivos estdn “concatenados” e indican multiplicacién
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con lo cual
(T7,)
0o —2 -3
(Them) = (grnTi) = 12 4
1 3 5

<Tnm> = <gnkT]£n>
donde hemos denotado (e) como la representacién matricial del objeto
Para el caso de la base genérica no ortonormal {|€;)} tenemos dos formas de calcular el tensor (las
componentes covariantes y contravariantes) del tensor métrico. La primera es la forma directa
gu=(@[e)=31l)=1 g1z = (&1 [&2) = (i (i) +1j) = L;
go1 = (&2 [&1) = ((| + G 1) = 1; Go2 = (&2 [&2) = ((i| + (I) () +13)) = 2

gs1 = (& [&1) = ((Al+ (Gl + (kD) =1L g2 = (&3 [€2) = ((i] + (] + (k[) (i) + [j)) = 2;

Yy
g3 = (€1 [&3) = (i[ ([i) + [j) + [k)) = 1;
G23 = (82 [&3) = ((i| + () ([) + i) + k) =2
gss = (€3 [&3) = ((i| + (j| + (k) (i) + ) + [k)) = 3
consecuentemente
1 1 1 Ny 2 =1 0
Gij = 9 = 12 2 = gV =g"=(y) = -1 2 -1
1 2 3 0o -1 1

La otra forma de calcular la métrica correspondiente la base ortonormal {|e;),|e2),les)} = {|i),]j),|k)} vy
transformarla a la base no ortonormal {|€1),|82),|€35)} = {|i),|i) + |3}, i) + |i) + |k)} esto es

_ dxt 9l _ d xt 0z
Gem =gk g am 99 =7 P =Gk 90 gm

La métrica para el la base ortonormal sera diagonal y ademas g;; = gi , con lo cual

1 00 . 1 00 . 1 00
Gij 01 0 ]; g9 <= 010 ]; g <= 01 0 |;
00 1 00 1 00 1
: : 1 00 100 111 11 1
0 x* 0 x?
Gem= 4o g5 (L1 O Lot o ) o1 )={1 22
x z 11 1 0 1 0 0 1 1 2 3

notese para conservar la convencién de indices y matrices hemos representado que hemos traspuesto la matriz

correspondiente a g 2 . La razén, como dijimos arriba es

0zt 0 I

Jom = 9% Y gm0 Gkm = Wik 915 Wi — Grem = kg gij Wy,
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Para poder representar multiplicacion de matrices los indices deben estar consecutivos, por tanto hay que
trasponer la representacién matricial para poder multiplicarla.

Ya estamos en capacidad de obtener las representaciones matriciales para los tensores: TZJ , Tij, Tid.
N 0 -2 -3\" 0 11 3
1 3 5 -3 4 5
3 3 1 11 0 -2 -3 2 3 6 3
<Tkm> - <g,mT;;> —~ 112 2 1 2 4|=(4 8 15— <Tkm>
1 2 3 1 3 5 5 11 20
i i 0 -2 -3 111 -5 —10 —13 i
<T’”‘> - <T;;gmk> Sl1 2 4 122 |=| 7 13 17| <T’fm>
1 3 5 1 2 3 9 17 22
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3.11. Algunos ejercicios propuestos

1. Dado Fjj;; un tensor totalmente antisimetrico respecto a sus indices ¢jk muestre que

_ OFk  OFjpm . 0jFimi  OuFiij
Oxm ozt oI oxk

rot [Fijk] = OmFijk — 0iFjkm + 0 Fimi — OxFnij =

rot [Fiji] = Fijkm — Fikm,i + Femij — Fmije = OmFiji — 0iFjgm + 05 Frmi — OrFnij
2. El momento de inercia se define como
I} = /Vdvp (7) ((5; (mkxk) - :cixj) con 2' ={x,y,2} y dv =dz dy dz

a) Muestre que I; es un tensor
b) Encuentre la representacién matricial para I;:
¢) Considere un cubo de lado | y masa total M tal que tres de sus aristas coinciden con un sistema
de coordenadas cartesiano. Ecuentre el Tensor momento de Inercia, I7.
3. Para un sistema de n particulas rigidamente unidas, la cantidad de movimiento p'y cantidad de movi-

miento angular L vienen definidas por

—

(D)o = Ma (V), =ma (@ x (7),) = Gijkwﬂfk le;)

L= Z (7 X D)o = €7 a1y |e:) ;

[e%

cona=1,2,--+,n, |e) = {i,j,f(} y 2t ={z,y,2}
Muestre que:

a) L=3%,ma|[(F7),d— (), (), - J)]
b) Lt = I;wj donde IJ’: => ., Ma (5; (xkxk) - xixj) es el tensor momento de inercia para un sistema
de n particulas rigidamente unidas

4. Dado un tensor genérico de segundo orden 7T;; Demostar

a) El determinante , det [T] = det [Tﬂ =T ylatraza, tr [T;] = T? de los tensores son un invariantes,
en otras palabras det [T;] y tr [Tj’] son escalares respecto a transformaciones de coordenadas.

b) Si definimos la matriz adjunta, adj [A], como la traspuesta de la matriz de cofactores
. c T : i c 7 T c J
adj [A] = (A9 —adj[4]] = ((49)]) = (4]

donde la matriz de cofactores (Ac)é- viene dada por

(o Ay (A9, (A
A=l g g | = U= | (A9 (49 (A
ay az as (Ac)l (Ac)2 (AC)3
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y los cofactores son

2 2 2 2 2 2

e\l _ 141 | a3 aj eyl __q\1+2| a1 a3 eyl _ (_q\1+3| a3 a3
(A9 = (0" ] A= () )= ()t
(A = (1P| 9 a2 = 1| | o= |
1 a3 a3 2 a$ a3 3 aj a3

1 1 1 1 1 1

c\3 _ [ _1\3+1]| Qg a3 e\3 _ (_1)3+2 a; ajg e\3 _ (_1)3+3 a; G
(AR =P B | A= 0P | A=)

Para la transformacion ' = a x* con a un escalar constante, muestre que

1) 7= adjT[Tj} es un tensor

2) Su determinante, det [Tﬂ = T y su traza, tr [T;] = 7! también serdn invariantes.
. adj Tl

e

4) 1T =1

5. Dados dos sistemas de coordenadas ortogonales O = (z,y,2) vy O = (&,7,%) ,donde el sistema de
coordenas O se obtiene a rotando O, galrededor del eje z, para rotarlo 3 alrededor del eje & con lo
cual los ejes y y z coinciden.

a) Si tenemos los vectores

A=71+27+3k B=1+2j+3k

Expréselos en el sistema de coordenadas O = (,7, 2)

b) El tensor de esfuerzos (tensiones normales y tangenciales a una determinada superficie) se expresa
en el sistema O = (z,y, z) como

‘ P 0 P
Pi=[ 0 ~ o0
0 0 P

jcudl serd su expresion en el sistema de coordenadas O = (2,7, 2)7

6. Suponga un sistema de coordenadas ortogonales generalizadas (ql, 4%, q3) las cuales tienen las siguiente
relacion funcional con las coordenadas cartesianas
¢ =x+y;  P=z-y =2z

a
b
c
d

Compruebe que el sistema (ql, q2, q3) conforma un sistema de coordenadas ortogonales
Encuentre los vectores base para este sistema de coordenadas

Encuentre el tensor métrico y el elemento de volumen en estas coordenada.

— — — —

Encuentre las expresiones en el sistema (ql, 7>, q3) para los vectores

A=25;, B=i4+2) C=1+77+3k
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e) Encuentre en el sistema (ql, 7>, q3) la expresion para las siguienentes realciones vectoriales
Ax B, A.C: (AXB>~C
{, qué puede decir si compara esas expresiones en ambos sistemas de coordenadas ?

7. La relacién entre las coordenadas cartesianas (x,y) y las coordenadas bipolares (&, ) viene dada por

asinh & asin

= Ty it = const
cosh & 4 cos ¢ Y cosh & 4 cos ¢ con @ = cons

a) Compruebe si los vectores base para las coordenadas bipolares son ortogonales
b) Encuentre el tensor métrico para las coordenadas bipolares

¢) Escriba las componentes covariantes y contravariantes para los vectores 7, 7y 7+ 27.
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