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2.1. Grupos, Campos y Espacios Vectoriales

2.1.1. Grupos

Considere el siguiente conjunto G = {g1,92,93,"** ,gn, - } ¥ la operacién O entonces estos elementos
forman un grupo abeliano! respecto a la operacién O si Vg; € G

1. Cerrada respecto a la operacién O0: {g;,€ G,g; € G} = 3gr =9, O g, € G
Asociativa respecto a la operacién O: g, O (¢, O g;) = (g O ¢5) O g;
Existencia de un elemento neutro: 31 € G> g, UO1=¢g;, =10y

Existencia de un elemento inverso: g;, € G = Elgi_1 eG> ¢ UO gi_1 = gi_1 Og;,=1

AT el R

Conmutativa respecto a la operacién [: g; 00 g; = g; Og;

Ejemplos de grupos: Seran grupo:

» Losenteros Z = {---—3—2,-1,0,1,2,3,-- } respecto a la suma pero no respecto a la multiplicacién
(excluyendo el cero) por cuanto no existe inverso.

= Los racionales respecto a la suma y a la multiplicacién
» Los nimeros complejos z = €'’ respecto a la multiplicacién
» Las rotaciones en 2 Dimensiones (2D), sin embargo las rotaciones en 3D forman grupo no-abeliano.

= Dado un grupo de tres elementos, G = {1, a, b} y la operacién 0, por construccién si queremos que la
operacién de dos de los elementos provea un tercero distinto, entonces la UNICA “tabla de multiplica-
ciéon” posible sera:

S A
2| R
o e|e
SRS RSH

Si s6lo se cumplen las cuatro primeras, entonces se dice que simplemente forman grupo respecto a la
operacion . Se pueden definir subgrupos si un subconjuntos de los elementos de un grupo g; € G también
forman un grupo. El nimero de los elementos de un grupo puede ser finito o infinito. En el primer caso de
denominan grupos finitos y el nimero de elementos que contenga se conoce como el orden del grupo, y se
denotara como g. de los grupos. Un grupo finito que se construye a partir de una operacién con un unico
miembro se denomina grupo ciclico y el caso mas elemental es G = {I, X, X2, X3, ... ,ngl}. Obviamente
hemos definido X? = XOX y X3 = X20X = XOXOX vy asf consecutivamente hasta ejecutarse g — 1 veces
y, entonces se retoma el elemento identidad. Esto es: X9 10X = X9 = I.

Considere los siguientes conjuntos y operaciones

INTELS HENRIK ABEL, (1802-1829 Noruega) Pionero en el desarrollo de diferentes ramas de la mateméatica moderna, Abel
mostré desde su infancia un notable talento para el estudio de las ciencias exactas. Tal predisposicién se veria muy pronto
confirmada por sus precoces investigaciones sobre cuestiones de dlgebra y cédlculo integral, en particular sobre la teoria de las
integrales de funciones algebraicas (a las que se denominarfa abelianas en honor de su formulador) que no habria de publicarse
hasta 1841, doce afios después de su fallecimiento. En 2002 el gobierno noruego lanzé el premio Abel que llenaré el vacio que
existe en la premiacién Nobel del gobierno sueco, en el cual no existe premiacién para la comunidad matematica.

Mas detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians
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s Guodas = {1,3,5,7} y la operacién multiplicacién médulo 8. Construimos entonces la tabla de multi-
plicacion

xmod8 | 1 3|5 |7
1 13|57
3 311|715
5 51711113
7 715131

» Ghods = {1,2,3,4} y la operacién multiplicacién médulo 5. Construimos entonces la tabla de multi-
plicacion

xmodh | 1|2 |3 |4 xmodh | 12|43
1 11234 1 112143
2 2141113 RS 2 214131
3 3111412 4 4 13|12
4 413121 3 3111214

# Giodoa = {1,5,7,11} y la operacién multiplicacién médulo 24. Construimos entonces la tabla de mul-
tiplicacion

xmod24 | 1 5 7 |11
1 1 5 7 |11
5 5 1 (11| 7
7 7|11 ] 1 5
11 111 7 1

» Gy ={1,i,—1,—i} y la operacién multiplicacién. Construimos entonces la tabla de multiplicacién

x| 1] 1]-1]-
1111 |-1]|-
i i |-1-1i1
-1 -1 |1 i
S IS U I A I O e §

Diremos que los grupos Guods ¥ Gmod24 son isomorfos porque tienen tablas equivalentes de multiplicacion.
Esto es, dado un grupo genérico G = {1, A, B, C} su tabla de multiplicacién sera:

1A B|C
111]A | B|C
AJA|l1|C|B
B|B|C|1]|A
C|IC|B|A|1

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 66



Métodos de la Fisica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR

Note que A~! =A y que siempre la operacién de dos elementos da uno distinto a los operados.
De igual forma los grupos G« y Gpods son isomorfos con una tabla de multiplicacién

1]1A|B|C
1|1]A|B|C
AJA|B|C]|1
B|B|C|1]|A
C|IC|1|A|B

2.1.2. Campo

Definiremos como un campo como el conjunto F = {f1, fa, f3, -, fn, - - } sobre el cual estdn definidas
dos operaciones suma, 4, y multiplicacion, -, y que satisfacen las siguientes propiedades

1. Forman un grupo abeliano respecto a la suma, +,con el elemento neutro representado por el cero, 0.

2. Forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién, -. Se excluye el cero, 0 y se denota el elemento
neutro de la multiplicacién como 1.

3. Es distributiva respecto a la suma, + : Dados f;, f; y fr se tiene que

fi-(fi+f)=fi-fi+fife

Ejemplos tipicos de campos lo constituyen los racionales Q, los niimeros reales R y los niimeros complejos
C. Normalmente se refiere estos campos como Campos Escalares

2.1.3. Espacios Vectoriales Lineales

Sea el conjunto de objetos V. = {|vi), |va), |v3)---|v;) -} se denominard V un espacio vectorial
lineal y sus elementos |v;) vectores, si existe definida una operacién suma, B, respecto a la cual los elementos
|vi) € V de forman un grupo abeliano y una operacién multiplicacién por un niimero escalar de un campo,

K={a, 8, v---} tal que:
1. La operacién suma H es cerradaen V :V |v;),|v;) € V=|vi) =|v,)B|v;) € V
2. La operacion suma H es conmutativa y asociativa
a) ¥ |vi),|vj) € V=|vi) Blvj) = [v;) B|vi)
b) ¥ Vi), |vi), |vi) € V = ([vi) Bv;)) B |vi) = [vj) B (Jvi) B |vk))
3. Existe un dnico elemento neutro: 3! |0) > [0)B|v,) =|v;)BI|0)=]|v;) V |v;) eV

4. Existe un elemento simétrico para cada elemento de V :
Viv;)eV 3 |-vy) > |vj)B|-v;)=10)

5. a(Blvi)) = (aB)|vi)

6. (a+B)|vi) =alvi)+ B|vi)

7. a (v BIv,)) = alvi) Balvy)
8. 1|v;) = |vy)

Es inmediato notar que podemos definir subespacios vectoriales dentro de los espacios vectoriales. Ellos
seran aquellos conjuntos de vectores que cumplan con los requisitos anteriores pero ademads sean cerrado
dentro de los esos mismos conjuntos de vectores.
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Ejemplos

Seran ejemplos de espacios vectoriales

1. Los numeros reales y complejos con el campo de reales o complejos y definidas las operaciones ordinarias
de suma y multiplicacién. V=R; H=+; |v)=2; K=R.
V=¢C B =+ |viy=x+iy; K=R
Si el campo K es el conjunto de los niimeros reales se dira que es un espacio vectorial real de numeros

reales iV = RysiV = C se dird un espacio vectorial real de nimeros complejos. Por su parte si
K = C diremos que es un espacio vectorial complejo de nimeros reales ( si V. = R) o complejos (
V = C). Siempre se asociara el campo de escalares al espacio vectorial. Se dird que es un espacio

vectorial sobre el campo de los escales. Si el campo es real (complejo) se dird que el espacio vectorial
es real (complejo).

2. El espacio V. =R” = R X R x --- x R, vale decir el producto cartesiano de R, cuyos elementos son
n—uplas de nimeros, con la operacién suma ordinaria de vectores en n-dimensionales y la multiplicacion
por escalares.

|X>:(x17$27$3a"'$n) A |Y>=(l/1792,y3,"' ayn)
Ix) Bly) = (x1+y1, 22 + Y2, 23 + ¥z, Tp + Yn)
a|x) = (axy, axe, axs, - - Qxy)

Este espacio vectorial es de dimensién finita. Igualmente, serd espacio vectorial C* = CxCx---xC
para el cual los elementos z; € C. Si para este caso el campo sobre el cual se define el espacio vectorial
C™ es real, tendremos un espacio vectorial real de nimeros complejos. Es obvio que el caso V. = R para
el cual |x); = (21,0,0,---,0) y |y); = (¥1,0,0,---,0) o cualquier espacio de vectores formados por
las componentes, i.e. |x), = (0,0,0,---,2;,---0) y |y);, = (0,0,0,---,y,,---0) formardn subespacios
vectoriales dentro de R"

3. El espacio E* constituido por vectores |x) = (x1,x2,x3, - ZTpn, -+ ) contables pero con infinitas com-
ponentes.

|X>:(l‘1,l‘2,$3,"~,iUn,“') A |Y>=(y1a?/27y37""ym"')
Ix)Bly) = (@1 4+ vy, 22+ y2, 23+ Y3, T+ Yn, o)
a|x) = (axy, ame, ax3, -+ ,QTp, )

con la restriccion que

nl;n;o Z z;, =L con L finito

4. Para el conjunto de la matrices n x n reales o complejas con el campo K real o complejo.
|X> = Mab A |y> = Nab
%) B ly) = Moy + Naop = (M + N),,
alx) = aMqy = (M),

Es también obvio que se podran formar subespacios vectoriales cuyos elementos sean matrices de
dimensiéon menor a n X n
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5. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales P = {ao, a1z, a2?, - apa™, - } con H
la suma ordinaria entre polinomios y la multiplicacién ordinaria de polinomios con escalares

6. Espacios Funcionales (de los cuales lo polinomios son un caso particular) En estos espacios los vectores
seran funciones, la suma sera la suma ordinaria entre funciones y la multiplicacién por un escalar
también sera la multiplicacién ordinaria de una funcién por un elemento de un campo

) =f() A [g)=g()
if)Blg) =f(z)+g
alf) = (af) (x) = af (

Con este esquema vemos otros ejemplos

8
~—

a) El conjunto de todas las funciones continuas e infinitamente diferenciables, definidas en el intervalo
[a7 b] : ﬁzo,b]

b) El conjunto de todas las funciones complejas de variable real, ¥ (z), definidas en [a,b], de cua-
drado integrable (es decir para las cuales f[a’b} dz ||i ()] sea finita). Este espacio se denomina

comtinmente £2 y pueden ser definidas en un rango [a,b] finito o infinito y para mas de una
variable.

La importancia de la conceptualizacién y la notacién

En los ejemplos antes mencionados hemos utilizado para representar un vector abstracto la notacién de
|[v1) v con ellos construimos un espacio vectorial abstracto V.= {|v1), |va), |v3), -+ ,|vn)}. Un espacio
vectorial abstracto serd un conjunto de elementos genéricos que satisfacen ciertos axiomas. Dependiendo del
conjunto de axiomas tendremos distintos tipos de espacios abstractos. En matematica el concepto de espacios
abstracto es reciente (1928) y, aparentemente, se le debe a Maurice Fréchet?. La teorfa resulta de desarrollar
las consecuencias l6gicas que resultan de esos axiomas. Los elementos de esos espacios se dejan sin especificar
a propésito. Ese vector abstracto puede representar, vectores en R™, matrices n X n o funciones continuas. La
notacién |v1), que se denomina un ket y al cual corresponde un bra (vs| proviene del vocablo inglés braket
que significa corchete y serd evidente més adelante cuando construyamos escalares braket (va||vy) . Esta ttil
notacién la ideé Paul Dirac®, uno de los fisicos més influyentes en el desarrollo de la fisica del siglo pasado

2.2. Meétricas y Espacios Métricos

El siguiente paso en la dotacién de propiedades de los espacios lineales lo constituye la idea de métrica o
distancia entre sus elementos. El concepto de métrica surge de la generalizacién de la idea de distancia entre
dos puntos de la recta real.

Un Espacio vectorial sera métrico si podemos definir una funcién
d: VXV =R > V|x),|y),|z) €V se cumple que

2MAURICE FRéCHET (1878 Maligny, Yonne, Bourgogne-1973 Paris, Francia). Versétil Matemadtico Francés, con importan-
tes contribuciones en Espacios Métricos, Topologia y creador del concepto de espacios abstractos.

Mas detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/

SPAUL ADRIEN MAURICE DIRAC (1902 Bristol, Inglaterra 1984-Tallahassee, EE.UU) Ademés de contribuir de manera
determinante en la comprensién de la Mecanica Cuédntica, es uno de los creadores de la Mecanica Cuantica Relativista la cual
ayudé a comprender el papel que juega el espin en las particulas subatémicas. Por sus importantes trabajos compartié con
Erwin Schrédinger el Premio Nobel de fisica en 1933.

Ma3s detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/
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Ld(]x),]y))
2.d(|x),1y))
3. d(lx),1y))

Asi, diremos que (V,K,H;d) es un espacio vectorial, lineal, métrico.

vV

0 s d(x).ly) =0=x) =y)
d(ly), )
d(|x),|z)) +d(|ly),|z)) La desigualdad Triangular

IN

Ejemplos
1. Espacios Euclidianos reales R™

a) Para R, es decir la recta real, la definicién de métrica es d (|x),|y)) = |z — y|

b) Para R?, es decir el plano, una definicién de métrica es

d(|x),ly)) = \/(xl — 1) + (@2 — y2)°. También podemos construir otra definicién de métrica
como di (|x),|y)) = |z1 — y1| + |z2 — y2| . Es claro como el mismo espacio vectorial genera varios
espacios métricos, dependiendo de la definicién de métrica

¢) En general para Espacios Euclidianos reales R una posible definicién de métrica sera d (|x) , |y)) =

V@ =)+ (@2 — ) + (@ 93)° 4+ (20— 9a)?

2. Espacios Unitarios n—dimensionales, o Espacios Euclidianos complejos, C™, la definicién de distancia
puede construirse como

d(|x),ly)) = \/|a:1 — 1?4 |zo — yaP + |zs —ys|” + - + |20 — ynl® ¥ es claro que se recobra la idea
de distancia en el plano complejo: d (|x),|y)) = |z — y|

3. Para los Espacios Funcionales Cﬁib] una posible definicién de distancia seria
d(|f).|g)) = méxiefp | f (1) — g (t)]

Es importante destacar que las definiciones de distancia arriba propuesta son invariante con traslaciones
de vectores. Esto es: |X) = |x) +]a) A [|§y)=]y) + |a), entonces

d([x);1y)) = d(|%),1))-

2.3. Normas y Espacios Normados

La idea de distancia, de métrica, es el equipamiento mas elemental que uno le puede exigir a un espacio
vectorial. Mucho mas interesante atin son aquellos espacios vectoriales que estan equipados con la idea de
norma y a partir de alli se define la idea de distancia. La norma tiene que ver con el “tamano” del vector y
la métrica tiene que ver con la distancia entre vectores. Cuando definimos la métrica a partir de la norma,
vinculamos las propiedades algebraicas del espacio con sus propiedades geométricas.

La norma, |||v;)|] = n(]v;)) de un espacio vectorial V. = {|v1), |v2), |vs)---|vs)} serd una funcién
n:V—-R> V |v;) €V se cumple que

Lon(v)) =llvall20  si llvill = 0= |vi) =[0)
2. n(alvi)) = llafvi)|l = laf [[[vi)

3. =) + 9 < 1) + [[ly) || Desigualdad Triangular.
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La definicién de norma induce una métrica de la forma d (|x) , |y)) = |||x) — |y)|| - Se denota en este caso
un espacio vectorial normado como (V,K,H; ||-||) y también se le conoce como un Espacio de Banach. El
concepto de espacio vectorial normado fue formulado en 1922 de manera independiente por S. Banach?, H.
Hahn y N Wiener

Ejemplos

1. Espacios Euclidianos reales, R” y Espacios Euclidianos Complejos C"
Para estos espacios de Banach, la norma se define como

1
n 2
1 = /2 + [l + [l + - + [l = (Z x>

i=1

es claro que para un espacio Euclidiano R3se cumple que |||x)|| = v/z% + 22 + 22 por lo tanto la idea de
norma generaliza la nocién de “tamano” del vector |x). También es claro que la definicién de distancia
se construye a partir de la norma de la forma

d(x),[y)) = %) = [¥)l = \/le — "+ wa =yl + |z — yal* -+ [z —

2. Para el Espacio Lineal de matrices n X n reales o complejas con el campo K real o complejo, una

definicién de norma es
m n
M= [Ma]
a=1b=1

y la correspondiente definicién de distancia

n

d(|x),[y) =M =N =3 |Ma — Nyl
a=1b

1b=1
3. Para los Espacios Funcionales Cﬁlob] una posible definicién de norma seria:

NI = mdsc |f (¢)]

t€la,b

£y = (/[ .

)

otra posible definicién seria
1
2

dz |f (x)|2>

2.4. Producto Interno y Espacios de Hilbert

El siguiente paso en la construcciéon de espacios vectoriales més ricos es equiparlo con la definicién de
producto interno y a partir de esta definicién construir el concepto de norma y con éste el de distancia. La
idea de producto interno generaliza el concepto de producto escalar de vectores en R? en incorpora a los

4Stefan Banach (1892 Kracovia, Polonia-1945 Lvov,Ucrania) Matemético polaco, uno de los fundadores del Anilisis Fun-
cional Moderno, con sus mayores contribuciones a la teoria de espacios topolégicos. Hizo también importantes aportes a la
teoria de la Medida, Integracién y Teoria de conjuntos y Series Ortogonales.

Maés detalles http://wuw-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/
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espacios vectoriales abstractos el concepto de ortogonalidad y descomposicién ortogonal. Histéricamente, la
teoria de espacios vectoriales con producto interno es anterior a la teoria de espacios métricos y espacios
de Banach y se le debe a D. Hilbert®. En su honor, los espacios vectoriales abstractos dotados de producto
interno se denominan espacios de Hilbert. Adicionalmente, la semejanza entre la geometria euclidiana y la
geométrica de R™ ha hecho que espacios en los cuales de puedan definir, distancia, angulos, a partir de una
definicién de producto interno, de denominen también espacio Euclidianos.

2.4.1. Producto Interno

En un espacio vectorial abstracto V.= {|v1), |va), |v3)---|v,)} la definicién del producto interno de
dos vectores se denota como (v;| v;) y es una funcién de
VxV—-C 3 V |x),|y),|z) €V, es decir asocia a ese par de vectores con un elemento del campo
escalar. Las propiedades que definen el producto interno son

1L (x]x) €ER A (x[x)>0 V[x)eV si (x|x)=0=|x)=]0)

2. (xly)=(y[x)" VI[x),ly)eV

3. (xly+z)=(xly)+(x[z) A (x+zly)=&y) +lzly) V[x.ly).l2eV
4 (x|lay)=alxly) AN (xly)=a"{x|ly) V[x),ly)eV A a€cK

5. (x| 0) = (0] x) = 0

A partir de la definicién de producto interno se construyen los conceptos de norma y distancia
Il =vixlx) v dx),y)=Ilx-Iyl=Vx-ylx-y)

2.4.2. La desigualdad de Cauchy Schwarz

Todo producto interno (x| y) definido en un espacio vectorial abstracto V. = {|v1), |va), |v3)---|vy)}
cumple con la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(X ¥ < xx)vly) = &y <]y

Es claro que |x) = |0) A |y) = |0) se cumple la igualdad y es trivial la afirmacién. Para |x) A |y)
cualesquiera procedemos construyendo |z) = a|x) + 8]y) con |x) A |y) arbitrarios pero a y 8 tendrdn
valores particulares, por lo tanto

(z| z) = (ax + By| ax + By) > 0
(ax + By| ax + By) = (ax| ax) + (ax| By) + (By| ax) + (By| By) > 0

(ax + By| ax + By) = |af* (x| x) + a*B (x| y) + B*a (y| x) + |8 (y| y) > 0

si a = (y| y) se tiene que
(vl ¥) (x| %) + B (x| y) + 5" {y| x) + |8 > 0

5David Hilbert (1862 Kaliningrad, Rusia-1943 Géttingen, Alemania) Matemdtico alemdn defensor de la axiomética como
enfoque primordial de los problemas cientificos. Hizo importantes contribuciones en distintas dreas de la matemdtica, como
invariantes, campos de numeros algebraicos, andlisi funcional, ecuaciones integrales, fisica matematicam y calculo en variaciones.
Mas detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/
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seguidamente seleccionamos = — (x| y) y por lo tanto * = — (y| x) y consecuentemente

(vl y) {xl %) = (x| y) (vl %) = [(x] 3)

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de norma se desprende que

(x| ¥)I” | < xly)

rFrE =" T T S =

por lo tanto podemos definir el “4ngulo” entre los vectores abstractos |x) A |y) como

x| y)
=)

Maés atn, a partir de la definicién de norma se obtiene

cos© =

2 *
1) + V)" = x+ylx+y) = & x) + &l y)+ &ly) + ¥l y) = x| %) +2Re ({x[ ¥)) + (v y)
con lo cual hemos generalizado para un espacio vectorial abstracto el teorema del coseno
2 2 2
[[1) + [ 17 = [ + My 1™ 4 2 (=) [ [[[y)[] cos ©

y para el caso que los vectores |x) A |y) sean ortogonales, esto es (x| y) = 0, tendremos el teorema de
Pitagoras generalizado

1)+ 117 = [l 1 + l1y) I

Ejemplos

1. Espacios Euclidianos reales, R™ y Espacios Euclidianos Complejos C™. Los vectores de estos espacios
pueden ser representados por |x) = (21,22, - x,) A |y) = (y1,¥2, - ,yn) ¥ €l producto interno
queda definido por

n
(x| y) = 211 + 222 + T3Y3, -+ TnYn = inyi
i=1

es claro que esta definicién de producto interno coincide, para R? y R? con la idea de producto escalar
convencional, vale decir

azi + ayj+ azl% .
b= agb; +ayby +a.b,

I
S

bei + byj+ bk

ahora bien, el lector puede comprobar que para vectores en R? también se puede proveer una definicién
de producto interno
a®b=2a,b; + azb, + ayby + ay,b,

igualmente valida, con lo cual es claro que en un mismo espacio vectorial pueden coexistir. Por su parte
la norma

1)l = Vi %) = /a3 + a3 + a3, +a% =
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La distancia también recupera la idea intuitiva de distancia euclidiana

d(x);1y) =[x = ¥l = Vx -yl x-y)

d(|x),ly)) = \/(xl )’ + (@2 —y2)* + (@5 —y3)* + -+ (20— yn)?

El teorema del coseno queda como

n n n n n
Z(Ii+yi)2=zxf+2yf+2 fo ny cos ©
i=1 i=1 i=1 im1

mientras que Pitdgoras, queda como

n

sz+yz Zw +Zyz
i=1

obvio que para R? tanto el teorema del coseno como el teorema de Pitdgoras retoman su forma tradi-
cional. Finalmente la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa

n 2 n n
S < (z ) (z y>
=1 =1 =1

2. Para los Espacios de Funciones continuas C a,p] N2 posible definicién de producto interno seria

[l )l < B ) IF =

tle)= [ dof(@) 9
t€la,b]
de la cual se deriva la expresién para la norma
IIE)1* = (F] f>=/ dz |f (x)|”
t€la,b]

la distancia entre funciones quedara definida como

d(lf).lg)) = [lIf) —Ig)ll = V{f — gl f —g) \/f\ —(flg) — (flg)" + (gl &)

d('f>"g>)\//te[ A 1f@) @ =

a(f) . |g) = /te[ A @ —2me (/[ RONE g(a:)) +/t€[ & 9P

Los teoremas del coseno puede ser escrito como

/ dx\f(x)+g(x)l2=/ dxlf(w)|2+/ de |g (@)
t€la,b] t€la,b] t€la,b]
1
2

2 % 9
+2 (/te[mb] dz [f (z)] ) (/te[mb] dz |g ()] ) cos ©
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donde
fte[a,b] dz f* (z) g(z)

(et 42 1F @) (fregus do lo @)

y como era de esperarse el teorema de Pitagoras queda

cos© =

1
2

2 _ 9 )
/te[a,b] dz |f (z) + g (z)] —/te[a’b] dz |f (2)] +/ dz |g (z)]

t€la,b]

para funciones f (z) y g () ortogonales, mientras que para este caso, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

se expresa
2
< (/ do If(a:)l2> (/ dz |g<x>|2>
te(a,b] te(a,b]

/ do f* (z) g ()
t€la,b]

2.5. Variedades Lineales

2.5.1. Dependencia, independencia lineal

Siguiendo la misma linea de razonamiento generalizamos el concepto de dependencia e independencia
lineal de R? y R3. Asi

0) =Cy |[v1) +Cy |v2) +C3 |v3) -+ Cp |vy) = Z Ci |vi),
i=1

Podemos afirmar que

= Si esta ecuacién se cumple para algin conjunto de {C;} no nulos, se dird que el conjunto de vectores
correspondiente {|v;)} son linealmente dependientes.

= por el contrario, si esta ecuaciéon sélo puede ser satisfecha para todos los C; = 0, entonces se dird que
el conjunto de vectores correspondiente {|v;)} son linealmente independientes.

Por ejemplo, dados tres vectores en R*

1 2 -1

0 1

vi)=1 _{ |s = | = 0
2 3 0

El criterio de independencia lineal se cumple si |0) = Cy |v1) +C2 |va)+Cs |vs) y todos los {C;} son nulos.
Esto es

C1 +2Cy, —-C3 = 0
3C, +C3 = 0
-1 +Cy = 0
204 +3C, =0

de donde es claro ver que la tnica solucién posible implica C; = Cy; = C35 =0.
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Ejemplos Si consideramos el espacio vectorial V = {|v1), |va), |vs), -+ ,|vn)} serdn ejemplos de inde-
pendencia lineal:

s |vi) = f(t) =tF parak =1,2,3,--- es claro que un polinomio de grado n+ 1, no podra ser expresado
en términos un polinomio de grado n. en otras palabras, "t £ 3" C; ¢

w |[vi) = f(t) = et con ay,as,as, - coeficientes constantes. También salta a la vista que no podremos
expresar una de esas funciones exponenciales como combinaciéon lineal

Si consideramos |vi) = f(t) = cos? t,|ve) =sen? t y |v3) =1 es claro que |vi), |[va), v |v3) son

linealmente dependientes por cuanto |vy) + |[v2) = |v3). Nétese que si

Vi) = cost, |vo) = sent y |vg)=1,

entonces |v1), |va), y |vs) serdn vectores linealmente independientes.
Consideremos ahora otros ejemplos y determinemos ; cudl o cudles de los siguientes conjuntos de vectores
en P? son linealmente independientes ?

L |x1)=1; [x2)=a2—-1; [x3)=2a?% |x4)=12>+22+1;
Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4) = 3|x1) + 2|x2) + |x3)

2. |x1) =2z; [x2)=22+1; [x3)=z+1; |x4)=2?-1;
Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4)

|x1) + |x2) — 2|x3)

3. |x1) =x(x—1); |x2)=ax; [x3)=2a3% |x4)=22%— 2%
Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4)

—|x1) + |x2) + 2|x3)

2.5.2. Bases de un Espacio Vectorial

Ahora bien, dado un espacio vectorial V.= {|v1), |va), |v3)---,|v,)}, encontramos que el conjunto de
{|vn)} es linealmente dependiente, entonces siempre es posible despejar uno de los vectores en términos de
los demés, vale decir

Vi) = Ch lvi) + Cs [va) + Cs [va) .-+ Chn-1 [Vi—1) = Z C; Vi),

seguidamente se procede a comprobar si {|v1), [v2), [v3)--+,[vs—1)} son linealmente independientes, es
decirsiCy, =Cy =C3 =---=C,_1 =0. En caso de no serlo se procede otra vez a despejar uno de los
vectores en términos de los anteriores y a aplicar el criterio de independencia lineal,

V1) = C1 [v1) 4+ Cy [va) +Cs |va) -+ Cpy Vo) = Z Ci |vi),

iC1 =Cp =C3 =+ =Cry =07
se repite este procedimiento hasta encontrar un conjunto {Iv1), |va), |v3) -+ ,|Vn—j)} de vectores lineal-
mente independientes. Esto es 1C'1 = Cg = C3 =...= C’n —; =0.l'y por lo tanto

Vij11) = C1 [vi) +Cs [va) +Cs |vs) -+ Cpj Vi) Z Ci [vi),

él Zég 263 :---:Cn_j =0.7
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9

iél =Cy =C3 =---= Cn—; =0.'y por lo tanto
) . 5 . n=j
10) = C1 [vi) +Cs [va) +Cs [va) -+ Cuj [Vayg) =D Ci |vi),
i=1

En este caso diremos que {|vi), |[v2), |v3)---,|vp_j)} es una base para V. La dimensién de V sera el
conjunto de vectores linealmente independientes, que para este caso es n — j. Asi se puede comprobar que,
dado |x) € V entonces

n—j
X)=> Cilvi), VIxeVv
i=1
y el conjunto {C1,Cs,Cs,--- Cy—;} es tnico. Diremos que el nimero minimo de vectores,

|V1>, |V2>7 ‘V3>"' 7|Vn7j>

que expanden V conforman una base de ese espacio vectorial, y que el nimero finito de escalares {C1,C5,Cs, - - Cp—;}
constituyen las componentes de |x) relativas a la base [vi), [va),---,|v,_;). Del ejemplo anterior se puede
concretar la siguiente definicién

A un conjunto finito de vectores de un espacio vectorial,

B={vi), |v2), [v3)--,|va)} €V,

se les denominard base de ese espacio V si los |v1), |v2), |vs)---,|v,) son linealmente independientes y
expanden V. El espacio vectorial se denominard de dimensién finita si la base es finita y de dimensién infinita
si, por el contrario su base es infinita.

Es fécil darse cuenta que si V lo expanden n vectores linealmente independientes, cualquier otro vector
|x) € V serd linealmente dependiente. Igualmente facilmente demostrable que todas las bases de un espacio
vectorial V,de dimensién finita, tendran el mismo ntimero de elementos y ese ntimero de elemento sera la
dimensioén del espacio.

Adicionalmente, puede ser que dentro de un espacio vectorial V se puedan encontrar subespacios y dentro
de esos subespacios un conjunto de vectores base. Vale decir V |x) € V :

|X> = Cl |V1> et Cnfj |Vn7j> + CnfjJrl |Vn7j+1> te Cnfk |Vn7k> + Cnfk+1 |Vn7k+1> e Cn |Vn>

S1 So Ss3

Entonces |x) = |x1) + |x2) + |x3) con |x1) € S1;  |x2) € So;  |x3) € S3, entonces diremos que V es la suma
directa de S1,S2 y S3 y lo denotaremos como V =S & Sy, & S3
2.5.3. El determinante de Gram

Existe una forma directa de comprobar la independencia lineal de una conjunto de vectores {|v1), |va), |[v3) -+, |vn)} €
V,y es como sigue: dado |x) € V entonces

Cr (vi|v1) +Co (vi|va) +Cs (vi|vg) +---+Cp (vi|vn) = (v1|x)
n Cy (va [v1) +Cy (va |va)+C5 (va|vs)+ -+ Cp (Vo |vy) = (va]|x)
=3 G v ] |
i=1

C1 (v [v1) + Ca (v [va) + O3 (v [v3) + -+ Cn (Vi [V) = (Vi [x)
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donde las C1,C5,Cs, - - - C), son las incégnitas, por lo cual para que este sistema tenga solucién se impone
que

(vifvi) (vilvz) (vilvs) - (vi|va)
(va [vi) (valva) (valvs) -+ (va|vn) 40
(Vo Vi) (Ve [va) (v [vs) e (Vi Vi)

Esto es que el determinante de Gram® distinto de cero implica que el conjunto

{Iv1), [v2), |vs) -+ ,|va)} € V es linealmente independiente. La inversa también es cierta.
Ejemplos
» V" tendréd dimensién n y una de las posibles bases {|v1), |va), |v3) -, |vn)} serd
‘V1>: (170707"'70)
‘V2>: (071707"' 70)

‘V3>: (070717"' aO)

‘anj> = (070707"' 71)
Esta base se conoce con el nombre de base candnica.

s El espacio de polinomios, P", de grado g < n tendra como una de las posibles bases al conjunto
{1, 23, ,t”}, por que cualquier polinomio de grado < n podra ser expresado como combinacion
lineal de estos n+1 vectores. Més atn, el espacio de todos los polinomios, P°°, tendra como una posible
base al conjunto de funciones {1, 28, } . En este caso P sera infinito dimensional.

2.5.4. Ortogonalidad y Bases Ortogonales

En una espacio con vectorial con producto interno, dos vectores |uj)A|ug) serdn ortogonales si su producto
interno se anula
\u1> 1 ‘UQ> <~ <UQ |u1) =0

Se denomina un conjunto ortogonal de vectores {|uy), |us), |usg) - ,|u,)} si
2 . 0i; =0 sii#j
it} =y llapl® dg =128 yen {20 G2
y se denominard conjunto ortonormal si |||uj>H2 =1.
Un conjunto ortogonal de vectores {|ui), |uz), |us)---,|u,)} € V es linealmente independiente, més
alin, para el caso particular de un espacio euclidiano, {|u;), |uz), |us)---,|u,)} conforman una base orto-

gonal para V. La demostracién es sencilla. Para un determinado espacio vectorial una combinacién lineal de

6Jorgen Pedersen Gram (1850-1916 Dinamarca) Matemético Danés, que alternaba su actividad de gerente de una im-
portante compania de seguros con las matemdticas (Probabilidad, Andlisis Numérico y Teorfa de Numeros). Es conocido
mayormente por el método de ortogonalizacién, pero se presume que no fue él quien primero lo utilizé. Aparentemente fue
ideado por Laplace y utilizado también por Cauchy en 1836. Gram murié arrollado por una bicicleta a la edad de 61 afios.

Maés detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians
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los {Jui), |u2), |us)---,|u,)} se anula.
WX, G lw))=0 = YY" Cidi=0 Cy =0
<u2| [Z?:l Ci ‘uz” =0 = Z?Zl Ci ;=0 = (=0
(wg| o7, Ci lu)] =0 = Zle Ci 63 =0 Cs=0

n
Z C; |u;) =|0) =
i=1 : T .
(un| X052 Ci Ju)] =0 = Z?:l Cidni=0 = Cn=0
con lo cual es claro que {|u1), |uz), |uz)---,|u,)} son linealmente independientes. Si la dimensién de V, es
n, dim V = n y tenemos n vectores linealmente independientes, entonces esos n vectores {|uy), |us), |ug)---,|u,)}

forman una base ortogonal para V,y por lo tanto las componentes de un vector en esa base se pueden expresar
de manera simple.

VI)EV  x) =) G lw) = (u;|x) = (uyl

Zq |u11 #@:M

(uj |uy)

. 2

En el caso de un conjunto ortonormal de vectores {|ei), |e2), |es)---,|en)} € V™ con ||e;)||” =1, las
componentes de cualquier vector quedan determinadas de una forma todavia mas simple y con consecuencias
mucho mas impactantes

llepl* =1 =Ci=(e;[x) =p)=D Cile)=2) (eilx) les) = (Z le:) ez>
i=1

i=1

1

por lo tanto es bueno recalcar la relacién de cierre

n
Z Y(e;| =1

con lo cual es trivial demostrar la férmula de Parseval.

n n
Vi) ly)eV (yx =l (Z ) ezl> ) =D (ylles) (eillx) =D (ylles) (x| le:)”
i=1 i=1
la cual se concreta para el caso de |x) = |y) en la generalizacién del Teorema de Pitdgoras

n

(e ) = (11" = Hxlfes)]”

i=1
Ejemplos

= Funciones Trigonométricas: Uno de los ejemplos mas emblematicos es el caso de las funciones continuas,
reales de variable real y definidas en [0, 27], CE’O con lo cual el producto interno viene definido por

0,27]’
(f] g) fo dz f(x) g(z) ésto es el conjunto de funciones {|u;), |uz), |us), - -, |u,) -} represen-
tadas por
lug) =1, [ug,—1) = cosnx y |ug,) = sennz, conn=1,23,---
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Es claro que {|u;), |u2), |ug)---,|u,), -} es un conjunto de funciones ortogonales por cuanto

fozﬂ dz sennzrsenmz =0

0 si n#m 027de cosnzrsenmzx =0

O%dx cosnx cosmz = 0

2
(Wn [Wm) = Gpm [|[an) [|” = fo% dx =27 si n=m=0
[lw)? si n=m fo%dx cos?nz=m si i=j=21-1
27 . .

Jo dx sen’nz=m si i=j=2I
conl=1,2,3,--- también. Por lo tanto, podremos construir una base ortonormal de funciones
{|el> ) |e2> ’ |e3> [ |en> [ } de la forma

eo) = —=,  lean-1) = - e2n) =
) = — €9, 1) = —= COSNT €9,) = —=sennx.
0 \/%7 2n—1 ﬁ y 2n \/’]TI'

Por lo tanto cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27] puede expresarse en términos de esta base
como

2ﬂdx¢fa: = ag si 1=0
0 Nz
If) = Z Ci les) = C; = (e; |f) = fozﬂ dz f (z) cosnx =agp,—1 si 1=2n-1
i=1
f027r dz f(x) sennz = ag, si i=2n

donde los C; son los coeficientes de Fourier

Otro de los ejemplos tipicos lo constituye los llamados polinomios de Legendre. Polinomios P, (x)
definidos en el intervalo [—1, 1] y generados a partir de la Férmula de Rodrigues”

1 d»
n!2n dzm

P,(z) = (z? —1)",

con Py(z) = 1. Los polinomios de Legendre son solucién de la ecuacién diferencial

1—2®)y" =220y + XA +1)y=0

A Ecuacién de Legendre Solucién

0 -y 20y =0 (o) =1

I (1=2)y" 20y +2y=0 yi(x)=2x

2 (1-2)y" -2y +6y=0 yo(r)=1- 322

3 (1-a?)y' —20y +12y=0 yi(z)=a— 223

4 (1-2?)y"—20y +20y=0 yo(z)=1-102" + 322"

Es facil comprobar que los polinomios de Legendre |P,) = P, (z) son mutuamente ortogonales con un

"Benjamin Olinde Rodrigues (1794 Burdeos, Francia - 1851, Parfs Francia) Banquero, Matemadtico y activista politico
solcialista Francés durante la Revolucién Francesa. De origen judio, y cuyas contribuciones fundamentales como la férmula para
la generacién de Polinomios de Legendre, permanecieron olvidadas por mucho tiempo.

Mas detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians
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producto interno definido como

1
2

con norma definida por
2

2n+1

1
Pl = (PP, = / P2(2)da=
1
Cualquier funcién en el intervalo [—1, 1] puede ser expresada en esa base.

e & (PiF)
fla)=|F) = gk Py) = Hm Py

Varios ejemplos ilustrardn esta aplicacién. Si f(x) es un polinomio

f(z) = Z bpa™ = Zak |Pr) = Z an Py (x)
n=0 k=0 n=0

no se requiere hacer ninguna integral por cuanto los coeficientes a, se determinan a través de un
sistema de ecuaciones algebraicas. Para el caso de f(z) = x? tendremos

f(x) = 2% = agPo(x) + a1 Py (x) + ag Ps(x)
f(x) =2 =ag+ a1z + %aQ(SxQ -1)
f() =2 = SRofa) + 5 Pale)

Quedara como ejercicio demostrar que para el caso de

~
—
=
|
|

2 P <Pk|Pk> 3 1) (2n—|—3)

(P|F) = /_11 f(z) Py (z)dz = /_11 \/?Pk(l‘)dl“

2.5.5. Ortogonalizacion

con

Hemos visto que un conjunto de vectores ortogonales forman base para un espacio vectorial. Ahora
bien, siempre es posible construir un conjunto de vectores ortogonales a partir de un conjunto de vectores
linealmente independientes. Es método de “ortogonalizacién” se conoce como el método de Gram-Schmidt®,
en honor de estos dos matemdticos alemanes que NO inventaron el método, el cual al parecer se le debe al
matematico francés P.S. Laplace.

Dado un conjunto de vectores linealmente independientes, {|v1), |[va), |v3), -+, |vn)} que expanden un
espacio Euclidiano de dimension finita, E™. Entonces siempre se puede construir un conjunto ortogonal de
vectores, {|uy), |uz), |us), - ,|u,)} que también expandan E™ de la siguiente forma:

8Erhard Schmidt (1876, Estonia-1959 Alemania). MateméaticoAleman fundador del primer instituto de matematicas apli-
cadas de Berlin. Alumno de Hilbert, Schmidt hizo sus mayores contribuciones en Ecuaciones Integrales y Teoria de Funciones
en el Espacio de Hilbert.

Mas detalles http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians
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lui) = [v1)
lug) = |v2) — E:ﬁ iﬁii lug) 5 (uz|u;)=0

— _ (va|ug) _ (valu) (us Jug) =0
[13) = [Va) = fartua) [M2) = Gy [00) { (ug [uz) =0

(ug [u) =0
) = [va) = Gy Ius) — () Jue) — s fw) > (ugfu)=0
(uq [uz) =0

<U4 |u1> =0
<1I4 |112> =0
) = ) — S e ) B B

<U4 \un_1> =0

Asi siempre es posible construir una base ortonormal a partir de un conjunto de vectores linealmente
independientes. Esta base ortogonal sera tinica en E”, si existe otra sus vectores seran proporcionales, Més
aun, cada espacio vectorial V" de dimension finita tendra una base ortogonal asociada.

Ejemplos

= El subespacio de V# expandido por los siguientes vectores

1 2 -1
3 0 1
vi)=1 _{ |; = |; lva= 0
2 3 0
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Tendra una base ortogonal asociada dada por

-1
1
lup) = |vs) = 0 |
0
2 -1 1
o (vl 0 ) [
|u2> = ‘V2> - <u |111> ‘u > 1 - <_1) 0 - 1
3 0 3
(v1 [uz) (v1 u1)
u = |V — — u =
| 3> ‘ 1> <112 |U.2>‘ 2> <U.1 |111>| 1>
5
4
1 1 -1 5
3 9 1 1| |
2 3 0 4
_1
4

y la base ortonormal asociada serd

le1) = _my <ﬁ>
(ug ug) 2

W~ =

4
w) (23| d
‘eS) B <113 |u3> B ( 9 ) ,g

» Para el caso de R? es muy claro. Si tenemos dos vectores |v;) y |va) linealmente independientes,

vo= (1) ma=(7):

elegimos |uy) = |va) entonces, |ug) vendra dado por

éz’litiiluﬁ :’U2>E<}>_<?>:(é)

tal y como se esperaba, el otro vector ortogonal es el canénico.

[uz) = |vi) —
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= Si consideramos el espacio de polinomios, P™, de grado g < n definidos en el intervalo [—1,1] Este
espacio vectorial tendrd como una de las posibles bases al conjunto {1, t, 2,83, ,t"} con el producto
interno viene definido por (f| g) = fil dz f(x) g(x). Por lo tanto, se procede a construir una base
ortogonal de la forma
lug) = |vo) =1

(v1 [uo)

<U.() |u0> |u0> =1

lui) = |vi) —

(v1 |ug) = f_ll dz t=0; (ug ug) = f_ll dr =2

W) = gy _ V2 ) _valug) e 1
| 2> = | 2> <U1 |111> | > <110 |u0> | 0> t 3
(valug) = [Lidz 2 =2 (vy|w) = [1, dz £ = 0;

(ur [uy) = f,ll dz t? = %

oy v [ug) _ (vs Jmy) ~ {v3 |ug) _ 33
|U3> = |V3> <L12 |112> |ll > <111 |L11> |u > <u0 ‘ll0> |ll0> t3 5t
(v3 [ug) = f_ll dz t3 = 0; (v3 [uy) = f_ll dz t* = %

2
(valug) = [Tdz 3 (2= 1) =0;  (ugfup)=[' de (P-1)" =%

Wl

Podemos resumir

[vi) luy) le1)
1

1 1 1
3

t t 3¢

t (-9 ) L3 (35t - 302 4 3)

2.5.6. Complementos Ortogonales.

Sea un subespacio S C V un elemento |v;) € V se dice ortogonal a S 'si (s [v;) =0 V |sx) € S, |¥;)
es decir, es ortogonal a todos los elementos de S . El conjunto {|¥1), [¥a2), |¥3), -, |Vm)} de todos los
elementos ortogonales a S,se denomina S—perpendicular y se denota como S*. Es facil demostrar que S+
es un subespacio, atin si S no lo es.
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2.5.7. Descomposicién ortogonal

Dado {|vi), |va), |v3), -+ ,|Va), -} un Espacio Euclidiano V y un subespacio de V con dimensién
finita, S C V y dimV = m. Entonces V |v;) € V se puede expresar como suma de dos vectores |s;) €
S A si)" €St Esto es

[vi) = |sk) + |Sk>l Isk) €S A |sk>J‘ est

Maés atin, la norma de |vg) se calcula a través del teorema de Pitdgoras generalizado
2 2 L2
I = sl + s

La demostracién es sencilla. Primero se prueba que la descomposicién ortogonal |vg) = |[sg) + |sk>J‘
es siempre posible. Para ello recordamos que S C V es de dimensién finita, por lo tanto existe una base
ortonormal {|e1), |es), |es)---|en)} para S. Esto es, dado un |v;) definimos los elementos |si) y |si)™
como siguen

m
|Sk Z Vk |ez ‘el A |Sk>J_ = |vk> - |Sk>
i=1

Noétese que (v}, |e;) |e;) es la proyeccién de |vy) a lo largo de |e;) v |sk) se expresa combinacién lineal de la
base de S. Por lo tanto estd en S. Por otro lado,

m
sk les) = (vie—sk ler) = (vi er) — (sk ler) = (Vi [er) — | Y (Vi lej) (e; | i) = 0= [sx)™ L ;)
j=1
lo cual indica que |s;)" € St.
Pero, podemos ir un poco mas alld. La descomposicién |[v) = |sg) + [si)” es tinica en V. Para ello

suponemos que existen dos posibles descomposiciones, vale decir
Vi) =[sk) +lse)T A [ve) =lte) +[t)T  con [si)Alt) €S A [si) T Alte)T €St
Por lo tanto

Vi) = [ve) = (Jsi) + s ) = (It + 16" ) =0 = fsu) = [ba) = [b)" — Isu)*

Pero |sy,) — [t) € S,por lo tanto ortogonal a todos los elementos de S* y [si) —[x) = |tx)™ —[sk)™ con lo cual
Isk) — [tx) = |0) que es el tnico elemento que es ortogonal a el mismo y en consecuencia la descomposicién
Vi) = |sk) + |sk) " es tnica. Finalmente, con la definicién de norma

bl = Jise) + s | = (il + ) (1) + 15w = s b+ dsi s Hlsil? + [l

Asi, dado S™ un subespacio de V de dimensién finita y dado un |vi) € V el elemento

m

Isk) € S > |sk) Z v |e;)|e;)

=1

serd la proyeccién de |vg) en S.
Dado un vector |x) € V y un subespacio de V con dimensién finita, S™ C V y dim V = m, entonces la
distancia de |x) a S™ es la norma de la componente de |x), perpendicular a S™.
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2.6. Temas Avanzados

2.6.1. Aproximacion de Funciones

Sea {|v1), |va), |Vs), -+ ,|vn), -} un Espacio Euclidiano V y un subespacio de V con dimensién
finita, S™ C V y dim 'V = m,y sea un elemento |v;) € V. La proyeccién de |v;) en S™,|s;), serd el elemento
de S™ mads préximo a |vi). En otras palabras

[[vi) = sl < [lva) — [t V [t;) €8S
La demostracion se sigue asi
[vi) = [ti) = (Ivi) = [si)) — (Isi) — [ti)) = llve) = [6)I1” = Illva) = Isa)|I” + lllsa) — [e2)?

ya que |v;) —|s;) = [sp) " € ST A |s;) — |t;) € S.y vale el teorema de Pitagoras generalizado Ahora bien,
como

lls) =220 = Qv =612 = Ilva) = Isdl® = [llva) — el > lllva) — [sa)]

Ejemplos
» Desarrollemos la aproximacién de funciones continuas, reales de variable real y definidas en [0, 27],

C( 2x)> mediante funciones Trigonométricas y con el producto interno definido por f] g) = fOQW dz f (x) g (x).

Hemos visto que para este espacio vectorial tenemos una base ortonormal definida por

1 1
leo) = o (7) = \/777 lean—1) = pan—1(x) = ﬁcos nx y

‘ > ( ) !
e =@ ) = sennx.
2n 2n \/»

Por lo tanto cualquier funcién definida en el intervalo [0, 27r] puede expresarse en términos de esta base
como

If) = Z C; lei) con
i=1
fOZde f(z)=ao si i=0
2
Ci = (e |f) = / dz f(z) ¢i(z) = fo% dr f(z)cosnr =ag, 1 si i=2n-—1
0
fo% dr sennz f(r) =az, s i=2n
donde los C; son los coeficientes de Fourier. Es decir, cualquier funcién puede ser expresada como una

serie de Fourier de la forma

1 n
f(z)= 500 + ; (ay cos kx + by, sen kx)

con
2m 2m

ay = 1 dz f(z)coskx AN by = dz f (z)senkz f ()
T Jo 0
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Es claro que para la aproximacién de funciones por funciones Trigonométricas cuyos coeficientes son
los coeficientes de Fourier constituyen la mejor aproximacién. Por lo tanto, de todas las funciones
P(x) e C(o2x) las funciones trigonométricas, T (z) minimizan la desviacién cuadrética media

;

27 27

dz (f(2) =P@)* = [ de (f(2) =T (2))°

0 0

2.6.2. El Método de Minimos Cuadrados

Una de las aplicaciones mds importantes en la aproximaciéon de funciones es el método de minimos
cuadrados. La idea es determinar el valor méas aproximado de una cantidad fisica, C a partir de un conjunto
de medidas experimentales: {z1, z2,x3,- -2, } . La intencién es encontrar en el mejor valor de C a partir de
ese conjunto de datos experimentales.

Para ello asociamos el conjunto de medidas {x1,x2,x3, -2, } con las componentes de un vector |x) en
R™. Asi

‘X> :(x1,$2,$3,--'$n) A C|y>:(C7C,C,-~-C)
Por lo tanto si la mejor aproximacién de C|y) ,que llamaremos C’|y) ,serd la proyeccién perpendicular de |x)
(las medidas) sobre el subespacio generado por |y) . Esto es
o = xly) _ Tt Tt a3, T
(v ly) n

que no es otra cosa que el promedio aritmético de las medidas. Es claro que la proyecciéon perpendicular de
|x) sobre |y) hace minimo la distancia entre el subespacio perpendicular generado por |y) y el vector |x) .Es
decir hace minimo el cuadrado de esa distancia

n

[d (%), ¢ [y))* = (x—C'y [x—c'y) =Y (2; — ')?
=1

Es claro que este problema se puede generalizar si se desea medir dos (o n) cantidades. Para el caso de dos
cantidades extendemos la dimensién del espacio. Por lo tanto, los resultados experimentales se acumularan
en un vector de 2n dimensiones

|X> = (xllaxIQ; T13, " Tin, L21,X22,L23," " -'L'Qn)

mientras que los vectores que representan las cantidades méas aproximadas seran

/ ! ! ! A ! / ! A !
cily1) = | ¢f,0},¢f,---1,0,0,0,---0 A Chly2) =(0,0,0,---0,C5,C5,C, - - - Ch)

n n
Ahora {|y1),|y2)} expanden un subespacio vectorial sobre el cual |x) tiene como proyeccién ortogonal
¢} ly1) +¢% lya) y consecuentemente |x—C)y1—Chys) serd perpendicular a {|y1),|y2)}, por lo tanto

(x |y1) T11 + T12 + %13, -+ Tin (x |y2) To1 + T2 + X2, -+ Xon

/ /
Cl = = A C2 = =
(1 ly1) n (v2 ly2) n
La consecuencia més conocida de esta aproximacién de funciones es el “ajuste” de un conjunto de datos
experimentales {(x1,91), (z2,y2), (z3,y3), -, (Tn,yn)} & la ecuacién de una recta y =cz. En este caso, el

planteamiento del problema se reduce a encontrar el vector ¢’ |x) en el subespacio S (|x)) esté lo mas cercano
posible al vector |y) = ¢ |x). Por lo tanto |||c’x — y)||* serd lo menor posible y |¢'x — y) ser| perpendicular
a S (]x)) ,por lo tanto

,_ (x|y) _ miyi+ zoye +asys -+ Taln

x|dx—y)=0 = = =
lox=y) (x |x) 2l tal, - tal
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Ejemplo Si el conjunto de datos experimentales es {(1,2),(3,2),(4,5),(6,6)} ; cudl es la recta que ajusta
més acertadamente a estos puntos ? La ecuacién queda como

N (xly) 2+6+20+36 32
C(xx) 1+9+16+36 31

ly)=clx) =

Ahora bien, se puede generalizar esta procedimiento cuando se tiene que una cantidad y que es una
combinacién lineal desconocida de un conjunto de cantidades

Yy = C1x1 + Coxg + C3x3 + -+ -+ CpT
En este caso se ejecutaran n experimentos con n > m y el conjunto de medidas experimentales seran
(Y1, T11, T12, 013, * * * T1m; Y2, Ta1, T22, T23, * * * T2 Y35 T31, T32, T33,*** T3m5*** Yns Tnl, Tn2; Tn3s*** Tom)
y a partir de ellas generamos el siguiente sistema de ecuaciones

/ ! / /

Y1 = C1211 + Cyx12 + C3213, - - - + Cp, Tim
/ / / /

Y2 = C1x21 + CoZa2 + C3%23, -+ + C), Tam

Y3 = C1T31 + CHTao + Chyz, - -+ + ChyTam,

Yn = C/lxnl + Cl2$n2 + ngni’n R Cinxnm

en el cual las incdgnitas {C},c5,C5, -+ - €}, } hacen que el lado derecho de las ecuaciones antes mencionadas
sean los més préximas a las {y1,y2,¥s, - Yn} por lo tanto si consideramos los vectores

1x1) = (Z11, - T1n) 3 [X2) = (T21, - T2n) 3 [Xm) = (Tm1,  Tmn) 5 [Y) = WUmis - Yn)

por lo tanto los {|x1), |x2),- - |Xm)} expanden el subespacio S (|x1),|X2),- - |Xm)) donde estd la aproxima-
cién de |y) . Por lo tanto la distancia de este subespacio al vector |y), serd minimo. Esto es

[ (S () 1x:) s [y))]* = (S (cfx:) =y I8 (¢ xi)) =)

y por lo tanto |S (¢} |x)) —y) serd ortogonal a

(xj IS (ci[x)) —y) = (xi

m
ZC§|X>—y> =0V 4,j=123,---m
i=1

por lo tanto podemos construir el sistema de ecuaciones normales para la aproximacién que hemos conside-
rado:

Cy (X1 [x1) + €5 (%1 [x2) +C5 (x1[x3) +--+Cp (X1 [Xm) = (x1|y)

Cp (X [x1) +Ch (X2 [x2) +C (x2x3) +---+Cp (X2 [xm) = (x2y)

CL (Xm [x1) +Cy (xm [x2) + 05 (xp [x3) +- -+ O (X [xXm) = (X [y)
donde, tal y como se ha senalado, las incégnitas son las {C},c5,c4,--- ¢, }
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Ejemplos

= Se sospecha que una determinada propiedad de un material cumple con la ecuacién y = ax; + bxo. Si
al realizar un conjunto de medidas experimentales obtenemos

Y1 15 Y2 12 Y3 10 Ya 0
11 | = 1 ; To1 | = 2 ; z31 | = 1 ; T4 | = 1
Z12 2 T22 1 32 1 T42 -1

Es claro que tenemos un subespacio de m = 2 dimensiones y hemos hecho n = 4 veces el experimento.
Por lo tanto los vectores considerados arriba seran

|x1) =(1,2,1,1); |x2)=(2,1,1,-1); |y)=(15,12,10,0)

por lo tanto
a=7=

Ta +4b =49 } N = 11y = 4521 + 5619

da +7b =52 p_ 56

= Se puede extender el razonamiento anterior y generar un ajuste linear cuadrético. Esto es, el ajuste
lineal es en los coeficiente, pero la funcionalidad de la ley a la cual queremos ajustar los datos puede
ser un polinomio de cualquier orden. Ese es el caso de una parabola que ajusta al siguiente conjunto

de puntos
{(Oal)7(173)7(277)7(3715)} Ang y:asc2+bx+c

Las ecuaciones toman la forma de
1= 0 40 +c

3= a +b +c
7= 4a +2b —+c
15= 9a +3b +c

v los vectores construidos a partir de los datos experimentales seran
|x1) =(0,1,4,9); |x2)=(0,1,2,3); |x3)=(1,1,1,1); |y)=(1,3,7,15)

las ecuaciones normales para este sistema son

a=—6
136 = 98a +36b +14c 113 39
62 = 36a +14b +6¢ = b= % = y= — 62 4 ?x _ g
26 = 1l4a +6b +4c
c=—32

5

Ejercicios Al medir la temperatura a lo largo de una barra material obtenemos los siguientes valores

zi (em) 1,0 2,0 3,0 40 5,0
T, (°C) 14,6 18,5 36,6 30,8 59,2

Encuentre, mediante el método de los minimos cuadrados los coeficientes que mejor ajustan a una recta
T=ar+b

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 89



Métodos de la Fisica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR

2.7. Algunos ejemplos resueltos

1. Consideramos el espacio vectorial de polinomios, , de grado g < n definidos en el intervalo [0,1] o en
el intervalo [—1, 1] segtin el caso

a) Consideramos el espacio vectorial de polinomios, , de grado g < n definidos en el intervalo [0, 1] o
en el intervalo [—1,1] segiin el caso ¢ Cudl o cudles de los siguientes conjuntos de vectores en P3
son linealmente independientes ? Explique por qué
Ninguno, todos son linealmente dependientes

1) x1)=1; |x2)=2—-1; [x3)=2% |x4)=22+2z+1;

Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4) = 3|x1) + 2|x2) + |x3)
2) |x1) =2z; [x2)=22+1; [x3)=z+1; |x4)=2a2-1;

Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4) = |x1) + [x2) — 2|x3)
3) |x1) =a(x—1); |x2) =a; [x3)=2a? |x4)=22°—2?%

Linealmente dependiente ya que siempre podremos expresar |x4) = —|x1) + |x2) + 2|x3)

b) Considerando las siguientes definiciones de producto interior en P":definidos en el intervalo [0, 1]
o en el intervalo [—1,1] segtn el caso

1 1
@lpa) = [ p@a@ids v @lpa) = [ bl
-1 0
En P? encontrar la distancia y el dngulo entre los vectores

|x1) = z(z —1); |x2) =x;

En general la definicion de distancia es

d(|x1),|x2)) = /(x2 — x1 [x2 — x1)

por lo tanto para {(q,|pn) = f_llp(x)q(x)dx la distancia serd

Vi(x2 —x1 x2—x1>:\//1(x(m—1)—x)2dx=115\/@

y para (qn|pn) = fol p(z)g(z)dx ser’a

1
V(x2 —x1 |x2—x1>:\//0 (x(x—l)—z)de:%\/%

los dngulos serdn

0 = arccos ( (x1 [x2) )
\/<x1 |x1>\/<x2 [x2)
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para (qn|pn) = [, p(x

(x1 [x2) 2 (e = 1)) (2) da

6 = arccos = arc cos
o <¢“1“”¢@2“”> o VI e = 1) dey /[ (@) da

1
0 = arccos (—12\/15\/(3) = 2,4825 rad
para (g, |pa) = [, p(

0 = arccos ( (x1 [x2) ) — arccos fol (z(z = 1)) (z)dz
V(x1 [x1)/(x2 [x2) \/fol (w(z —1))? dx\/fol (2)? dz

f = arccos (—112\/5\/5) = 2,4825 rad

i el mismo angulo !
¢) Una de las posibles bases de P" serei el conjunto {1,z,22, 23,--- 2"} con el producto interno
viene definido por (f| g) fo dz f(z) g(x).

1) Encuentre la base ortonormal que expande el subespacio S? de los polinomios, P", de grado
g <3.
83 tendrd como vectores linealmente independientes {1, x,xz,x?’} para encontrar la base or-
tonormal utilizamos el método de Gram Smith con lo cual tendremos que

) = ) = 3 o

esto es
[vi)
lur) = = —
V(g Juy) \/fol dz

(va Jup) _ [ xda
|u2>:|v2>_(u?|u1> jw) @ T do _ z—1 2(x1>\/§

) ViRl - ) 2

1, 2 1, 2 1

va lu va |u 2 Oxdx_oz(Q(zfg)\/gdw 1

gy v it ) - @R ) T RG-p vy (2(==3)v3)
3/ — =

(u3 [us) (us [ug)

) = x2—|—%—x 26(1‘24—1—56)\/5
VI @2+t —a) de
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luy) = [va) — EZ? ;31; Ju) — ézz ﬁﬁi; lug) — % luz) _
(ug [ug)
) = 3 — fol z3da — (fol 23 (2 (z — 1) V3) dx) (2 (z—3)v3))
V/(us )
(o2t 62+ § ) VE)dr) (62 + § —x) V5)
(ug Jug)
lug) = (2 g5 + 57— %x2) 3 3

\/fo 3 — 20+ 2r—

1
—9 3 _ 4+ 9 9 92
- —O(x 20+5x 2$>\ﬁ
)dm

2) Encuentre las componentes del polinomio g (x) = 5+ 322 — 23 + 2° proyectado sobre esa base

ortonormal que expande a S3

Las componentes de la proyeccién de g (z) en S serian

:<g|u1>:/0 uy () g(x)dx:/o (1) (5+32°—2®+2°)de = 13

62: Ug) = IUQI T )ax
(g [us) / (2) g(z)d

& = (g Jus) = / us () g(z)dz

23
= o10Y°

1
¢ = (g Jug) = / ws (z) g (2)de

! 1
:/0 <20<x —20—|—§x—2x2)\f7> (5—|—3x2—x3+x)

con lo cual

71 197
Ig)ss = 12 lur) + @\/g|u2>

y la norma serd

s (TN (197 2\? 23
lle)ss | _(12) + 420‘/3 + 210‘/5

1

/01 (2
[

71

197

2 3 5 _ 0
)\/§> (5+39: T +:c)d:z: 10

1’) \/5> (5+32% — 2° +2°) da

315f
+ 2 /B us) + — /T )
210 3315 4
2 2
4 1,418,047 _
) + (315‘ﬁ> = 3900 =728

para que, finalmente la proyeccién del polinomio en S? serd

() = 717
952 \) = 15" 190
()_71+197 1L 23,
gso \* 70 \""2) T \”
es decir
_ 5797 34
o9 12

+1—x>+20xf(a: ——+zz

(e )2 ) )5

1 3

3
2“2>

20 5

2
> (42 - 30[7) 22 4+ 20773

3
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3) Encuentre la minima distancia desde el subespacio 82 al polinomio g (z)
La distancia minima serd la norma del vector ortogonal a S*tal que

lg) = |g>53 + ‘g>¢53 donde ‘g>s3 €s?

Y |g) | g3 es un vector de su complemento ortogonal. Por lo tanto el Teorema de Pitdgoras nos
dice que
2 2 2
)™ = lllg)ss I” + lllg) Lssll

con lo cual tendremos que la minima distancia serd

Ilg) Lssll = \/Il\g>||2 —llg)ss®

1
2 2 3 5\ 2 495193
= 5+ 3z — dx =
Il /0 ( z° -z’ 4+ ) T 13860

o 1418047
llg)ssl* = ~55ep0

con lo cual

~1,1965 x 1072

495193 1418047
llg) Lssll =

13860 39690

d) Sea f (x) = €** una funcién perteneciente al espacio lineal de funciones continua y continuamente
diferenciables, C[°f171], en el cual el producto interno viene definido por (q|p) = fil p(x)q(z) dz.
Encuentre el polinomio lineal més cercano a la funcién f (z).

En el subespacio S' de polinomios lineales, los vectores base son {1,2} Es una base ortogonal
pero no es normal, con lo cual la normalizamos

o 1 i
uy) N \/f_lldx 5 V2

vo lu fil zdx
IRk i A L

(uz [uz) Vi(ue Jug) \/f,ll z?dx )

|G

y la proyeccion ortogonal de esta funcion serd
1 1
1 2 6 6
&A= / e?® (2\/§> dox = —% (—62 + 6_2) y ct = / ({x) e*®dr = % (62 + 36_2)
-1 -1

con lo cual la funcion lineal serd

P = <\/6 ((32 + 36_2>> T — % (—62 + 6_2)
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2.8. Algunos ejercicios propuestos
1. Sea S el conjunto de todos los niimeros reales excluyendo —1 y defina la operacién [

alOb=a+b+ab
donde + es la suma estandar entre ntimeros reales.

a) Muestre que [S, 0] forman grupo

b) Encuentre la solucién en S para la ecuacién 2 0 2 03 =7

2. Considere un tridngulo equilatero. Uno puede identificar operaciones de rotacién alrededor de un eje
perpendicular a la figura y reflexiones respecto a planos que dejan invariante la figura del tridngulo.

a) Muestre que el conjunto de estas operaciones forma un grupo Ga = {I,R, R, Xl,XQ,Xg}. con
I la operacién identidad; R y R las rotaciones y X1, Xs y X3 las reflexiones. Muestre ademss,
que las rotaciones forman un subgrupo ciclico de orden 3, mientras que las reflexiones forman un
subgrupo ciclico de orden 2

b) Construya la tabla de multiplicacién para Ga

¢) Considere las siguientes matrices

_1 3 _1 _3

2 2 2 2

_v3 1 V3 1

2 2 2 2

1 B 13

-1 0 2 2 2 2
V3 1 V31

2 2 2 2

Muestre que forman grupo bajo la multiplicacién de matrices y que ese grupo es isomorfo a G

d) Considere las siguientes funciones
1 1 z—1 x
h@)=z; fole)=—5 filo)=7——3 fil2)= ;o fsl@)=1—a; fe(x) =

x x x—1’

Muestre que forman grupo bajo la operacién f;(z) ® f;(z) = fi(f;(x)) y que ese grupo es isomorfo
a GA

3. Definamos una operacién binaria B como
cBy=x+y+azxy
con x,y,a € Ry ademéas a # 0.

a) Demuestre que B es asociativa

b) Muestre que M genera un grupo en {R— (=1)}. Es decir, Vz,y € RAz # =1y # =L entonces
z B y forma un grupo

Herndndez € Nunez Universidad Industrial de Santander 94



Métodos de la Fisica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR

4. Muestre que el siguiente conjunto de transformaciones en el plano zy forman un grupo y construya su
tabla de multiplicacién

T
a) 1=

y—y

T — —x
b) I=

y— -y

xr— —x
c) I, =

y—uy

=
d) I, =

y— -y

5. Muestre que también seran espacios vectoriales

a) El conjunto de todas las funciones f = f(x) definidas en x = 1 con f(1) = 0. Si f(1) =¢, |
tendremos igual un espacio vectorial ? ; por qué 7

b) Los vectores (z,y,z) € V3 tal que sus componentes satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
algebraico

a11% + a12y + a13z =0
a21% + a22y + az3z =0

a31T + azey + aszz =0

6. Sea P, el conjunto de todos los polinomios de grado n, en z, con coeficientes reales:
n—1
Ipn) = p(x) =ao+ a1z + asz? + ...+ ap_ 12" = Z a;x’
i=0

a) Demostrar que P,, es un espacio vectorial respecto a la suma de polinomios y a la multiplicacién
de polinomios por un escalar (nimero real).

b) Si los coeficientes a; son enteros, |, P, serd un espacio vectorial ?
{, Por qué ?
¢) ¢, Cudl de los siguientes subconjuntos de P,, es un subespacio vectorial ?
1) El polinomio cero y todos los polinomios de grado n — 1.
2) El polinomio cero y todos los polinomios de grado par.
3) Todos los polinomios que tienen a a como un factor (grado n > 1).

4) Todos los polinomios que tienen a x — 1 como un factor.

d) ; Cudl de los siguientes polinomios pertenece al subespacio de P generado por: |[x1) = 23 + 2x +
1, [x2)=22-2; [|x3)=2%+u;
1) 22 -2z +1;
2) 2t +1;
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3) —2a%+ 222 — 1 —1;
4) x —5;

e) Probar que los polinomios

3, 1 5, 3
x1) =1 [x2) =25 |x3)=a® =5 [xd) = 5% — T

2.
3

Forman una base en P,. Expresar |p) = z |q) = 22 en funcién de esa base.

n—1

f) Sean |p,) = p(x)=>"1—, a;iz’, |an) = q(x) = E?:_Ol b;xt € P,,. Considérese la siguiente definicién:

n—1
(Qn|Pn) = aobo + a1b1 + agbs + ... + ap_1bp—1 = Z aib;
i=0
1) Muestre que ésta es una buena definicién de producto interno.

2) A partir de la definicién anterior de producto interno encuentre las expresiones para la norma
y la distancia entre polinomios

3) Con esta definicién de producto interior ; se puede considerar P,, un subespacio de C, 3 7 ¢,
Por qué ?

g) Considerando estas definiciones de producto interior en P,

1) {qulpn) = /1, p(x)q(z)dz
2) (anlpn) = [, p(z)g(z)dz

Encontrar la distancia y el angulo entre los siguientes pares de vectores en Ps
1) |x1) =1; |x2) = ux;
2) |x1) =2z; |x2) = 2%

h) Encontrar la proyeccién perpendicular de los siguientes vectores en Cj_; ) (espacio de funciones
continuas en el intervalo [-1,1]) al subespacio generado por los polinomios 1, z, z? — 1. Calcular
la distancia de cada una de estas funciones al subespacio mencionado.

1) f(z) =2™; n entero
2) f(z) = senux;
3) f(z) = 3a%

7. Los vectores en R? en coordenada cartesianas los definimos como @ = a,7 + ay] + ayk y definimos una
“tabla de multiplicacién” entre ellos de la forma <e1 le;) = o3 con 4,75 = 1,2,3, esto es:

(e'lej) [ 7 ][7 k|
? 1100 coni,j=1,2,3
3 01 1[0
g 001

Un cuaternién cartesiano puede escribirse de manera analoga a los vectores cartesianos, vale decir:
_ _ 0 7 _ ~ ~ o~
|a> =a |qa> =a +a |q1> =ag + a7+ ayJ+ ayk

con a =0,1,2,3 y donde las a’con ¢ = 1,2, 3 son ntmeros reales que representan las componentes vec-
toriales en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la ¢, también ntimeros reales, se
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le llama componente escalar®. Los cuaterniones fueron inventados por el matematico irlandés William
Rowan Hamilton'? a mediados del siglo XIX. Por decirlo de alguna manera, son hibridos. o generali-
zaciones a un plano hipercomplejo. Un vector cartesiano es un cuaternion con la componente escalar
nula. Basandonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicaciéon” para los cuaterniones
cartesianos como

la)yola) | 1] la) | laz) | las) |
1 1 |a1) laz2) las)
la}) la1) -1 las) | —[g2)
las) laz) | —las) -1 1)
|q§,> |QS> |Q2> - |Q1> -1

Nétese que por el hecho que |q;) © |q;) = —1 = [q1) ©|a1) = |a2) @ [a2) = |a3) © |az) = —1, se puede
pensar que un cuaternion es la generalizacién de los nimeros complejos a més de una dimensién (un
numero hipercomplejo) donde la parte imaginaria tendria tres dimensiones y no una como es costumbre.
Esto es

la) = a® |qa) = a’|qo) +d’ |q;) = a” + a' |a1) + a® |az) + a® |qs)

1 “parte compleja”

Siendo consistente con esa vision de generalizacion de un nimero complejo, definiremos el conjugado
iy > 0 i . . ; .

de un cuaternién como |b)™ = b’ |qo) — ¥’ |q;) con j = 1,2,3. Es decir, en analogia con los niimeros

complejos el conjugado de un cuaterniéon cambia el signo de su “parte compleja vectorial”. Igualmente,

definiremos la suma entre cuaterniones como

a) = a® |qa)
= [¢) = c®|qa) = |a) + |b) = (a® +b%) |qa) = ¢ = (a® + b%)
[b) = b |da)

Esto quiere decir que los vectores se suman componente a componente. Mientras que la multiplicacién
por un escalar queda definida por «|c) = ac® |qq) es decir se multiplica el escalar por cada componente.

a) Compruebe si los Cuaterniones, |a) , forman un espacio vectorial respecto a una operacién esa suma
y esa multiplicacién por escalares, analoga a la de los vectores en R? en coordenada cartesianas.
i, Cuaterniones |a) son vectores, pseudovectores o ninguna de las anteriores ? Explique por qué.

b) Dados dos cuaterniones |b) = <b0, b) y [r) = (r°,7) entonces, el producto entre cuaterniones

|d) = |b) ® |r) podra representarse como
d) = b) & [r) «— (d,d) = (0°d° ~ 5 7.d% + 17+ 5 x 7)

donde - y x corresponden con los productos escalares y vectoriales tridimensionales. de siempre,
respectivamente.

M4s atn, ahora con {ndices, dados |b) = b*|qs) y |r) = r*|qa), compruebe si su producto de
|d) = |b) ® |r) puede ser siempre escrito de la forma

) = [b) ® |r) = alao) + 5767 |a;) + ATV b;ry |qs)

9Recuerde que estamos utilizando la convencién de Einstein en la cual c¢® |qqa) = ¢ + 2?21 ¢? |q;) . Es decir hemos supuesto
que |[qo) = 1, la unidad en los ntimeros reales. Adicionalmente, nétese que los indices griegos «, 8, - - - toman los valores 0, 1,2, 3,
mientras que los latinos que acompafan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k,l = 1,2, 3.
10Para més detalles y de los cuaterniones pueden consultar http://mathworld.wolfram.com/Quaternion.html
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donde a representa un escalar; S (ij)ég tres cantidades (recuerde que los indices latinos toman los
siguiente valores j,k,1 = 1,2,3.) y donde S indica S7* = S% que la cantidad S% es simétrica y
por lo tanto (S%60 4 S7%69) |q;) Mientras AUl representa un conjunto de objetos antisimétricos
enjy ki AURE — ATkt = — ARTE 5 (A7RiDic) — ARITscr) |q;) . Identifique las cantidades a, S()
y AU en término de las componentes de los cuaterniones

i el producto de cuaterniones |d) = |a) ® |r) serd un vector, pseudovector o ninguna de las
anteriores 7. Explique por qué.

Muestre que los cuaterniones pueden ser representados por matrices complejas 2 x 2 del tipo

donde z,w son nimeros complejos y w y z sus complejos conjugados

Muestre que una representacién posible para la base de cuaterniones es, la matriz unitaria 4x4 y

0O 1 0 O 00 0 -1 0O 0 -1 0
-1 0 0 O 00 -1 0 0 O 0 1
|q1> = 0 0 0 1 ; |q2> = 0 1 0 0 ) |q3> = 1 0 0 0
0O 0 -1 0 1 0 0 0 0O -1 0 O

Compruebe si la siguiente es una buena definicién de producto interno:
B
(ab) =la)” ©[b)

Modifique un poco la definicién anterior de tal forma que se tenga la

(alb) = £ [(a Ib) ~ax) © (a b) © )]

y compruebe si esta definicién compleja del producto interno cumple con todas las propiedades.
Nétese que un cuaternién de la forma |f) = O + f1|q1) es un niimero complejo convencional.

Compruebe si la siguiente es una buena definicién de norma para los cuaterniones

n(lb)) = lla)ll = V{ala) = /&)™ © [a)

Comprebe si un cuaternién definido por
H

I Y
|a) =

2y

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |a) respecto a la multiplicacién ©
Compruebe si los Cuaterniones |a) forman un grupo respecto a una operacién multiplicacién © .

Los vectores en 3 en coordenada cartesianas, |v), pueden ser representados como cuaterniones
donde la parte escalar es nula v? = 0 — |v) = v/ |q;) .Compruebe si el siguiente producto conserva
la norma

V') =la) © ) © |a)
Estos es [[|0)]|* = (vV)° + (v¥)* + (0¥)? = (1) + (02)° + (%)% = [[]0) 2
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