Meétodos Matemdticos 1 Tarea 1 (Entrega 4Marzo)

Matematica Avanzadas para la Ingenieria
Tarea 1 (Entrega 4Marzo)
Espacios Vectoriales

1. Los vectores en R? en coordenada cartesianas los definimos como @ = a,i+ a,j+ ayk y definimos una
“tabla de multiplicacién” entre ellos de la forma <eZ le;) = 5} con i,j =1,2,3, esto es:
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Un cuaternién cartesiano puede escribirse de manera analoga a los vectores cartesianos, vale decir:
_ _ 0 i _ A A -
la) = a®|da) = a’ 4+ a' |q;) = ao + axT+ ayj + a,k

con o =0,1,2,3 y donde las a‘con i = 1,2, 3 son niimeros reales que representan las componentes vec-
toriales en coordenadas cartesianas de los cuaterniones, mientras que la a®, también nimeros reales, se
le llama componente escalar!. Los cuaterniones fueron inventados por el matematico irlandés William
Rowan Hamilton? a mediados del siglo XIX. Por decirlo de alguna manera, son hibridos. o generali-
zaciones a un plano hipercomplejo. Un vector cartesiano es un cuaterniéon con la componente escalar
nula. Basandonos en este esquema podemos definir la “tabla de multiplicacién” para los cuaterniones
cartesianos como
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Nétese que por el hecho que |q;) ©@]q;) = —1=|q1) ©@|d1) = |d2) @ |d2) = |q3) © |q3) = —1, se puede
pensar que un cuaternién es la generalizacién de los nimeros complejos a més de una dimensién (un
numero hipercomplejo) donde la parte imaginaria tendria tres dimensiones y no una como es costumbre.
Esto es

a) = a® |qa) = a’|ao) + d’ |q;) = a” + a' |a1) + a® |az) + o® |qs)
—

1 “parte compleja”

Siendo consistente con esa vision de generalizaciéon de un nimero complejo, definiremos el conjugado
<2 K 0 i . . . .

de un cuaternién como |b)™ = b" |qo) — & |q;) con j = 1,2,3. Es decir, en analogia con los niimeros

complejos el conjugado de un cuaterniéon cambia el signo de su “parte compleja vectorial”. Igualmente,

definiremos la suma entre cuaterniones como

a) = a® |qa)
= [c) = " laa) = [a) + [b) = (a® + %) [qa) = " = (a® +7)
|b) = b%|qa)
Esto quiere decir que los vectores se suman componente a componente. Mientras que la multiplicacion
por un escalar queda definida por a |c) = ac® |q,) es decir se multiplica el escalar por cada componente.

IEstamos utilizando la convencién de Einstein en la cual ¢® |qq) = 0 + Z?zl ¢ |q;) . Es decir hemos supuesto que |qo) = 1,
la unidad en los nimeros reales. Adicionalmente, nétese que los indices griegos a, 3, -+ toman los valores 0, 1,2, 3, mientras
que los latinos que acompanan a los vectores cartesianos toman los siguiente valores j, k,l = 1,2, 3.

2Para més detalles y de los cuaterniones pueden consultar http://mathworld.wolfram.com/Quaternion.html
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a) Compruebe si los Cuaterniones, |a) , forman un espacio vectorial respecto a una operacién esa suma
y esa multiplicacién por escalares, andloga a la de los vectores en R> en coordenada cartesianas.

b) Compruebe si la siguiente es una buena definicién de producto interno:
YK
(ab) =|a)” ©[b)
¢) Modifique un poco la definicién anterior de tal forma que se tenga la

(a[b) = 5 [(a[b) —[a1) © (a[b) ©[aqu)]

N =

y compruebe si esta definicién compleja del producto interno cumple con todas las propiedades.
Nétese que un cuaternién de la forma |f) = O + f1|q1) es un niimero complejo convencional.

d) Compruebe si la siguiente es una buena definicién de norma para los cuaterniones

n(lb)) = )]l = V{ala) = \/|a)™ © [a)

e) Comprebe si un cuaternién definido por

B
E_ |a)

)

puede ser considerado como el inverso o elemento simétrico de |a) respecto a la multiplicacién ®

2. Las matrices 0, 0y, 0, se conocen con el nombre de matrices de Pauli :

(0 1) (0 =i\ (L0, (10
@=\10) %%=\i o) 270 -1)° “\lo 1

a) Muestre si las matrices de Pauli o,,0,, 0., conjuntamente con la matriz identidad, 1 forman un
grupo respecto a la siguiente operacién

0; © 0K =00, =i€kmo " + 0551 con j,k,m=uwx,y,2

€jkm €l simbolo de Levi Civita y ¢ = /-1

b) Muestre si las matrices de Pauli 0,0y, 0., conjuntamente con la matriz identidad, 1 son lineal-
mente independientes.

¢) ¢, Las matrices de Pauli forman base para un espacio vectorial de matrices complejas 222 ? § por
qué ? Si forman base exprese la matriz
3 i
5 1

en términos de esa base
d) Derive la expresién general para [0, o]

e) Suponga ahora que o, actia

o) =), o) =—I")

Luis A. Nunez 2 Universidad Industrial Santander



Meétodos Matemdticos 1 Tarea 1 (Entrega 4Marzo)

a=(3) m=(2)

encuentre la expresion para los autovalores y autovectores de las otras matrices de Pauli

con

oy )y = Ay, oyl=)y = Ay,

f) Muestre que cualquier representacién matricial de un operador genérico M puede ser expresado
como combinacién lineal de las matrices de Pauli.

¢) El polinomio caracteristico para ese operador genérico M se puede expresar como
Py = A\? — \Traza(M) + det(M).

Donde los A son sus autovalores

Luis A. Nunez 3 Universidad Industrial Santander



